内 容 简 介 


本 书 由 三 大 部 分 组 成 :一 是 近代 随机 过 程 论 的 基础 , 含 点 集 拓 
扑 、 积 分 与 测度 Banach 空间 、Banach 代数 及 算 子 半 群 .二 是 随机 
过 程 论 的 基本 理论 , 含 马尔 可 夫 过 程 . 蒜 .平稳 过 程 .三 是 随机 过 程 
的 应 用 , 含 更 新 过 程 的 应 用 、 各 种 马尔 可 夫 过 程 的 应 用 、 平 稳 序 列 
的 应 用 、 堵 的 应 用 . 

本 书 兼顾 了 各 种 人 员 的 要 求 ,满足 了 不 同 目的 的 读者 需要 . 基 
础 好 的 理论 研究 工作 者 可 重点 参考 第 二 部 分 一 一 随机 过 程 的 基本 
理论 ;研究生 主 要 参考 第 二 部 分 并 以 第 一 部 分 做 预备 知识 ;应 用 研 
究 工作 者 可 重点 参考 第 三 部 分 一 一 随机 过 程 的 应 用 ,并 以 第 一 、 第 
二 部 分 做 理论 根据 . 

本 书 既 可 作为 研究 生 的 教学 参考 书 ,又 可 作为 理论 研究 及 应 
用 研究 的 引导 书 . 
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今年 是 许 宝 驿 先生 诞生 九 十 周年 。 许 先生 是 我 国 最 时 的 一 批 
院士 之 一 ,“ 是 我 国 最 早 从 事 概率 论 、 数 理 统计 科学 研究 并 达到 世 
界 先 进 水 平 的 一 位 数学 家 ”, 对 我 国 近代 数学 的 发 展 ,有 过 蛙 越 的 
贡献 ,享誉 国内 外 , 塔 称 一 代 宗 师 。 作 为 长 期 跟随 许 先 生 学 习 过 的 
弟子 之 一 , 特 撰 此 书 ,以 示 对 先生 之 敬意 。 

随机 过 程 论 方面 的 书 ,无 论 是 专著 或 教材 ,国内 外 已 有 不 少 ， 
但 随机 过 程 的 基础 理论、 应 用 三 者 皆 含 的 书 却 不 多 。 本 书 集 这 三 
方面 的 内 容 , 故 名 之 日 《随机 过 程 论 一 一 基础 \ 理 论 、 应 用 》。 

本 书 分 三 部 分 :第 一 部 分 是 基础 ,包含 前 三 章 。 第 一 章 是 点 集 
拓扑 简介 ,这 一 章 取材 于 许 宝 驿 先 生 1964 年 在 北京 大 学 概率 论 讨 
论 班 上 报告 的 内 容 。 第 二 章 是 测度 与 积分 摘要 。 测 度 与 积分 在 随 
机 过 程 的 研究 中 ,是 不 可 须 奥 或 缺 的 工具 ,因此 择 其 要 者 集 于 第 二 
章 。 第 三 章 是 随机 过 程 研究 中 最 和 常用 的 泛 困 分 析 的 基本 内 容 , 请 
如 Banach 空间 、Banach 代数 、 算 子 半 群 。 第 二 部 分 ,是 本 书 的 核 
心 ,概括 了 随机 过 程 的 基本 理论 ,主要 讲 三 种 随机 过 程 模型 :马尔 
可 夫 过 程 、. 轴 过程. 平稳 过 程 。 其 中 四 章 讲 马 尔 可 夫 过 程 , 蒜 过 程 
与 平稳 过 程 各 占 一 章 。 这 种 比例 分 配 是 合乎 这 三 类 过 程 的 内 涵 、 
历史 长 短文 献 多 蹇 的 实际 情况 的 。 第 二 部 分 还 有 一 章 论述 随机 
过 程 的 基本 概念 ,这 是 第 四 章 。 第 十 一 章 作为 随机 分 析 的 一 些 引 
子 , 简 单 论 述 子 随机 微分 方程 式 , 特 别 是 Ito 积分 。 第 三 部 分 是 第 
十 二 章 , 讲 随 机 过 程 的 应 用 。 其 讲法 是 用 理论 模型 来 带 实 际 应 用 ， 
讲 明 该 理论 如 何 与 实际 问题 结合 ,间或 举 一 二 例 以 示范 。 在 这 一 
部 分 中 ,主要 讲述 了 更 新 过 程 、 分 枝 过 程 、 生 灭 过 程 、 宽 平稳 序列 和 
加 的 应 用 。 


2 随机 过 程 论 


随机 过 程 论 ,即使 从 A. A. Markov F 1907 年 发 表 的 重要 论 
文 算 起 ,也 有 近 百 年 历史 ,其 文献 .成 果 浩 如 烟 海 。 本 书 只 不 过 是 
EER, üI BB XT TE S 48 PH489 32 , 即 不 虚 此 笔墨 了 。 

EESTE YFF, B RE AZ FEET AE, BIN A 483. 
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第 一 章 ”点 集 拓 扑 人 简介 


本 书 的 集合 运算 符号 , 取 通 用 之 表示 法 .如 0 为 任 一 集合 ， 
w C () OR a, 8 FO ,或 是 2 之 元 素 ;ACDO 表 示 A 售 于 0 ,或 
4 是 2 之子 集 ;{o| 表示 含 w 的 单 点 集 ; UU 与 门 分 别 表 示 求 并 与 
求 交 运算 ;A - B 与 AAB 分 别 表示 A 与 B 之 差 及 A 与 B 之 对 称 差 ; 
(Ó 表示 空 集 ;A' 会 Q ~ A 表示 A 之 补 集 . 有 时 简 记 A 门 B 为 AB. 
R“ 恒 表 示 d 维 欧 氏 空间 ,R = R ,R= [- %,%]. 


$1 拓扑 空间 中 的 开 集 、 闭 集 、G, 集 、 
F. 集 、Borel 集 与 子 空间 


定义 1.1 设 人 0 为 任 一 集合 ,7 为 02 的 一 个 子 集 族 ( 有 时 称 子 
集 族 为 集合 系 ) ,如 果 了 满足: 

(G) (¿€ $, NET; 

(G) A, € 7 = UA, € F (了 且 是 任 一 指标 集 ) ; 


(G) B,€7 (<n=<N, N EEE (| B, € Z, 
则 称 (Q ,7 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,7 是 Q 上 的 一 个 拓扑 , 当 A € 9 时 ， 
称 A NFR N - A 为 闭 集 . 

EX 1.2 设 (2,9 ) 是 拓扑 空间 ,A C 0,& + A 的 最 大 开 
R U _G 称 为 A KRR, WZA A”. 


GCA, GEF 


命题 1.1 设 (2,7 ) ÆA, Q 中 的 子 集 的 开 核 具有 下 
列 性 质 ， 


2 随机 过 程 论 


(1) (4-4) = Ø; 

(2) AC B= A C B°; 

(3) GTA, G€ $ =G C A° 

(4) (A ) = A"; 

(5) A € Z <>A = A ; 

(6) (UA) D UA, (P 24F£—484F f); 

(7) (QAD CO4，( 是 任 一 指标 集 ); 

(8) A°B° = (ABY. 

定义 1.3 设 过 是 拓扑 空间 (2 ,了 ) 中 任 一 点 , 含 工 的 任何 开 
集 均 称 为 x 的 邻 域 . 

命题 1.2 设 A 为 拓扑 空间 (2,7) 的 任 一 子 集 , 则 

(1) A 为 开 集 之 充 要 条 件 是 :A 中 每 一 点 工 均 有 一 个 含 于 A 
的 领域 ; 

(2) ZE Ax #A— 4 TA 之 领域， 

证 (1) 必要 性 . 知 A 为 开 集 , 则 A = A , 故 A( 即 A") 中 
每 一 点 工 均 有 含 于 A 之 邻 域 4 . 

充分 性 .只 需 证 ACA .事实 上 , 任 取 x € A, 由 假设 知 : 有 开 
集 C 满 足 zrEGCA. 由 4 之 定义 此 G 必 会 于 A" ,从 而 zxE A. 
充分 性 得 证 . 

(2) 是 显然 的 . 

定义 1.4 设 A4 为 拓扑 空间 (Q2,7 ) 之 子 集 , 含 4 之 最 小 闭 
集 , 即 fl F Ou A 之 闭 包 , 记 之 为 A. 

MA 1.3 设 (2,7) 是 拓扑 空间 ,0Q 中 的 子 集 的 闭 集 与 闭 包 
具有 下 列 性 质 : 

(l) ”任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 ; 
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(2) 有限 多 个 闭 集 之 并 是 闭 集 ; 

(3) AC B =AC B; 

(4) ACF, F#BJ# s— A C F; 

(5) A 是 闭 集 ，; 

(6) A 是 闭 集 A = A; 

(7) “对 任 一 指标 集 卫 , 恒 有 

(YA) D U. A;, CRA) c 0 A; 

(8) (A)° = (A°)°, (A°) = (A° Y; 

(9) (AUB)= AUB; 

10) 著 G 是 开 集 , 则 对 只 的 任何 子 集 A 有 

(AG) = (AG). 

证 (1)— (9) 是 显然 的 . 只 证 (10). 因为 

(AG)((AG))° = (AG)((AG)°)° = (AGXA: U œY 
= A(G(A° U G°))° = A(GA°)° 
= AG(A°)° = GA(A)>° = Ø, 








放 
AG C (AG), 
从 而 (AG) C (AG), (AG) C (AG) 是 显然 的 , 故 (10) RY. 
命题 1.4 ”对 拓扑 空间 (0Q ,9 ) 中 任 一 子 集 A ,总 有 :XE 有 Ah 的 
殉 要 条 件 是 过 的 任 一 邻 域 与 A 有 非 空 交 集 ， 
证 ”因为 由 命题 1.3 (8) 知 
zE(4) rE (A°)° 
< 存在 开 集 G 满足 :x € G C (A°)° = (A) 
> 存在 开 集 G 满足 .x € G B GA = Ø. 
此 即 命题 1.4 成 立 . 
定义 1.5 称 拓 扑 空 间 (0 ,7 ) TR FEF, 集 ,如 果 下 可 表 
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示 为 有 限 或 可 数 无 穷 个 闭 集 之 并 ; 称 N 的 子 集 G J G, R, WR G 
可 表示 为 有 限 或 可 数 无 穷 个 开 集 之 交 . 

显然 任 一 闭 集 必 为 F, 集 , 任 一 开 集 必 为 G, 集 . 

定义 1.6 É 0 是 任 一 集合 (未 必 赋 有 拓扑 ),Z E Q 上 的 一 
个 非 空子 集 族 . x 

(1) PE 是 半 环 ,如 果 

(a) (OEE; 

(b A,BEE—>ANBES:; 


(c) A,B € Z, AƏ B=-A - B = UG,, G, € >, c, n 
C, = (Ó (¿ = i). 

(2) HEEM, WE 

A,BE 5 =AUBESZS,ANBEZ, A-BEB. 

(3) #KX ERK, WR > Por T H EB. 

(4) RI E o 环 (或 5 代数 ), 如 果 三 是 环 (或 代数 ) H. 

“A, € 3 => UA, € X”. 

(5) KRE > 的 最 小 o IS HX FEK Í 代数 , 记 之 为 
5(ZE). 仿 之 ,可 定义 由 马 产 生 的 环 .由 也 产生 的 代数 .由 互 产生 的 
G 坏 . 

(6) ”车 (Q,7) 是 拓扑 空间 ,由 了 产生 的 o 代数 so(F) 称 为 
Borel o 代数 ,其 中 每 个 元 素 A € (7 ) FS PROU Bore 集 . 有 时 记 
0( 了 7 了) 为 8B(Q), 而 名 2 2(R). 

命题 1.5 设 (2,7) 是 拓扑 空间 , 则 

(1)” 任 一 F, 集 、 任 一 G; 集 都 是 Bore 集 ; 

(2) TAA Bored £ Z IRF YA Borel 集 ,两 Bord £ Z Z 
亦 为 Borel £. 

定义 1.7 设 (2,7) 是 拓扑 空间 ,2” CO, 则 (2 ”，0 s 
AQ :A € 了) 亦 为 拓扑 空间 , 称 之 为 相对 于 4 ”的 子 空间 . 
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(0 , Q 了) 的 开 集 或 财 集 , 称 之 为 开 于 2 RAF R. 
命题 1.6 设 (2 ,7 ) 是 拓扑 空间 ,2 CRNA: 
(1) A 开 于 (2" 的 充 要 条 件 是 ;存在 开 集 G, 使 A = 02*G; 
(2) A 闭 于 0Q2” 的 充 妥 条 件 是 :02" A FTR; 
(3) ARFA 的 充 要 条 件 是 ;存在 闭 集 下 ,使 A = Q F. 
证 (1) 和 (2) TARY. REG. FXE, 
A WFR R A FFR 
> FENE G EQ A= Q” G 
< FERR G, E Q (Q AYS = Q (0 G)° 
<> 存在 开 集 G, 使 A = 0*0. 
在 子 空间 (2 Q 2) 中 ,“ 取 补 集 ”“ 取 闭 包 ”、“ 取 开 核 ”分 
别 记 作 :C0 F, CI Aa), CLR Y. WAR, 
(AIQ)=0°A.. 
凶 题 1.7 设 (2,7) 为 拓扑 空间 ,2 C0, 则 有 
(1) (AI10’)= Q `A; 
(2) (A| Q") = QO ((Q*)° U A)°. 
证 (1) (A|0O')= n E= no F= nA. 


FE 闭 于 0 
EDA 





FA 
(2) ”由 命题 1.3 (8) 及 本 命题 之 (1) 知 
(AIRY = (ALPII) 
= ((Q AIR JIR Y 
= (2 (Q'A°)|Q' y 
= N* (Q ° (Q * A°))° 
= Q (RAY)? 
0 ((Q°) UA). 





|| 


52 稠密 、 无 处 稠密 、 纲 


定义 2.1 设 (Q ,7 ) 是 拓扑 空间 ,4A,BCO. 称 4 对 如 HE, 
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WR ADB. EBAY X BAE, I A NB ARAE. 特别 地 ， 
A B = OQ, X B” — F £. 
显然 ， 
A 对 B 无 处 稠密 对 >B(A) 对 B 稠密 
<> (B(AY) DB 
<—B((B(A)°))° = Z 
>B((B(A))) = Z 
<>B(B: UAY =Ø. 
特别 地 , A 稠密 的 充 要 条 件 是 4 = (A) = Q; 4 无 处 稠密 的 充 要 
条 件 是 (4) = Ø. 
定义 2.2” 设 (QQ,7) 是 拓扑 空间 ,A,B CQ. 若 A 可 表示 为 
可 数 个 对 B 无 处 稠密 集 之 并 , 则 称 A 对 于 B 属于 第 一 纲 集 , 否则 
称 A 对 于 B 属于 第 二 纲 集 . 
特别 地 ,车 B= 0, 则 “对 于 B” 三 字 略 去 . 即 是 A 属于 第 一 纲 
集 的 充 要 条 件 是 A 可 表示 为 可 数 个 无 处 稠密 集 之 并 ,否则 称 A 为 
属于 第 二 纲 集 . 
如 不 特别 声明 ,以 下 所 言 之 集 , 篆 为 拓扑 空间 (2 ,9 ) 之 子 集 ， 
而 下 (或 F.) 与 G( 或 G,) 分 别 表 示 Q 中 之 闭 集 与 开 集 . 
命题 2.1 (1) 若 A 对 了 稠密 ,AD 了 4A, BCB, 则 A; 对 
B, AF. 
2) A 对 B 稠 密 之 充 要 条 件 是 A 对 B 稠密 . 
(3) A 对 BG。 稠密 之 充 要 条 件 是 : 
Z = BG C BG,>—== AG = Ø. 
证 (1) 和 (2) 显然 成 立 . 只 证 (3). 
必要 性 . 设 A 对 BG 稠密 , 即 A D BG, .# @ = BG C BG, 
则 由 命题 1.3 (10) 有 
(AG) = (AG) D (BGG) = (BG) + Ø 
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故 AG = .必要 性 证 毕 . 
充分 性 . 设 A 不 包含 BG, BB (A) BG, Z Q. R G = 
(A) Go, W4 pG Z= Ø, BG C BG, (BE AG = 个. 充分 性 证 毕 . 
命题 2.2 (1) A 对 B 稠密 的 充 和 要 条 件 是 ; 
“BG £ Q => AG Z= o". 
(2) 4 为 稠密 集 的 充 要 条 件 是 : 
“G £= ó = AG = (Q. 
(3) A 对 BGo 稠密 的 充 要 条 件 是 ;4GCo 对 BGo AF. 
(4) ŽARG 稠密 ,G 对 Go 稠密 , 则 AG, 对 G, 稠密 . 
证 (1) 在 命题 2.1 (3) FE G, = Q 即 得 (1). 
(2) ”在 (1) 中 取 B = Q 即 得 (2). 
(3) ”充分 性 显然 成 立 .下 证 必要 性 . 设 A D BG,, 则 由 命题 
1.3 (10) 得 





(AG,) = (AG,) D (BG,) D BGs, 
故 AG. 对 BG, AE. 
(4) EBREA DG, GDG , 故 由 命题 1.3 (10) 及 命题 
2.2 (3) 得 
(AG,) = (AG,) D (G, G.) D G,, 
此 即 AG, 对 G, 稠密 .命题 2.2 证 毕 . 
系 2.1 有 限 个 开 稠密 集 之 交 亦 为 稠密 集 . 
命题 2.3 A 对 B 无 处 稠密 之 充 要 条 件 为 : “GB = @ 
— ]G C G, G,B Z Q@, GA = @”. 
证 ”必要 性 . 设 A XF B AARE, B B(A) XF B 8838. = 
GB = (Ó, 则 由 命题 2.2 (1) RI: GB(A) Z. G, = GAVE 
为 所 求 . 
元 分 性 . 设 A 不 是 对 日 无 处 稠密 , 则 有 了 (B* UA) = @. fü 
条 件 成 立 , 故 存在 G, E G, C (B° UA), GB Z @, GA = 
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(人 .所 以 
G, BC (B° U Ā)B = AB. 
因此 | 
Go B C Gi BAB = BG,À C B (G,A) 
= B (GA) = Ø. 
X A. AEI HE . 


命题 2.4 若 A 与 B 沉 对 G 无 处 稠密 , 则 A UB 对 G 无 处 
稠密 

证 ” 据 假 设 G(A) 和 G(B) EIT G 稠密 .由 命题 2.2 (4) 
H G(A) (B) Xt GHE, BI G((A U B))° xF GAW, JRB A U B 
对 G 无 处 稠密 . 

命题 2.5 下 列 两 条 件 等 价 : 

(D) G, (n = 1,2,…) 稠密 => ñ G, AF: 

(2) 非 空 开 集 均 属于 第 二 纲 集 ， 

证 (1) 不成立 , 推 证 (2) 也 不 成 立 . 设 有 G, (n = 1,2,…) 
稠密 ,但 NC, 不 稠密 , 推 证 有 非 空 开 集 G, 属于 第 一 纲 集 . 事实 
上 , 取 | 





G = CAC) = Q, 
则 
G = Go t N Ga)” = U Go G4. 
而 由 G, 是 财 集 和 命题 1.3 (8) 和 G, 稠密 可 得 
((Gš))° = (Gš)° = (G = n: = Ø, 
KEI G, 无 处 稠密 ,更 有 G G° 无 处 稠密 ,从 而 G, 是 第 一 纲 集 . 
其 次 证 明 : 若 (2) 不 成 立 , 则 (1) 也 不 成 立 . 设 有 非 空 开 集 G 属 
于 第 一 网 集 , 于 是 G = U A, , A, 无 处 稠密 , 即 (A,)”= D.S G 








” 
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= (A,)°,W|G, = ((A,) ) = 02, 即 G, 稠密 .但 是 
(G, =N (A, = (U A) C G°, 





(1 G,) C G° Z Q, 
好 (1 G, DIE , BCL) 不 成 立 , 命题 2.5 证 毕 ， 


33 和 紧 性 与 列 暴 性 ,第 一 与 第 二 可 数 条 件 


定义 3.1 设 (Q2,9) 是 拓扑 空间 . 称 Q RJ TA: E X E Q BJ 
一 个 枚 盖 ,如 果 U A DƏ 0Q; 如 果 三 中 每 一 元 素 稍为 0 中 之 开 集 , 则 
F w > E: Q 的 一 个 开 和 覆盖 . 

称 (Q2,9 ) ÆRA, WRN 2 的 任 一 开 覆 盖 卫 , 均 有 5 C >, 
Z 仪 含 有 限 个 元 素 且 了 是 0 的 一 个 开 覆 盖 . 称 (2 ,7) 是 列 紧 的 ， 
WR 0 的 任 一 可 数 的 开 覆 盖 5, 均 有 5 性 5S, S 仅 含有 限 个 元 素 
H > 是 0 的 一 个 开 和 覆盖 . 称 5 ASHT. 

作 题 3.1 ”对 拓扑 空间 (Q ,了 ) ,总 

(1) (2,7) 是 紧 的 N 的 任 一 开 履 盖 均 有 有 限 子 履 盖 
> 任何 区 为 空 集 的 闭 集 族 均 含 交 为 空 集 的 有 限 闭 集 族 . 

(2) 人 《07) 是 列 紧 的 < () 的 任 一 可 数 的 开 履 盖 均 有 有 限 
TAE 所 > 任何 交 为 空 集 的 可 数 的 闭 集 族 均 含 交 为 空 集 的 有 
KAR S 任何 交 为 空 集 的 单调 下 降 的 闭 集 列 |FF :n >> 11 党 
有 一 个 F, = OS 任何 一 个 可 数 的 闭 集 族 中 ,车 任 何 有 限 个 之 
KEZ, UDAZ 3k Z F, 1 , F, A, l] 站 已 天 他 

证 ”由 紧 性 及 列 紧 性 之 定义 即 得 命题 3.1， OO 

定义 3.2 BAJ rin 2 11 KAF x, 记 作 x, 一 工 或 
lim z, = r, 如果 对 z 的 任 一 邻 域 V(x)， iz,| 中 几乎 一 切 项 ( 即 
除去 有 限 项 以 外 ) 皆 含 于 Vc). RA ERGA 的 极限 点 , 如果 
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Zz 的 任 一 邻 域 V(xz) EE A 中 无 穷 多 个 点 , A 的 全 体 极限 点 记 为 
A’. 

定义 3.3 ”给 定 两 个 命名 : 

RE) JILA ern 2211 E 4 WAY Tl; 

条 件 ( 乙 ): 凡 无 穷 集 篆 有 极限 点 . 

命题 3.2 A CA. 

证 若 zE4, 即 zE 开 集 (2 -有 A), 所 以 存在 zx 的 一 个 邻 
域 VIz)Ce-4CQ-A4, 此 即 过 蕊 4 .命题 3.2 得 证 . 

定理 3.1 ”拓扑 空间 (2,7) 列 紧 的 充 要 条 件 是 条 件 ( 己 ) 成 


证 GRH ALARA, PISA = BU Ix,:n> 11. 
F, = [£n tn (mn 221), F :n > 11 是 单调 下 降 闭 集 

N 由 列 又 性 再 用 命题 3.1 知 NF. =Q. z € D F, M] x 的 任 
一 邻 域 V(z)EJ Ej Iz, Epi" -| 有 交 (之 1)， 从 而 的 任 一 邻 域 
V(x) 与 iz1,x2，,…| 有 无 穷 多 个 交点 , 即 x 是 A 的 极限 点 . 

充分 性 . 任 给 单调 下 降 的 非 空 的 闭 集 列 1FF,:n 宇 1), 取 zz, € 
F, (n > 1). 

(Í) 硅 {zx1,zx2，…) 中 只 有 有 限 个 点 相 异 , 则 其 中 必 有 某 个 
z, 属于 无 穷 多 个 F,, 再 用 |F,:n 之 11 的 单调 下 降 性 可 知 
x=. ENF. 所 以 只 是 列 紧 的 . 

(|) Eiron) 中 有 无 穷 多 个 点 相 异 ,不 失 普 遍 性 ,可 设 
[z 2. I 中 任意 两 点 缘 不 同 . 记 A = |z. Z, l (n >1). 
HAREC) A 有 一 个 极限 点 二, 而 A 与 任 一 A, 只 差 有 限 个 点 ， 
所 以 z 也 是 任 一 A, 的 极限 点 .因此 

XEA CA,CF, (a1). 

所 以 只 是 列 紧 的 . 

命题 3.3 ”条件 ( 甲 ) 一 > 条 件 ( 乙 ). 
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证 ” 任 给 一 无 穷 集 A, 从 A 中 取 一 个 项 项 相 异 的 可 数 集 
(rnin 之 1 .车 条 件 ( 甲 ) 成 立 , 则 iz, :n 之 1| PAFI z, — =. 
易 证 工 是 ix,:n > 11 的 一 个 极限 点 ,更 是 A 的 一 个 极限 点 , 即 条 
件 ( 乙 ) 成 立 . 

定义 3.4( 单 点 紧 化 )” 任 给 拓扑 空间 (0Q,97), 取 xz, € 0, 令 
nN,，= QU {zr,|. 在 人 0, 中 定义 开 集 如 下 : 

若 A CC 2, 则 定义 A 为 开 集 ; 

# x, € A, 则 当 且 仅 当 0 A 为 有 限 集 时 定义 A 为 开 集 . 

显然 这 样 定义 的 开 集 族 构成 了 一 个 拓扑 素 . 

MAIA ”上 述 方 法 得 到 的 拓扑 空间 (Q. ,9 ) 是 紧 的 ,满足 
条 件 ( 甲 ) 而 且 不 同 的 点 有 不 交 的 令 域 

证 (1) 设 是 2, 的 一 个 开 覆 盖 , 则 必 有 GE X, z, € G. 


BO. - G 是 有 限 集 ,所 以 在 Z PYA G ,Gu ,使 Ü G, D 
N. — G, KE G,G Gn ÆR, 的 一 个 覆盖 ,从 而 (Q . 7, ) 
JEK H). 

(2) 任 给 一 个 点 列 { E, 

(A) #rizx=,] 只 有 有 限 项 相 异 , 则 有 子 序列 1x, | ,使 Zn = 
r, ŽB zw KAF <. 

(B) 车 1 zx, 上 8338630850 EZA |z, | k=, | 收 全 
P| y. 

总 之 ,条 件 ( 甲 ) 成 立 . 

(33 ERr, yE., r = y. 

(A) =H5y 中 有 一 个 是 z+, ,不 妨 设 zx，= xÉ y. Wy} 和 
R. — yl 分 别 为 y Siz, 2359 


(B) 工 与 y 均 属于 2 Mir) 与 1yj 分 别 为 xz 与 y 的 不 交 邻 
域 . 
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定义 3.5 ” 设 0 是 任 一 集合 (不 一 定 有 拓扑 ),2 是 0 的 一 个 
子 集 族 ,以 X 的 元 素 造 一 切 并 集 , 且 将 空 集 添 入 ,得 扩大 的 子 集 族 
S(Z) (显然 S(5) 对 其 中 的 并 运算 封闭 ), 如 S(2) 是 Q 的 一 个 
拓扑 , 则 称 王 是 2 RRE, ARE, I 中 之 每 一 元 素 均 称 为 基 开 集 . 
# =< € A € 3, 则 称 A 为 xz 的 一 个 基 邻 域 

命题 3.5 X> Z Q 的 开 基 的 充 要 条 件 是 下 列 的 条 件 (B,) 和 
(>) 成 立 ,或 (Bi ) 和 (B,) RÈ: 

(B, ) 2E S(2); 

(B, ) Ai,A, € 2 => A ñ A, € S(2); 

(B2) Al,A, E53, cEA [DA,=> 3A € X,4Ë& > € A 
CA, N A,. 

证 明 甚 吻 ,从 略 . 

定义 3.6( 可 数 性 条 件 ) ”给 定 拓 扑 空间 (2 ,7 ). 

第 一 可 数 性 条 件 (D, ) : 如 果 对 2 中 的 任 一 点 xz, 均 有 一 个 可 
数 的 邻 域 系 3, ,使 得 xz 的 任 一 邻 域 V(xz), 均 存在 一 个 GE€ 9, ,使 
V(x)DG. 

第 二 可 数 性 条 件 (D, ): 2 ATRE. 

林 氏 条 件 (L): 对 OQ 的 任何 一 个 开 集 族 互 , 均 有 一 个 可 数 的 子 
RIR 9 W NAG = G. 

他 题 3.6 (L) 和 列 紧 性 一 > 紧 性 . 

定理 3.2 ”车 (Di) 成 立 , 则 条 件 ( 乙 )=> 条 件 ( 甲 ). 

证 “” 设 (D,) 和 条 件 ( 乙 ) 成 立 . 推 证 条 件 ( 甲 ) 成 立 . 任 给 点 列 
(zain 之 1) ,不 失 普 遍 性 可 设 它们 项 项 相 异 . 由 条 件 ( 乙 ) 可 知 
[z, | ARRA x. H (D ) 确定 的 xz 的 可 数 邻 域 系 记 为 9, 全 ÍD, 
D;,,…|. 由 工 是 fz,| 的 极限 点 可 知 D. D, 中 有 {zx,| 中 的 无 


穷 多 个 点 (n 之 1). 所 以 可 取 z, € Di，…, z, END, ME 
(ze in Èl) 中 项 项 相 异 . 
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推 证 Th 一 工 . 任 给 工 的 一 个 邻 域 V(xz), 由 (Di) 条件 及 多 ,的 
31:48 D, C V(+x). Pr J 4 n 之 ! 时 ,ze E D, C V(x), k BI 
T -> 并 .定理 3.2 得 证 . 

定理 3.3 (D.)=>= (D) X (L). 

证 EMD )=> (D). FXE, HEA r, k R 2 IK 3: $E 
域 为 9. , 则 2, 满足 条 件 (D, ) 中 之 要 求 . 

ĦED ) 一 > (L). H(D, ) 得 知 有 可 数 基 5. 设 械 是 任 一 开 集 
族 , 令 

35, = 1A: A E53 有 8 存在 GET,GDAj, 
对 每 个 > 1, G, ET, G, > A, € 21, 则 
Ye = Y, Ca. 
此 即 (LL) 成 立 . 

定理 3.4 设 拓扑 空间 (人 ,97) 满 足 (D), 则 下 列 四 条 件 等 价 . 

(1) (2,7) 是 紧 的 ; 

(2) (2,7) 是 列 紧 的 :; 

(3) (2,7) 满足 条 件 ( 甲 ); 

(4) (02,7) 满足 条 件 ( 乙 )， 

证 ”由 命题 3.3., 命 题 3.6 和 定理 3.1 — 定理 3.3 立即 可 得 
定理 3.4. 

上 面 我 们 定义 了 拓扑 空间 (2,7 ) 的 紧 性 、 列 紧 性 、 条件 ( 甲 )、 
条 件 ( 乙 )、 条 件 (L) 及 (Di)、(D, ). 对 于 2 中 的 子 集 A ,如 何 定义 相 
应 的 性 质 ? 一 种 是 用 子 空间 (A ,A 1 7) 具有 某 性 质 克 来 定义 A 具 
AEM x; 男 一 种 是 用 原 空间 (f2 ,9) 的 语言 并 把 A 作为 Q 的 子 集 

定义 3.7 设 拓 扑 空 间 (Q,9) 是 否 具 有 性 质 x 已 有 定义 ， 
ACQ. # A 具有 性 质 x, 如 果子 空间 (A,A NAD 具有 性 质 r. 

按 此 定义 ,我 们 可 以 说 拓扑 空间 (0 ,9 ) 的 子 集 A 具有 紧 性 
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ECARE ARLA OD ARD Jee ) ,这 种 说 法 是 有 确切 的 含 
SBS. 

不 过 于 集 A 的 某 些 性 质 , 不 需 用 子 空间 (A ,A 门 了 了) 来 描述 ， 
而 直接 用 原 空间 (0 ,9) 的 语言 来 定义 (当然 要 求 这 两 种 定义 是 等 
价 的 ). 

例如 ， 

(1) ” 紧 性 . 称 拓扑 空间 (0 ,7 ) 中 的 子 集 A 是 紧 的 ,如 果 A 
的 任何 一 个 开 和 覆盖 都 有 一 个 有 限 的 子 有 覆盖. 

(2) ”条 件 ( 甲 ). 称 A 具有 条 件 ( 甲 ), 如 果 A 中 的 任何 一 个 点 
列 |z,1 均 有 一 个 收敛 于 A 中 某 点 x 的 子 列 . 

(3) ”条 件 ( 乙 ). 称 A 具有 条 件 ( 乙 ), 如 果 A 的 任何 一 个 无 穷 
于 集 , 均 有 一 个 极限 点 x € A. 

注意 :(Di),(D,),(L) 无 法 用 原 空 间 的 语言 来 描述 其 子 集 A 
是 否 具 有 这 些 性 质 . 

定义 3.8 如果 由 拓扑 空间 (0 ,9) 具有 菜 性 质 xx 能 推出 其 任 
一 子 空 间 (A,A 站 9) 亦 具 有 性 质 x, 则 称 此 性 质 z 具有 “遗传 

他 题 3.7 (Di),(D,),(L) 有 “遗传 性 ”, 但 是 “ 紧 性 ”"“ 列 紧 
性 、 条 件 ( 甲 ) 和 “条 件 ( 乙 )” 均 无 遗传 性 . 

证 (Di) ,(D.), (L) 有 “遗传 性 ”是 显然 的 .“ 紧 性 ”“ 列 紧 
性 、 条 件 ( 甲 ) 和 条 件 ( 乙 ) 无 “遗传 性 ”只 需 注 意 下 面 的 反例 :在 RR 
空间 中 这 4 条 性 质 是 等 价 的 ,[a b] 是 紧 的 ,但 (a b) 不 是 紧 的 . 

他 题 3.8 (1) 有 限 个 紧 集 ( 列 紧 集 、( 甲 ) £) 之 并 亦 是 紧 
集 ( 列 紧 集 、( 甲 ) 集 ); 

(2) 有 限 集 是 紧 集 ; 

(33 紧 集 ( 列 紧 集 、( 甲 ) 集 ) 之 闭 子 集 是 紧 集 ( 列 紧 集 、( 甲 ) 
$); 

(4) 无 论 多 少 个 闭 集 之 交 , 只 要 其 中 有 一 个 是 紧 集 ( 列 紧 
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集 、( 甲 ) 集 ), 则 所 得 之 交集 仍 为 紧 集 ( 列 紧 集 、( 甲 ) 3). 
证 ”只 证 (3). 基 他 的 均 属 显然 .事实 上 , 夺 0 是 紧 的 ,下 是 闭 
的 ,可 推 证 下 是 紧 的 . 设 卫 是 下 的 一 个 开 覆 盖 , 则 ;iQ -FFIUZS 是 
2 的 一 个 开 和 覆盖. 而 OQ 是 紧 的 ,所 以 它 有 有 限于 覆盖 i102 -Fi U 
351, 其 中 2, C Z, > 有 限 . 于 是 
F=F0Q= F f U G. 


GC > 

即 F ff Mm xi. 

EX3.9 ” 称 紧 集 之 于 集 为 紧 园 集 . 称 拓扑 空间 (0 ,7 ) 是 局 
部 紧 的 ,如 采 Q 中 每 一 点 工 均 有 一 个 紧 轩 的 邻 域 ( 这 等 价 于 每 一 点 
> 均 有 一 个 紧 辕 的 基 邻 域 )， 

命题 3.9 ”拓扑 空间 (2 ,7 ) 是 局 部 紧 的 充 要 条 件 是 :全 体 紧 
园 开 集 构 成 一 个 基 . 

证 ”充分 性 显然 成 立 . 只 证 必要 性 . 设 (82 ,7) 是 局 部 紧 的 . 任 
R OQ rB S r bA + 的 一 个 紧 园 邻 域 V. 再 设 U 为 zx 的 任 一 邻 
R, VA KAFE W = UV ,使 x € WCU. 这 说 明 全 体 紧 园 开 
集 构 成 一 个 基 . 

命题 3.10 ”在 局 部 紧 拓 扑 空间 中 , 凡 紧 集 辟 念 于 一 个 紧 围 开 
集中 ,从 而 对 任 一 紧 集 A TAERA) 和 开 集 列 |1G, | 使 

A C GI C A, C G, CA… 

证 ” 设 A 是 局 部 紧 空 间 中 任 一 紧 集 . 则 A 中 任 一 点 之 均 有 一 

个 紧 园 邻 域 V ,于 是 
ACUYV.,. 

但 A 是 紧 的 ,所 以 有 {z ,…,z,|] CA, t 


而 上 式 右 方 是 紧 团 开 集 . 
定义 3.10 ” 称 拓 扑 空 间 (Q ,9 ) 中 之 子 集 A 是 相对 紧 的 ,如 
果 A 是 紧 集 . | 
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定义 4.1 给 定 拓扑 空间 (0Q,7). 引 进 下 列 分 离 性 条 件 : 

(To)” 任 给 Q 中 的 相 异 两 点 x Z y, 或 者 有 不 含 y 的 z 的 邻 
域 ,; 或 者 有 不 含 x 的 yy 的 邻 域 . 

(T) ERR 中 的 相 异 两 点 zx Z y, x 有 不 含 y 之 邻 域 ,y 有 
R z+ 之 邻 域 . 

(Ty) ” 任 给 0 中 的 相 异 两 点 x Z y, = fly 各 有 一 邻 域 ,它们 
不 交 . 

满足 (T, ) 的 拓扑 空间 称 为 (T; ) 空间 (i = 0,1,2). 显然 (T,) 
有 “遗传 性 ”, 且 (T,) 一 > T= (T). 

命题 4.1 (TS LŽ ERFARNA. 

证 ”由 命题 1.2 (1) 即 得 命题 4.1. 

命题 4.2 BIZAR, T) 满足 (T,), 则 

(1) 任 一 收 化 序列 jz | 的 极限 唯一 ; 

(2) “x 为 A 的 极限 点 r HERAA- |z] 有 非 
空 交 ; 

(33 A=AUA.. 

证 ”由 (T) 的 定义 及 A IA 之 定义 即 得 命题 4.2. 

定理 4.1 设 拓扑 空间 (2 ,9 ) 满足 (T,), K, 5 K, Z Q 5 
个 不 交 紧 子 集 , 则 存在 两 个 不 交 开 集 G, 和 G,, 使 

G, 2 K,, G, > K,. 

证 (1) XÉ K, = ir] 是 单 点 集 ,K| 门 K, = Z,Bil > € 
K,. ET), ER y € 天 ,有 y 之 邻 域 w Kz 的 某 一 邻 域 V,, fs 
Vay NV, =O. HT K, 是 紧 集 , 故 有 1,…,y, €C K, 使 U V, Ə 


t== a S 


Ka. U = fl Ves V= UV,, 则 U 和 V 都 是 开 集 ,UV = 


i 
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(À, xE U, K;, CV, 此 即 定理 4.1 的 结论 成 立 . 

(2) RÑ K 是 单 点 集 的 假设 .由 (1), 对 KK| KWEA +, YF 
在 两 个 不 交 之 开 集 U, 5V, #ë >= € U,，K,; CV. 因为 
K, C Y U., K, 是 紧 集 , 故 KK， CHU . W U= U U., 


V = {1 V; 3 则 U 和 V 是 两 个 不 交 开 集 , 且 UDOK ,VOK,. 
定理 4.1 得 证 . 
定理 4.2 若 ((2,7) 是 具有 可 数 基 的 (T,) 空间 , 则 对 任 一 紧 
£ K , 均 存 在 单调 下 降 的 包含 K 的 开 集 列 |1G,:n 守 1| 使 
K = ñ G, = ñ G. 
证 仿 了 是 (Q,7) 的 一 个 可 数 基 ,5”= 1G:G 可 表示 为 5 
中 之 集合 的 有 限 并 | , 则 ”= {GY ,G2 ,…| 亦 为 一 个 可 数 的 开 
集 族 . 
TR r € KK, 由 定理 4.1, 存 在 两 开 集 6G 与 使 x € H, KC 
G, HG = (O.A x E G. HF I EHE, KAG = UG, DK, 
G, € 3. 但 KK 是 紧 集 ,所 以 存在 本 的 一 个 有 限 子 集 T 使 
GDU G, DK. 


这 说 明 有 G € I,E GDG DK, AM €G (AX z € 
G). 这 说 明天 包含 了 某 一 个 G”. 故 
KD ü G, , 


G DK 
所 以 
K = [|G = n G*. 


G DK G DK 
Qr = 1:G' DK}, r, = mini: € I” 1, r, = minil > 
rf€ T}, Gi = G}, G, =Q G, WIG, :n >1) 即 为 所 
求 .定理 4.2 得 证 . 
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定理 4.3 满足 (T,) 的 拓扑 空间 中 的 任 一 紧 集 必 为 闭 集 . 

证 ”由 定理 4.2 及 单 点 集 是 紧 集 可 知 定理 4.3 RA. 

定理 4.4 满足 (T,) 及 (Di) 的 拓扑 空间 中 的 任意 一 个 列 紧 

证 ”假设 A 为 列 紧 集 但 不 闭 , 故 有 A 了 关 A. 所 以 存在 x€A， 
r€ A, AmA PSAI, KAF z. HFD) Rz, AX 
列 紧 集 推 知 A 满足 条 件 ( 甲 ). Air) 中 有 子 序列 {z 上 收敛 于 
yE A. XK ir, 收敛 到 两 个 不 同 的 极限 > 与 y. 由 命题 4.2 
(1) ,此 为 不 可 能 .定理 4.4 得 证 . 

定理 4.5 满足 (T,) 的 拓扑 空间 中 的 子 集 A 是 紧 园 的 充 要 
条 件 为 A 是 紧 集 (或 A 是 相对 紧 集 ). 

证 ”充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 . 设 ACK,k 是 紧 集 .由 
定理 4.3 H K 是 闭 集 , 所 以 A CK .再 用 命题 3.8 (3) 知 A 是 紧 
集 . 必要 性 得 证 . 

定理 4.6 设 (Q2,7) 为 拓扑 空 间 ,(A,A 门 了 ) 是 其 子 空间 ， 
M| K C A 关于 子 空间 紧 的 充 要 条 件 是 KK 关于 原 拓 扑 空间 紧 . 

证 ”必要 性 . 设 K 天 于 于 空间 紧 . 任 给 5 C 7, > 是 KK 的 开 
m, Mj A 门 3 亦 构成 K 的 开 覆 盖 ( 关 于 子 空间 ). 所 以 存在 S| C 
J, LAR, ANE 亦 为 K 的 开 覆 盖 ( 关 于 子 空间 ). 显然 | 亦 为 

K 的 开 覆 盖 ( 关 于 原 空间 ) ,此 即 K 是 原 空间 中 之 紧 子 集 . 

充分 性 . 设 K 关于 原 空 间 是 紧 集 . 任 给 K 的 关于 子 空 间 的 一 
AJF mA f) 5 (5 CI), 则 上 2 亦 为 K 的 一 个 开 覆 盖 ( 关 于 原 空 
间 ) ,所 以 必 存 在 有 限 的 D C X, X, 亦 为 K 的 开 覆 盖 ( 关 于 原 空 
间 ) ,从 而 4 有 是 天 的 一 个 有 限 子 覆盖 (关于 子 空间 ) , 故 K X< 
于 子 空间 是 紧 集 . 

附注 4.1 按照 定义 3.7, 若 拓扑 空间 (2 ,7 ) 是 否 具 有 性 质 x 
已 有 定义 ,A CQ, 则 A 具有 性 质 x 定义 为 子 空间 (A,A D Z) E. 
有 性 质 x. 因 此 由 定理 4.6, 我 们 有 
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命题 4.3 ”对 拓扑 空间 (2 ,7 ) 中 的 子 集 A 而 言 ,下 列 5 种 陈 
述 等 价 : 

(1) A 是 CQ,7) 中 的 局 部 紧 子 集 ; 

(2) (A,A n 7) 是 局 部 紧 空间 ; 

(3) 任 取 工 GA, 背 在 工 的 一 个 紧 团 邻 域 (关于 子 空间 ); 

(4) Rz € A, 存 在 子 空间 中 的 紧 集 K 2 FAA 
Af1G,G€87Z4xzC€ AD CGCKCA; 

(5) #FB z€ A,#6 & R 228 PZ $£ K C A, GE 了 使 

ZEATIfGC 天 CA. 

证 ”由 局 部 紧 的 定义 及 定理 4.6 即 得 命题 4.3. 

节 题 4.4 设 拓 扑 空间 (Q ,7 ) AAT), ACOQ. 则 A 是 局 
部 紧 的 充 要 条 件 是 :对 任何 工 E 4, 存 在 GEIrzEG, 使 An 
(AG) 是 紧 集 . 

证 ”由 命题 4.3 中 (1) 与 (3) 等 价 及 定理 4.5 即 得 命题 4.4. 

由 命题 4.4, 我 们 可 以 看 出 “局 部 紧 ” 没 有 “遗传 性 ”. 例子 如 
F: 

例 4.1 取 Q = [0,1], 7 是 通常 的 欧 氏 拓扑 . 令 A = [0,1] 
中 的 无 理 数 集 . 显然 (Q ,9 ) 是 满足 (T,) 的 紧 ( 更 是 局 部 紧 ) 空间 . 
但 (A,A 门 小 不 是 局 部 紧 的 .事实 上 ,假设 它 是 局 部 紧 的 ,用 命题 
4.4, 对 任意 的 zE A, 必 存在 开 区 间 了 ,使 A 让 (AT) 是 紧 集 ,x € 
[但 是 (AI) = 7, 故 A 门 了 是 紧 集 . 此 为 不 可 能 . 所 以 A 不 是 局 部 
篆 的 .这 说 明 “ 局 部 紧 ” 没 有 “遗传 性 ”. 

定理 4.7 满足 (T,) 的 紧 拓 村 空间 (9,7) 的 开 集 是 局 部 紧 
的 . 

证 ” 设 AE5 了 为 开 集 ,x € A, 则 {zj 与 A' 是 两 个 不 交 的 紧 
集 ,从 而 由 定理 4.1 得 知 存在 2 个 不 交 的 开 集 Gl MG EEG, 
A CG,. 所 以 由 命题 1.3 (10) 有 


OO 一 GiG, 一 (G G; ) = (G G.) D G,A", 
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更 有 
G CA. 
又 因为 满足 (T ) 的 紧 拓 扑 空间 中 的 闭 子 集 必 为 紧 集 , 故 C 是 原 
空间 之 紧 子 集 , 再 用 定理 4.6 K G, C A 可 知 G 也 是 子 空间 

(A,A 门 了 ) 的 紧 子 集 .这 就 证 明了 A 中 任 一 点 x 崩 有 一 个 紧 围 
PERG ,此 即 A 是 局 部 紧 的 . 

定理 4.8 设 ( 人 2,7) 是 局 部 紧 的 具有 可 数 基 的 (T,) 空间 , 则 
2 的 任 一 财 子 集 下 均 可 表示 为 可 数 个 紧 集 之 并 ,特别 地 ,@ 可 表示 
为 可 数 个 紧 集 之 并 . 

证 ”因为 0 是 局 部 紧 的 ,所 以 由 命题 3.9 知 : 全 体 紧 团 开 集 
Z. 会 1G(z):x € T) 构成 0 的 一 组 基 . 而 Q 又 有 可 数 基 上 5 全 
1G1;,G2 所 以 总 = YG(z) = U. U G., 其 中 D. C 1, 


2,…|. 注意 :i € D, 时 G, 是 紧 园 的 (因为 G, C G, , G, ÆRE 
的 ), 记 
Y U G; = _ (Gr Gn ott, 


r iCD, 
则 (2 可 表示 为 可 数 个 紧 辕 开 集 之 并 ,更 可 表示 为 可 数 个 紧 集 之 
并 : 

N = UK., K, 是 紧 集 ， 
又 因为 (T,) 空 ; 间 中 之 紧 集 必 闭 且 紧 集 之 闭 于 集 亦 紧 所 以 FK, 是 
紧 集 且 


定理 4.8 得 证 . 

下 面 讨论 男 一 种 方式 的 单 点 紧 化 . 

REMIZAT), ERAS r En, ATHA, T) H 
全 体 财 紧 集 ,0 = Q U {r}, T =#U 1K°UIx']:K € š, 
K = (Q - K), WR, T ) 是 紧 拓 扑 空间 . 

证 ”由 定义 即 知 (Q" ,97 ) 是 拓扑 空间 .下 证 (02" ,77 ) 是 紧 


' 1 ` ZLI? P Y 593 — 
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5 = {Gx € Dit, 
5, = Kt U iz l]:y € Tj, 
> = X, U >, E: Q" BJ— "JF m. 
BAI, 不 空 (否则 z" EQ ), 任 取 Z, PATR K, U {zx |}. 
由 于 
Q = CY, Ga) U (U CK, U iz 1))U (K; U lcl) 


YEY 
= (U G)U ( U KDU (K U [=° 1), 
y>, 
所 以 
n = ( U G,)U (YK), 
从 而 


R, - K2 一 ( G- )U Cervi K5). 
但 是 ,K， 是 Q 的 闭 紧 子 集 ,所 以 
(U GJU (U K) 


YET lyg! 
中 有 氏 ， 的 一 个 有 限 子 覆盖 2. PÆ UIK, Uiz Æ 
的 一 个 有 限 子 覆盖 ,所 以 (Q" ,9 ) 是 紧 的 . 

定理 4.9 设 (Q,7) # (T,) 空间 . 则 上 述 单 点 紧 化 空间 
(Q ,7 ) 仍 为 (人 ) 空间 的 充 要 条 件 是 :(Q2,7 ) 是 局 部 紧 的 . 

证 ”必要 性 . 因为 2 是 (2” ,外 ) 的 开 集 ,由 定理 4.7 知 
(2,7) 是 局 部 紧 的 . 

充分 性 .假设 (2” ,7 ) RET) 空间 , 则 必 存 在 xX € 0 与 


r` 不 能 陋 离 (因为 Q 中 的 任意 两 点 xz 与 y 均 能 也 离 ). 但 对 任何 


z € 0, 均 存 在 开 集 G 与 紧 集 KK 亦 财 ,因为 (427 ) ÆT) = 
间 ) 使 zzE GOK. Xr EK Uir, G 与 K*U {zx' ÆR", 
了 ) 中 2 个 不 交 的 开 集 ,此 即 > 与 x” 能 隔离 , 予 盾 . 完 分 性 得 证 . 
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EX 51 1K(Q0Q,7), (Q 7 1) 是 2 个 拓扑 空间 ,六 : 
N 0". 称 了 在 点 xX E 2 上 连续 ,如 果 对 f(x) 的 任 一 邻 域 G  ， 
均 存 在 r 的 一 个 邻 域 G, 使 (G) G. 

此 处 及 以 后 , f(G) 恒 表示 f 在 集合 G 上 的 像 集 { f(x):x E€ 
Gl, f '(G')£ Iz:f(z) € G) 表示 G’ HERR. 

注意 :定义 $.1 中 的 邻 域 G 与 G” (1 个 或 2 个 ) 可 改 为 基 邻 域 . 
定义 出 的 连续 性 是 等 价 的 . 

WR 了 在 2 中 每 一 点 z 均 连 续 , 则 称 了 在 2 上 连续 ,简称 f 连 


续 . 
定理 $.1 ff 在 x 连续 的 必要 条 件 是 ， 
>, >” x => f(x,)— f(x). (5.1) 
Fale, EN, 还 满足 (Di ), 则 ($.1) I£ f 在 x 连续 的 充分 条 
件 


E ORAS) 的 一 个 邻 域 C” ,由 于 ff 在 zx 连续 ,所 
以 必 存 在 zx 的 一 个 邻 域 G ,使 KRG)CG .又 因为 zx, >x, AG 
WER |x] 中 几乎 一 切 项 ,从 而 G” 必 包含 { f(x, )| 中 的 几乎 一 
切 项 ,此 即 f(z ) > f(x). 

充分 性 . 设 (2,7 ) WEND) B(5.1) 成 立 .假设 f 在 zx 不 连 
续 , 则 存在 f(z) 的 一 个 邻 域 G” ,使 xz 的 任 一 邻 域 G, 均 不 能 满足 
ALGC)CG .又 因为 (Di ) 成 立 , 故 可 令 92. = 1U, U, AO) 


定义 中 之 z 的 可 数 邻 域 系 . 由 于 站 U, 是 x 的 邻 域 , 故 存在 z, 
ENU ES) € G' (n = 1,2,---). BID f(z,) H (z). 由 
D, = (Ui, U, | 的 定义 可 知 对 工 的 任 一 邻 域 G(z) , 均 存 在 
U, C G(x). FA z, e nu. C U, CGO) (3 n> no J), 
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KBI r, >x. TF2A0(5.1) 不 成 立 ,矛盾 ,充分 性 得 证 . 

定理 5.2 设 4 人 27 ) 和 (2 ,和 ) 由 为 拓扑 空间 ,f/f; 
N) R., 则 下 列 陈述 等 价 ， 

1) ff 在 (2 上 连续 ; 

(2) f '(g" )CS 

(33 S (F)CF AFFAN PARA, TF ARN PAR 


(4) /(A)C (/(A)) (YATA); 

(5) FADIA (VA ' C n'). 

证 (D= (2). 8 EN 上 连续 , 任 取 开 集 G* C 7* , 推 证 
f (G°) EIER >+ € f'G), Wh fe) € G` E f 在 zx 连 
续 可 知 存 在 0 中 之 开 集 G 使 zE G 且 f(G)CG*, 因 而 GC 
广 (G"), 所 以 F'G) 是 开 集 . 故 (1) 一 > (2). 

(2)=> (3). ER 0 中 之 闭 集 下 ,由 (2) 成 立 可 知 ( E) Y 
= f (F°) € 7Z,jkE]) (F) E 0 hZ (2) (3) 得 证 . 

G= (4). ERA C.S A* = AA). H (3) 成 立 可 知 
f'A EA 中 之 闭 集 且 AC f !(A")C F(A `), À C 
广 (A'), 从 而 f(A)C A”= FA). (3)==(4) 得 证 . 

(4) 二 >(5). 设 (4) 成 立 . 令 A”= F", H = /1(F*). 推 证 
H 是 财 集 .事实 上 ,由 (4) 有 

f(H) C AA), 
所 以 
HCA(FAH)) CAE) = fi(F*)=H. 

此 即 H 是 闭 集 .又 
| f'(A')= HO f'(A'), 
所 以 (5) 成 立 . 

(5) 一 >(1). 设 (5) R.R A = F' ERR, 则 由 (5) 有 
f (FD '(F*)), EE f 1(F*) 是 闭 集 ,从 而 对 任何 开 集 
G', f (G) 是 开 集 . 
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任 取 x EQ 及 f(x) 的 任 一 邻 域 G* .由 上 述 论证 知 £ '(G') 
Er WJ — EBR H /(f'(G')) CG, B Bl f # + £ 2. 
(5) 一 > (1) 得 证 . 

定理 5.3 设 ( 人 2,7) 为 任 一 拓扑 空间 , (2 9") 为 (T,) 空 
H, fR MSR, g: IR, f Ag 都 连续 , 则 {x € Q: f(x) = 
glr) 是 闭 集 . 

证 < H = {zxEnN:f(z) 关 g(xz)|. 任 给 z, € 日 ,由 于 
fz) g(xo), ( Q” ,g ÆT) 空间 , Pr l PA 48 4832 9 JF 4Ë eN 
和 G; 使 f(zo) € Gí, glo) € G. 再 令 G = f'G?) 
g (G: ), 则 G 是 zo 的 一 个 邻 域 ,而 且 满 足 ， 

z€ G= f(=) € Gi, glx) € G; => f(x) Z glz) 

— x+ C H. 
所 以 H ERFA. H 5.3 得 证 . 

R51 在 定理 5.3 的 条 件 下 , 若 f 和 g 在 A 上 相等 , 则 了 和 
g 在 A 上 相等 . 

系 $.2 在 定理 5.3 的 条 件 下 , 任 一 连续 映射 由 它 在 任 一 稠密 
集 上 的 值 所 唯一 决定 . 

全 题 5.1 设 (Q2,7) P(O, T) 为 拓扑 空间 ,ff:02 — Q", 
了 连续. 

1) 若 A 在 Q 中 稠密 , 则 f(A) 在 (2” 中 稠密 . 

(2) 若是 紧 的 (或 列 紧 ,或 满足 ( 甲 ), 或 满足 (LL)), 则 
AD2) 亦 然 . 

(3) ENKHEE, T) 是 (T,) 空间 , 则 对 任何 闭 集 
F, fF) 是 闭 紧 集 . 进一步, 若 f 是 一 对 一 的 映射 , 则 f 1. f( OQ) 
>N 是 连续 的 .( 即 /是 拓扑 映射 .) 

证 明 甚 易 , 留 给 读者 自 证 . 

EX 5.2 ” 称 拓 扑 空间 (Q ,7 ) 是 正规 空间 ,如 果 对 任何 两 个 
不 交 的 财 集 F, 与 F, , 均 存在 两 个 不 交 的 开 集 G, 与 G, ,使 


CN MnIe LT 
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GDF, G > F.. 
WAN 5.2 KYT) 空间 (2, 了 ) 是 正规 空间 . 
证 明 甚 兄 ,从 略 . 
定理 $.4(Urysohn) 设 下 | 与 已 ,是 正规 空间 (Q,7) 中 的 
2 个 不 交 闭 集 , 则 存在 由 人 到 R( 实 空间 ) 的 连续 映射 f. RE: 
0<f<1 E 
0, ŽEF, 
fz) = k +€ F... 
通常 称 f AF 与 F, 的 隔离 函数 . 


六: OSES”, n> 1 . 推 证 任 取 7 C Q, 


证 Q= | 
存在 开 集 UMN C Q f# 

(1) F.C U(r), UNAR = @; 

(2) > < /— U(r)C U(r). 
令 UU) = (2 — F,, U(0) 是 满足 下 列 条 件 之 开 集 ， 

F, C U(0) C U(0) C Q - F. 

(由 0 是 正规 空间 ,U(0) 必 存 在 ). 取 

Do = 1U(0),U(1)! (U(0),U(1) 是 满足 (1) 和 (2) W). 
今 
k k r 
z): U| AEO MO), k = 0,1,2"), 
É Dn 已 定义 ,归纳 地 定义 D ,我 们 只 需 对 大 是 奇数 来 定义 
U| 入 名 可 (因为 上 = 2; Dn, UZE) = U|] Dn 


中 已 定义 了 ). 设 k 为 奇数 , 则 由 D. , 的 定义 及 U(r) 满足 (2) 可 
NI: 


D = uf 


U((# —1)2”) T U((k + 1)/2”). 


26 随机 过 程 论 


因此 我 们 定义 U|; ) 为 满足 下 列 条 件 之 开 集 : 


v(t) J < U |z 1 U) u[ >): | 
MJ D, 中 之 开 集 已 全 部 定义 . 记 
D = UD, 








定义 
flx) infir E Q: E U(r), imf( 2 1. 
PHROSFS1, f(z) = 1(=€FEF,), fz) = 0 (< € F,). E 
后 证 明 f 是 连续 映射 , 任 取 z, € N, fri) = ro ER e > 0, 令 
I= (r -ero + e). WR rnr 220 k 1, s, € Q #š 
r — € < s < r < t < ro +e, 


ML U — U(:)—- U(s) Æ zri 的 一 个 邻 域 上 且 f(U)C I (N Nz € 


Ult) = f(a) < t”, i“ € Uls) => f(z) > s”). ñ f fE x. 
连续 .如 果 ro = 0 sk 1,26 uE f HEr 亦 连续 .定理 证 毕 

定理 $.$ 若 ( 人 ,7) 是 局 部 紧 的 (TT,) 空间 , 则 对 其 中 任 一 紧 
# K 5BJ#£ F, R£ KF = (, 下 与 K 就 有 隔离 函数 . 

证 KE,T) 的 单 点 紧 化 空间 (0 T) z" € Q" — Q. 
显然 K 与 FU ic EKET) ZEAR, T) 中 的 不 交 闭 集 , 由 
命题 5.2 及 定理 5.4 得 知 K 与 1x* | UU 下 有 隔离 函数 广 . 取 fN 
f ”在 QQ 上 的 局 限 , 则 f 是 K 与 F REKA. 

定理 5.6 设 ( 人 2,9) 是 局 部 紧 的 (TT ) 空间 ,K 是 紧 集 ,G 是 
开 集 , 且 开 CCG, 则 存在 一 个 紧 的 G, BEK 及 开 集 Go 使 

KCG CK,CG. 

证 RZA G, D K(TEE KC G G), K n (GG, = 
O, Wm K 是 紧 集 ,(GG,)' 是 闭 集 , 故 由 定理 5.5 得 知 K 与 (GG1) 
ARKAA f, 使 f=0( 在 KK 上), f = 1 GGE) S 
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Go = |z: /f(z) < il, K, = OESIE 
W K C G, C K, C GG, C G. TA Gi EFR, K, EAR, H 
Ko C G,, G, 是 紧 园 集 ,所 以 K, EAR. 

Ko = z: (a) < + 

Wik, K, 是 G, 型 集 . 

系 5.3 在 定理 5.6 的 条 件 下 , 若 存 在 紧 集 列 |K, | 单调 上 升 
到 开 集 G, 则 存在 另 一 单调 上 升 紧 集 列 |K,| ,使 K, CR, 
K, lG. 

证 ”因为 KI CG, 所 以 由 定理 5.6 得 知 存在 开 集 G, KER 
Ko 使 KICGoCKoCG. 取 K, = Ki, K, = Ko MK DK, 
DK, = K, .用 归纳 法 可 证 系 5.3. 

# 5.4 设 (02,7) 是 局 部 紧 的 具有 可 数 基 的 (T,) 空间 , 则 存 
在 紧 集 列 { 开 ,| 使 

Q = UK,, K, C K, (n 21). 

证 显然 ,存在 紧 集 列 |K, | 使 Q = U K, ,再 用 系 5.3 即 可 

得 系 5.4 


7 





》6 度量 空间 


定义 6.1 设 避 为 任 一 集合 ,如 果 存 在 一 个 由 2 x Q #J R. = 
[0, eco) 的 映射 o(.，') 满足 : 

(1) o(z,y) = p(y,x) (Vr,y € Q); 

(2) o(z=,z)< o(z,y)+ op(y,z) (Vr,y,z € 0); 

(3) o(z,y) = 0 >< = y, 
则 称 (2 ,po) 为 度量 空间 (或 距离 空间 ) , 称 o 为 0 上 的 一 个 度量 (或 
距离 ). 
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对 任何 xz EQ,A,BCN,e>0, 定 义 ; 

o(z=,A) — imflo(z,y):y E A 为 x 至 A 的 距离 ; 

o(A,B) 会 inffp(zx,y):TEA,yE€Bi 为 A 与 B 之 间 的 距 
LE 

diam(A) A supi polz, y):x € A,y € A) X A 的 直径 ,直径 
有 限 的 集合 称 为 有 界 集 ; 

B(z=,e)#@ ly:o(z,y) <e} HA z HPE A e 为 半径 之 开 
球 

B(ze) 会 ly:olzy) 委 el 为 以 并 为 中 心 \ 以 es 为 半径 之 闭 
球 ; | 

B(4,s) 全 jz:o(zA)< el = UB(z,e); 

B(A,e) ô Iz:o(z=,A)< =e! = YB(z,e). 

MA 6.1 对 度量 空间 (2,p) 中 的 任何 zx,y,u,v ER, 
A,BC 0, 

(1) | ol(z,y)-plu,v)iS po(r,u) + p(y,v); 

(2) o(A,B)<S o(z=,A)+o(zx,B); 

(3) lo(z2,A)- o(y,B) |< o(xz,y). 

证 明 甚 易 , 从 略 . 

命题 6.2 ”对 任 一 度量 空间 (2 ,o) 而 言 ,了 全 1B(z,s):e > 
0, z € N| 构成 一 个 开 基 . 

证 明 其 易 , 从 上 略 . 

注 6.1 由 此 开 基 产生 的 拓扑 S(5) 称 为 由 度量 o 产生 的 
度量 拓扑 . 自 此 以 下 至 本 节 末 , 均 在 此 拓扑 下 讨论 问题 (S(5) 的 
定义 见 定 义 3.5). 

定理 6.1 对 任 一 度量 空间 (2,p) 而 言 , 恒 有 : 

(1) B(xz,e),B(A,e) 是 开 集 ， 

(2) (Q,# = S(2)) 满足 (T,) #(D,); 

(3) p(A,B) = p(A,B)= o(A,B); 
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(4) B(A,e) = B(A,e); 

(5) xz E A &plz,A)=0; 

(6) e, Y0 => Q B(A,e,)= A; 

(7) o(z,A) 是 工 的 连续 函数 ; 

(8) B(xz,e),B(A ,se) 是 闭 集 ; 

(9) B(A,e)= B(A,e); 

(10) 0< r< s =>B(A, rn) CB(A,s); 

(11) e, Y0 => NB(A,e,) = A; 

(12) B(A ,e) D (B(A,.))Ə U, (B(z,e)); 

(注意 B(A,e)C(B(A,e)) 一 般 不 成 立 ,反例 如 下 : 取 p(r， 
y) = 0 或 1 由 x 二 y 和 xz 关 y 而 定 , 则 B(xz,1) = 00, 但 (B(z,1)) 
= iz] = |z}.) 

(13) 若 0 满足 :"a > 0， bp>0,a+b > o(z,y) = 
B(x,a) Q Bl(y,6) Z @"”,W B(A.) = (B(A ,e)); 

(14) diam(A) = diam( A). 

证 明 甚 多 ,从 略 . 

定理 6.2 任 一 度量 空间 (@Q o) 都 是 正规 空间 . 

证 RAR F, 与 F, X.S G, = iz;o(z,F,) — olz, 
F,) < 0], G; = Iz:o0(z,F/)- o(z,F,) > 0}, ii G — F, , B 
Cl G; 一 (2. 定理 证 毕 . 

注意 : 几 z) =plz,F)/(olz,Fi)+pl(xz,F)) EF 5F, 
的 隔离 国 数 . 

定理 6.3 ”对 任何 度量 空间 (0 ,o) 而 言 ,下 列 $ 种 陈述 等 价 : 

(1) 可 分 性 , 即 具 有 可 数 的 笛子 集 ; 

(2) (D); x 

(3) (L) 条 件 ; 

(4) Ee > 0, 存 在 可 数 集 品 ,使 [0 = UB(z,e); 


(5) %4 e > 0, #ik £ SJ IM, 1, 满足 ; diam(M ) < e 
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(Vn Z 1), U M, =N. 
证 (1)=>(2). & DAN 的 可 数 笛子 集 , 推 证 5 会 


Poa) :yD,n 之 11 是 基 . 任 给 e > 0 z € (0) , RERA 


2 BR y € DD, 使 p(x,y) < — FË x € B(y,N)C 
Bla) I ECA, o) 的 可 数 基 . 
(2) 一 > (3). 前 面 已 证 过 . 
(3) 二 > (4). 设 (3) 成 立 . 从 0 = UB(x,e) 及 (3) 即 得 (4). 
(4)=> (5). 设 (4) 成 立 . 任 给 s > 0, 由 (4) 得 知 存在 可 数 集 
ETER TIA 使 
{2 = U Bz 
$ M, = B[z,, 5 ) 即 为 所 求 
(5)=> (1). H (5) 可 知 ; 对 于 每 一 个 正 整 数 m, 存在 集 列 
IM: ,nn 一 1,2,7] 满足 : 
diam( M; ” ) < L, N = UM,” (m > 1). 
现 从 每 个 M 中 任 取 一 点 x , 推 证 { z :7 二 1,2…, n = 1, 
2,…} 为 0 的 可 数 稠 子 集 .事实 上 , 任 给 x C Q K e >0, 取 正 整 数 
mo > 二 ,由 于 Q = U MYO WETE not z € MO .于 是 


o (z ze ' )< diam( Mn )< <. 
Ü 


故 {z m = 1,2,…; nn 二 1,2,…| E. Q 的 一 个 可 数 稠 子 集 . 

定义 6.2 称 度 量 空间 (2 ,o) 中 的 点 列 {z 是 Cauchy 列 ,如 
£ lim_o(=, ,Tm) = 一 0. 称 (2,o) 是 完备 的 ,如 果 其 中 任 一 Cauchy 
列 均 有 极限 . 
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定义 6.3 ” 称 度 量 空间 (Q,p) 是 全 图 的 ,如 有 果 对 任 给 s > 0, 
存在 有 限 个 集合 Mi,…,M,, 使 diam(M)<el(i= 1,…,n)， 
UM, 一 OQ . 称 | M, | 为 (2 的 一 个 有 网 . 

注意 :全 园 性 一 > 可 分 性 . 

定理 6.4 ”对 任 一 度量 空间 (D ,po ) 而 言 ,下 列 三 条 件 等 价 : 

(1) 全 园 性 ; 

(2) A&I FA Cauchy 子 列 ; 

(3) A% e >00, ARAJ, Q = UB(x,e). x 


证 (1)=>(2). 设 (1) 成 立 . 任 给 正 整数 m, ELM 
IM”, Mi. 给 定点 列 |zx, | ，[M ,…,M, 中 至 少 有 一 
个 集合 含有 Iz | 中 无 穷 多 项 , 记 此 集合 为 A1. X IA MO , e, 
A1 Mw | 中 至 少 有 一 个 集合 含有 # z,} 中 无 穷 多 项 , 记 此 集合 为 
A,. 如 此 继续 下 去 ,得 一 列 集合 {A, :n = 1,2,…| 满足 :Al DA, 


D =, diam(A,) < È, A, 包含 |z, | 中 无 穷 多 项 .于 是 有 r, E 


A,(n = 1,25), Š m, < m, 时 有 p(zo yzm )S E. t |>, š 


n 之 11 是 一 个 Cauchy 子 列 . - 

(2)=> (3). 8 (3) 不 成 立 . 则 存在 一 个 e。> 0, 使 得 对 任何 有 
限 集 J, AD BEN E YB, e) = 0Q2. 于 是 1x,1 中 至 少 有 两 项 不 
在 同一 个 BCzyso) 中 ,不 妨 令 它 们 为 zx， Mr. 于 是 o( xz) z) > 
co. HF B(xzi,e0) U B(z;,e6) Z 0, KE z, € 0 满足 zx, € 
B(x1,€0) U B(z2,60), B} olxi, £3) © eo, p(x;,x;) > e. fb 
E PE, FE r) Ë pln, tn) 2e FEl] 无 Cauchy F A. 
故 (2) 不 成 立 . 

(3)=> (1). (3) RE, IEA s > 0, 存 在 |z,,…,x,| ,使 
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ÜB(a: e) = 0. R M, = Blz 5) G = 12oa)， 则 


(Mis M, | 是 一 个 e- 网 . 即 (1) 成 立 . 

定理 6.5 对 任何 度量 空间 (0 o), F) 3 个 条 件 等 价 :; 

(l) AÑ; 

2) 全 园 及 完备 性 ; 

(3) K. 

证 (1)=—> (2). H TERZ EIE W ED) WI % FE 28 
CEE- ANKARAT), AI RERE f : EAIA 
有 Cauchy 子 列 .再 用 定理 6.4 知 列 紧 性 蕴含 了 全 面 性 . 椎 证 列 紧 
性 蕴含 了 完备 性 .事实 上 , 任 给 点 列 ix, | ,由 列 紧 性 得 知 {x,| 有 收 
ATIL. Eix) 是 Cauchy 列 , 则 {x,1 必 收 敛 ,完备 性 成 立 . 

(2) 二 > (1). 任 给 点 列 {x,i. 由 全 团 性 知 : 有 Cauchy 子 列 
EA | ,再 用 完备 性 知 {z。 收敛 .所 以 ( 甲 ) 成 立 . 而 度量 空间 恒 满 
ED) WW HH (Hi) 和 (Di,) 又 可 得 列 紧 性 . 

(1) 一 > (3). 设 列 紧 性 成 立 , 则 全 轩 性 亦 成 立 , 从 而 用 定理 6.3 
及 定义 6.3 后 之 注 可 知 (L) 条 件 成 立 .而 由 命题 3.6 AL) 和 列 紧 
FEB Y RE. 

(3) 二 > (1) 是 显然 的 ， 

注意 :全 围 性 在 欧 氏 空间 中 就 是 有 界 性 . 

定理 6.6 对 任何 度量 空间 ((2,p), 下 列 条 件 等 价 : 

(1) Z&H; 

(2) ”任意 非 空 的 单调 降 的 直径 趋 于 0 的 闭 集 列 {F, | 恒 有 非 
空 交 QF = (O. 

证 (1)==> (2). Z (1) 成 立 , 任 取 z, € F(n > 1), H + 
{1F,| 单调 降 且 直径 趋 于 0 得 知 I<, | 是 Cauchy 列 . 由 完备 性 知 
xt, >x. 易 证 六 < (F, ,此 即 (2) 成 立 . 

(2) (1). (Q , o) 不 完备 , 则 存在 一 个 不 收 伍 的 Cauchy 
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pj. | .不 失 普 遍 性 可 设 1x,| 项 项 相 异 . 令 F. = 1z Ept) 
(n >21), EF F, AKATI, A F, ERR. W 8 F, 非 空 ,单调 
FE, H diam( F, ) > 0, 但 QE = A, IER (2) 不 成 立 . 

定理 6.7 B(A, 0)) 是 完备 度量 空 间 ,G,(n = 1,2,::: ) A 
密 开 集 , 则 Q G, 是 稠密 集 ( 再 用 命题 2.5 知 完备 度量 空间 中 之 非 
ZARARLAR). 

证 ”给 定 稠密 开 集 列 ; G, 上 | , 任 取 非 空 开 集 G, 推 证 G( 0 G, ) 
天 网 (首先 注意 下 述 事实 : 任 给 =。 > 0 及 非 空 开 集 G， 均 存在 8 < 
e ,及 开 球 Blr, 8) 使 (B(xz,5))CCG.) 

因为 G 稠密 ,所 以 GG| 关 个 , 故 存在 开 球 U, ,使 Ul CGG, 
diam( Ul) < 1. 又 因为 G, 稠密 ,所 以 U, G, = 人 @, 从 而 存在 开 球 


U, EU, C U, G C GG,G,, diam(U,) < 方 . 依 此 往 下 做 ,存在 
FERII U, | 满足: 

UDUD, dam(U;) < È, U, C G66, 
因此 ,由 定理 6.6 得 知 : 


故 
G (| G, # Ó, 

所 以 由 命题 2.2 知 NG, 是 稠密 集 

定理 6.8 设 ((1,p) 是 紧 度 量 空间 ,((2",p"') 为 度量 空间 ， 
f:Q (人) , 且 fik2e WJ f — £ 2k Ep 

lim Sup p (f(z),f(y)) = 0. 

证 与 数学 分 析 中 ( 当 Q 与 9” 均 为 欧 氏 空间 ,6 与 o* 均 为 
欧 氏 度量 ) 的 证 法 一 样 .在 此 从 上 略 . 

定理 6.9 设 (Q2,9) 是 拓扑 空 间 ,((2" ,o* ) 是 度量 空间 ,f/: 
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N >N’ E. f, E, E f,(z=)— fr) z € () —# X + , Pp 
lim sup p° (f, (z), f(z)) = 0, 
则 / 连续. 
证 ERr E Q Ke >0, 可 取 no 使 


sup O (fa (z) =- f(x)) < > 
且 存 在 开 集 G D za, fE 
“y € G= (f(y) ,f(z0)) < £”. 


于 是 
y E G=" (Fy), Fla) < p (f(y), f, (y)) + 
o` (f. (y), fa (xo)) + o` (f, (z ),f(z)) < e. 
此 好 / 2. 
定义 6.4 设 A 为 度量 空间 (2 ,o) 中 一 个 子 集 . 称 A 是 全 转 
的 , 如果 对 任何 es > 0, 存在 Mi …,M, 满足 diam(M,) < e, 


UM, = A. 称 A 是 完备 的 ,如 果 对 A 中 任 一 Cauchy FI Í x, | 均 收 
AF A 中 一 点 工 

定理 6.10 设 (Q2,p) 是 一 度量 空间 ,A C0. 把 pop 局限 到 A x 
A EE pa. È p 产生 之 拓扑 空间 为 (0 ,9 ) , 则 pa 产生 之 拓扑 空 
间 为 (A,A (1 9). 全 园 性 有 “遗传 性 " ,而 “完备 性 ”无 遗传 性 . 

证 明 甚 易 , 从 咯 . 

定理 6.11 对 任何 度量 空间 而 言 , 完备 集 是 闭 集 ,任何 完备 
度量 空间 中 的 闭 子 集 是 完备 集 . 

证 明 甚 易 , 从 略 . 

定理 6.12 设 p 及 0 是 1 上 的 2 个 度量 .下 列 两 条 件 中 之 任 
一 个 都 是 p 及 pl 产生 相同 的 拓扑 的 充 要 条 件 : 

(1) 任 给 es>0 及 ZEDQ, 均 存在 7 >0 使 B(z,7) C 
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B, (x,e), B, (x,9) C B,(z,s),J8 P B (1:0) AFH p j 
之 开 球 . 

(2) polz, sx) > 0 & p(t, , z) — 0. 

证 ”上述 两 条 件 中 之 任 一 个 都 是 使 恒 等 映 射 (Fz) = x, 
f:(2,7) >(0,9), 75 2 分 别 为 由 。p Koi 所 产生 的 拓扑 ) 为 
拓扑 映射 的 充 要 条 件 . 

定理 6.13( 可 度量 化 ) ”任何 局 部 紧 的 具有 可 数 基 的 (T,) 空 
RT) 均 可 度量 化 , 即 是 :可 以 在 人 上 引进 度量 o, 使 o 产生 的 
拓扑 就 是 了 
证 明 参 见 [35]. 
作为 这 一 市 的 结束 , 我 们 介绍 一 个 重要 的 度量 空间 
Hausdorff 度量 空间 . 

RUE, 0) 是 完备 可 分 度量 空间 ,(E) 是 五 的 非 空 紧 子 集 全 
体 .对 任何 





f:E >E, 
定义 了 的 Lipschitz 系数 为 
of), fy)) 
(X,Yy) ` 
对 任何 A,BC E, e >0, 定 义 A 的 “e 加 边 集 ”A, 为 
A, & iz € E:plz,A) <e}. 
显然 A CC A. .定义 
y(A,B) 会 suplo(zxr,A),o(y,B):x € B, y€ A}. 
他 题 6.3 ”对 上 面 定义 的 Lip), A, 和 来 说 ,只 要 |A,B， 
Ai,Bi, UAi;, UB} CX(E), 就 有 
(1) 7 是 ME) 上 的 一 个 度量 ; 
(2) 7T(A,B)<e 当 且 仅 当 ACB. 且 BCA 
(3) 7(A,B)= inffle >0:A CB EBCA.,|); 
(4) OCA), FAB) S Li(f)2(A,B); 


Lip(/) A su 
JEE 
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(5) CYA, UBi)< sup (A ,B; ) ,其 中 械 是 任 一 指标 
£. 

证 (1) 和 和 (2) 是 显然 的 (由 定义 即 可 验证 ). (3) 可 由 (2) 立 即 
推 得 . (4) 可 由 定义 立即 推 得 . 下 面 证 明 (5). 事实 上 , Æ sup n (A; , 
B;) = œ, W (5) 显然 成 立 . 基 sup 7(A;,B;) = M < %, 则 对 任何 
ó >0, 任 何 zE P'., H (3) 知 

A, C (Bims B; C (A,)us: 
故 
YA 一 (YB msa» YB 一 (UA Jusa >» 
从 而 x 
(UA, UB,)< M +ò. 
H ó > 0 可 任意 小 可 知 (5) 成 立 . 

定义 6.5 ”上面 定 义 的 72 PRAXE) 上 的 Hausdorff 度量 ， 
(A (E), 7) RA Hausdorff 度量 空间 . 

E614 HE, o) 是 完备 可 分 度量 空间 ,nn 如 定义 6.5 所 
定义 , 则 (WX( 忆 ),n) 也 是 完备 可 分 度量 空间 . 

证 明 参 见 [19] 2.10.21. 


S7 乘积 拓扑 空间 


定义 7.1 RIERREN 的 一 个 子 集 族 . 令 
S(3) = IA=NA:AE 3,1<i<n, n>1| 
F S) EÈ Nn 的 开 基 , 则 称 Z E Q 的 一 个 次 开 基 . 
例如 一 维 欧 氏 空间 R 的 全 体 开 半 线 {(- ee,z):zER 是 了 R 
的 一 个 次 开 基 . 
定义 7.2 ”给 定 一 族 拓扑 空间 (2 ,入 ) Q € p, rÆ 
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WE) S Q = XQ, 为 其 笛 卡 尔 积 ,以 z(.) 表示 0 中 之 点 . 称 
AET 

L) € Q: z=(À,) € A,, ISi < n| ANA 中 之 (n 维 ) 柱 集 
(AC 0. :1 过 i 过 n,n 之 1). 特 别 地 ,一 维 柱 集 称 为 条 集 . 当 
A, (1< ;: < n) HFE, 相应 的 柱 集 {x(') € O: rl) € 
A,, 1 < ¿< ni 称 为 开 柱 集 . 仿 之 可 定义 开 条 集 . 

显然 全 体 开 柱 集 构成 (2 的 一 个 开 基 ;全 体 开 条 集 构成 2 的 一 
个 次 开 基 . 

定义 7.3 在 定义 7.2 的 条 件 下 , 设 9 是 以 全 体 开 柱 集 为 开 基 
所 产生 之 拓扑 ,或 者 等 价 地 ,7 是 以 全 体 开 条 集 为 次 开 基 所 产生 之 
Hth, it Q = XM , 则 定义 积 拓扑 空间 

X (n, J, ) 一 (2,7). 
定理 7.1 对 积 拓扑 空间 X(D, ,下 ) 而 言 ， 
ACT 

(1) tC) > C) 拓 >》 对 每 一 个 € 了 ,都 有 工 (1) 一 
z(À); 

(2) 若是 由 拓扑 空间 (0Q* TAX, T) 的 映射 ， 

AC D 

gly, e) = f(y) (yEOD”), 则 连续 的 充 要 条 件 是 :对 每 个 1 C 
夏 ，g(',AA) 是 连续 映射 : 

(33 令 ps: <, Ne 是 投影 算 子 (或 称 坐 标 映射 )， 
bal z(:)) = (B), A ps 连续 . 

证 用 积 拓扑 空间 之 定义 立即 可 证 (1). 再 注意 :了 连续 之 充 
要 条 件 是 次 基 开 集 之 逆 像 是 开 集 , 则 易 证 (2) 和 (3). 

定理 7.2 Dnr AATOMIT) A Kt, naeh 
空间 A (0.3) 具有 性 质 x 的 充 要 条 件 是 ; 对 每 个 】 E r, 
( I) 具有 性 质 T. 
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为 省 篇 幅 ,证 明 略 去 . 

定理 7.3 若 积 拓 相 空间 XX (I) 是 局 部 紧 的 , 则 对 每 个 
AET, (0 ,9) 是 局 部 紧 的 . 当 卫 为 有 限 集 时 , 遂 命 题 亦 成 立 ， 

证 明 甚 吻 ,从 咯 . 

定理 7.4 4J AREEN X (Q, ,了 ) 的 全 体 Borel 集 构 


成 的 o 代数 ,用 为 (02, T) 的 全 体 Borel 集 构成 的 o 代数, 再 令 
x X B, A (l[z(:);:z(Q) €C Al:A € oF, À € D) 


是 全 体 Borel 条 集 ( 即 是 jiz():z)E Al:A € o(%), À € 
D'1) 所 产生 的 og 代数 , 则 
XT, 
此 处 a( 瑟 ) 表示 由 集合 族 呈 所 产生 的 go 代 数 (其 定义 见 定义 1.6). 
证 明 甚 多 ,从 略 . 
定理 7.5 令 x 为 (Di) 或 (DD), 则 积 拓扑 空间 2 (Q, I) 具 


有 性 质 x 的 充 要 条 件 是 :除去 至 多 可 数 个 因子 空间 以 外 ,其 余 所 有 
的 因子 空间 都 是 不 足 道 的 拓扑 空间 (不 足 道 空间 即 是 其 拓扑 了 由 
空间 与 空 集 所 构成 , 亦 即 其 拓扑 是 最 粗 的 拓扑 ), 而 且 被 除去 的 

这 可 数 个 因子 空间 均 有 具有 性 质 z. 

为 省 篇 幅 , 证 明 略 去 . 

下 面 转 去 讨论 指标 集 P' 是 可 数 的 ,而 且 每 个 因子 空间 都 是 度 
量 空间 . 这 里 只 罗列 其 结论 ,证 明 从 略 . 

BU, ,p,) 是 度量 空间 ,5 是 由 度量 o, 所 产生 的 拓扑 (不 失 


普遍 性 ,可 令 Cr < 1), n 一 1,2,:::. R = >x Q, AER x 一 (z), 
n=l 
2, U), y = (yi yr) (z, ,y, € (),), 


— 1 
o( x ,y) 一 > 30, (z, Yn), 


n=l 
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WAU o 是 2 上 一 个 度量 ,而且 p 所 产生 的 拓扑 就 是 习 积 拓扑 , 即 


是 全 体 po- 开 球 组 成 XX (n, ,7,) 的 一 个 开 基 

事实 上 , 任 取 一 点 = (22) € Q 及 的 一 个 基 开 信 
V(z), 必 有 V(z)= G, Xx G, x X QAP G €F, z € 
G I<; <). AEF I) 是 度量 空间 ,所 以 z, 的 邻 域 G, 必 
含 一 个 包含 x, 的 o- 开 球 , 记 之 为 B, (zs). 不 失 普遍 性 可 设 G, = 
B, (zxi,ei). 而 ( 取 e = min [e,|) 


s Pm (Ym Z, ) <£ 
= 2” < > 


= LYE (<: <) 
2 2 
=> o, (y; , z; ) < €; (1< ¿í< n) 


= (yuy) € GLIX x G, x X 0, = Vla), 


ME FRB, | =, Je V(z). 故 全 体 p 开 球 构成 X(0, ,7 


一 个 开 基 . 
定理 7.6 设 ((2,,p,) 是 度量 空间 ,9 Æo, 产生 的 拓扑 ,7 = 
1,2,- 


(1) R,T) 是 完备 的 (2 = 1,2,4), UXO, I) w 
n=] 


(2) POSI) 是 可 分 的 (n = 1,2,-), MXA, 3.) 也 
是 可 分 的 | 
(3) 设 交 是 定理 7.4 中 所 定义 的 全 体 Borel 条 集 所 产生 的 
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o 代数 ， 则 积 拓扑 空间 X (O, J) 的 开 球 均 含 于 2 特别 地 , 若 每 
一 个 因子 空间 (人 2, ,9 ) 3 T2 W| 2 = 2, 3 j 2 1 Z s 7.4 中 所 
定义 的 积 撕 外 空间 X (O, ,3,) HAA Bord RHAH o 代数 . W 
是 ,车 记 0, 中 全 体 Borel 集 构成 的 R 数 为 KA), MA 


XBA) = 3( XQ,). 
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$1 集合 系 与 单调 系 定理 


定义 1.1 设 00 为 任 一 集合 . 驶 是 0 中 的 一 族 子 集 , 称 之 为 
2 上 的 一 个 集合 系 . 

(1) WE # % E H 系 ,如 果 

{A177, An} C = ñA, EM 

(2) PEAS Z S E dR, UR 

(i) RER; 

(i) A,B€%, ACB=>B- A €%; 

(ü) A, € M, A, C A, (n > D=> UA, € W. 

(3) @& BJ mO d # (k RAO PR28 Ba 92 23 B) d 系 ( 或 
6 代数 ) , 记 之 为 dM o(M)). 

EAK: d(9)(ak o (9R)) 是 唯一 存在 的 . 

定理 1.1 集合 系 踊 是 6 代数 的 充 要 条 件 是 : 踊 既 是 开 系 又 
是 d 系 . 

证 ”必要 性 是 显然 的 .下 证 充分 性 .显然 ,由 路 既是 玖 系 又 
Ed 系 推 知 器 是 代数 .下 面 证 明 骂 对 可 数 并 运算 封闭 .事实 上 ,由 
M Aæ H # X E: d REN 

A € M = A° = (2 — AER. (1.1) 
H(1.1) XK 9 E NARH 
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[A A CR = UA = (UAEM. (1.2) 
由 (1.2) 式 及 d RRR IE) 条 性 质 得 

A, € M(n = 1,2,…) => UA, =U 
定理 证 毕 . 

定理 1.2 设 吕 是 0 上 的 开 系 , 则 dM) = (MN). 

证 ”由 于 oM) 是 包 食 骂 的 一 个 4 R, 所 以 o (9) D 
d(). 因 此 ,为 证 定理 ,只 和 需 证 明 d (SR) 是 o 代数 .用 定理 1.1, 又 
只 需 证 明 q (SR) 是 一 个 IR. FKE, S 

D = IB: B Ed(M), (B 门 A) € d(M) 对 一 切 
A € 对 成 立 |， 
推 证 2, = d (M) (此 即 d(9) 对 有 限 交 运算 封闭 ). 事 实 上 ,由 于 
MÆ HR, MAA 2, DM. EEEH 2 是 一 个 4 R, MD D 
d(M), AM 2 = a (N). 

Ci) 显然 Q € 9. 

(i) 设 B,B € 2, B, CB, WXHEH A € Z, H 2, H 
定义 有 BNAEAdM)(i=1,2). E£ B. 门 ACB, 门 A, 所 
以 由 d 系 的 性 质 (i ) 有 

(B, - Bi) YA = ((B, Y A) - (BN A)) EadaM), 
此 即 B, — B. € 2. 

(Ñ) i B, C Bai, B, € 2 (n> 1),WI Ei A € m, 
有 (B, NA) Ed(M), (B, NA)C (B, NA), AAH d 系 的 
Eai) 有 


ADEM. 


B,)N A = U (B, N A) € d(M), 
此 即 | 

UB, € 9,. 
这 就 证 明了 2, 是 d 系 .所 以 D, = a (90). 
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其 次 ,再 令 
2 = (B: B € d(M), (B N A) € a(R) 对 一 切 
A € d(M) R}. 


推 证 2, = 4(9R)( TE: a(90) ÆR). FKE, H 2, = d (9) A 
2 DM, iF 2, , TE 2, 也 是 4d 系 , 所 以 2 = dM) ERWEE. 

EX1.2 RA 是 任 一 集合 ,8S 是 0 上 的 一 个 oa 代数 , 太 : 
N rrR, 称 f Æ FARAR, 如 果 对 R 中 任 一 Borel Æ A, RA 
f '(A) € 特别 地 , 若 f 可 表示 为 f = D cila ,Ci 为 实数 ,1A,| 
为 两 两 不 交 的 多 中 的 集合 系 , 则 称 上 是 多 简单 函数 . 易 证 :任何 非 
R % n] WJ g $K f 均 可 表示 为 一 列 简单 函数 {| 的 极限 f = 
im fns (al 单 增 . 

下 面 我 们 介绍 一 条 类 似 定 理 1.2 的 函数 形式 的 单调 类 定理 . 

定理 1.3 设 人 0 为 任 一 集合 , 纹 是 (2 上 的 一 个 卫 系 , 光 是 满足 
下 列 条 件 的 定义 在 N 上 的 实 值 吕 数 所 构成 的 向 量 空间 : 

(|) 1E 光 faEX4E 叫 ), 其 中 1 表示 集合 A 上 的 示 
PE E A 

2) fi ELOS A < f, (nZ:1), f = limf, ARAS 
数 ( 相 应 地 ,有 界 实 值 函 数 ) 一 > f C 光 ”， 
则 光 包 含 了 所 有 的 定义 在 N 上 的 实 值 ( 相 应 地 ,有 界 实 值 )o (M) 
可 测 函 数 . 

证 令 2= 1A: ACA, 1, €X), BERKER) 得 知 
2 C 2, CG. 由 于 光 是 向 量 空 间 , 故 由 A,A, € 9, A, C A, 
可 推出 :14 4 = 14, -14 ERB A, -A € .又 由 (2) 可知: 

A, € 2, A, C An (Vn > 1) 


= 1 7 Spl, € £ 


=> UA, € 2. 
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总 之 ,9 是 Q 上 的 包含 路 的 & 系 .因此 ,由 定理 1.2 得 知 
o) > d(%) = c(%2). 
任 取 (M) AWER RIS = f VO E f = (— f) V 0 
分 别 为 f 的 正 部 与 负 部 , 则 六 和 是非 负 的 — (90) 可 测 的 实 
IB K 3. f' 可 表示 为 非 负 的 单调 上 升 的 简单 函数 列 


f; = SaPo in >1| 
的 极限 (a:” ER, AP € (M), APAP =D, iZ j). f: EX 
及 (2) ITA SF € AAZJE f € Z. TE f € 净 定 理 证 毕 . 
命题 1.1 HNA PERN, 2425 AA S 2 Q, 上 的 一 个 集 
TA, fiQ, Q, 
olf’ (M)) = f ' (a (9)). (1.3) 
证 ER fR) C f'U) 车 注意 UA) 
=U (A,), f (NA) =(V'(A,), f '(A, - A) = f'A) 
- f '(A,), F’ (Q) = 9， 则 可 知 对 Q, Eft— o ERE, f (e) 
E Q, 上 一 个 so 代数 ,从 而 f MDE 上 一 个 cc 代数 .所 以 
olf (MDE f '(a(92)). (1.4) 





再 令 
$= A:A 60660). f '(A)C€C o(f !(92))], 
MFFDM, H % E o RA, PBA FD o(M), RI E 
f (olM)) CTC s (MM)). (1.5) 
H (1.4) 和 (1.5) 即 得 (1.3). 命 题 得 证 . 
他 题 1.2 设 加 为 任 一 集合 , 卫 是 任 一 指标 集 ,( 开 ,GE@ ) 为 可 
WER, f: Q E, $, 是 E, 上 的 集合 系 ,5( 负 ) = 6 (; ET), 邻 
F= |B:B =, fi (A). AEF, IA THARA), 
ofi,i ET)= U f, (6), 
则 


第 二 章 ”测度 与 积分 摘要 45 


(1) AAH &G € PT) > Xx H Á; 
(2) o(Z2)= o(f,,: € T). 
uE ”由 五 系 的 定义 知 (1) 成 立 .下 证 (2). 对 每 个 z € P', Hh 
题 1.1 有 
oF) > a (f; (%;)) = f; (oF)) = 三 (8)， 
从 而 
(F) Dol Uf (6))= olfi,i € D). (1.6) 
而 cf(AiED) 卫 9 是 显然 的 ,所 以 
pzE P) o(%). (1.7) 
H (1.6) 和 (1.7) 知 (2) 成 立 . 
定理 1.4 设 人 20,T 厂 ,1 ,多 T, f. 如 命题 1,2 PHELL, AII 
R. EINARLEE OQ 上 的 一 些 实 值 函数 所 构成 的 向 量 空间 , 且 满 
Æ; 
(1) 16E Z 
(2) h, EX 0< h, < ha (n 21), h = sup À, 有 限 ( 相 
应 地 ,有 界 ) 一 > 有 C Z; | 
(3) H Alfi f = lla, ° f), A, € Z, IAT HAR 
+£ C Z, 
HYLLET -H olf, i € DP) 可 测 的 实 值 (有 界 ) AX. 
lla, ° fi) = [I 16, = liopa (1.8) 
则 可 知 
H = AEF]. 
由 (3) 得 {14 :A € #] CC 光 再 注意 多 是 也 系 , 则 由 定理 1.3 即 得 
定理 1.4. 
注意 :以 后 ,我 们 称 定理 1.2 — 1.4 PAPRAT. 定理 
1.2 是 集合 形式 的 单调 系 定理 ,定理 1.3、1.4 是 函数 形式 的 “单调 
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命题 1.3 ” 设 嘱 为 及 中 一 切 开 区 间 ( 或 一 切 闭 区 间 ; 或 一 切 左 
闭 右 开 区 间 ; 或 一 切 左 开 右 闭 区 间 ; 或 一 切 ( 一 ,xX); 或 一 切 
(z,°°); 或 一 切 (- co, 工 ] ;或 一 切 Lz,oco ); 或 一 切 开 集 ;或 一 切 闭 
集 ), 则 由 SR 产生 的 o 代数 就 是 及 中 的 一 切 Borel 集 , 即 是 

c (39) = KR). 

因此 , 若 (2 ,9 ) 是 任 一 可 测 空间 ,f:0 F>R, 则 CRR) 
多 的 充 要 条 件 是 f (MTF. 

把 上 述 MARM, 2 是 把 纲 中 之 区 间 端 点 由 一 切实 数 限 
制 为 一 切 有 理 数 而 得 到 的 子 集合 系 , 则 上 述 一 切 结论 仍然 成 立 . 

证 ”用 c( 吸 ) 与 8(R) 的 定义 ,直接 验证 即 可 证 明 命 题 1.3. 


$2 测度 的 概念 与 性 质 


定义 2.1 EgCIC Nf—8E AZ, SE Q 上 的 一 个 集合 系 ,r: 
Zr>L0,ooj. 称 rz 是 多 上 的 一 个 预测 度 , 如 果 人 (人力 E 了 日 r( 人 办) = 0. 
称 乡 上 的 预测 度 r 是 多 上 的 测度 ,如 果 r 还 满足 ， 

(1) À, , A, < F, A, C A, => r(A) < r(A); 

(2) [A] CF, UA, € F= (UA) < >z(A;). 
石 G 是 2 的 全 体 子 集 , 则 称 多 上 的 预测 度 (测度 ) 为 人 2 上 的 预测 度 
(测度 ). 

特别 地 , 符 工 是 多 上 的 一 个 测度 ,而 且 满 足 : 

(3) 1{A,) 是 8 中 两 两 不 交 的 集合 列 且 UA, E F= 

r( UA; ) 一 > TCA; ), 

则 称 + 是 多 上 的 可 数 可 加 的 测度 . 

称 可 数 可 加 的 测度 — 是 概率 测度 ,如果 r(Q) = 1. 

注意 :有 的 著作 把 定义 2.1 中 的 测度 称 为 外 测度 ,而 把 可 数 可 
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加 的 测度 称 为 测度 . 

定理 2.1 J 22 (O 上 的 一 个 集合 系 ,z 是 人 上 的 一 个 预测 
度 , 对 任何 ACQ, 定 义 

(A) = inf 2al `), (2.1) 
u SA 

则 ¿ £ Q 上 的 一 个 测度 ETEN 是 预测 度 r 按 模式 ( I ) 所 产生 
的 测度 .( 若 (1.1) 右 端 不 存在 C EF, UG; D A, 这 时 按 惯 例 定义 
inf (Ó = oo, ) 

WR vN EENE, 2 Q 上 的 预测 度 , 且 v(A)= (A) 
(VA C Q),WJ y 是 由 按 模式 ( 工 ) 所 产生 的 测度 、 

证 明 甚 吻 ,从 略 . 

系 2.1 由 测度 (当然 也 是 预测 度 ) 再 按 模式 ( 工 ) 产生 的 测 
度 还 是 它 自己 . 

定义 2.2 设 扩 是 2 上 的 测度 Fk OQ 中 的 子 集 4 是 4 可 测 的 ， 
如 果 对 任何 4 CA, A. C ( - A, ËB # 

(A. U A2) = A(A,) + a (A,). 

全 体 a 可 测 集 用 c(w ) 表示 . 

定理 2.2 设 j 是 0 上 的 测度 , 则 olu) RK, Eug 
5(1) 上 的 局 限 j1,() 是 可 数 可 加 的 测度 . 

证 明 甚 易 ,从 略 . 

定理 2.3 W ux OQ 上 的 测度 ,F CQ, ÍA,] Colu), W 

(1) {A | i$ => u F A (UA, ) )= sup u ( FA, ); 

(2) ”1A | 单 降 且 存在 mo 使 AL(FA，) < co = 


ux(F N (NA,)) = inf u (FA, ). 
证 明 其 易 , 从 略 . 
系 2.2 设 罗 是 上 的 og 代数 ,yy 是 多 上 的 可 数 可 加 测度 ， 
IA, C z, Bl 
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(1) 14 | 单 增 => u UA, ) = limx(A,); 
(2) 1A,| ŽE, BFE n 使 AAA， ) < % => 
e (A, ) = lima(A,). 
定义 2.3 称 人 2 上 的 测度 jy 是 正则 的 ,如 果 对 任何 BCQ, 存 
ŒADB, AE olu), Æ u(A) = jy(B). 
定理 2.4 设 1 是 (7) 上 的 正则 测度 , 则 
(1) IA,| 单 增 ,A, C Q (n > 1) = 


(U A,)= lima (A, ); 

(2) M €Eolu), u(M)< ° => VBC M, B€ o(u) f 
充 要 条 件 是 u(M) = p(B) + (M - B). 

证 (1) 因为 jy 是 正则 的 ,所 以 对 任何 > 1, Hf B, D 
A,, B, Eo(p), 使 1.(A,)= u(B,).S C, = QB. WJ H IA, 1 Ë 
增 可 知 :A, C C, C B,(n 之 1). 所 以 

L(A) Su(G) Sp(B,) = n(A,) (n > 1). 
青 注 意 {C,| 单 增 且 1C, Colu) 并 应 用 定理 2.3 (1) 得 知 
sup a ( A, ) = sup (C, ) = uY Ca) > alU A). 
而 sup p(A,) < al U A, ERK. (1) 证 毕 . 

2) 设 BCM,BEo(y), 则 B 与 M 不 交 且 缘 属 于 a(y)， 
故 (M) = u(B)+ yu(M - B). 

VB CM, 车 u(M)= 1(B)+u(M-B), 信 C=M-B, 
则 由 w 是 正则 测度 知 : 存 在 B,C” € olu) t 

BCB CM, ux(B)= u(B ); 
CCC CM, A(C)= yu(C'). 
H B" ,C'* € olu) l 
u(B* —-C*)+ u(B* Y C')+ #(C' — B°) 
= u(B* UC')> a(B U C) = (M). (2.2) 
仿 之 可 证 : 
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u(B —- C*)+2u(B* NC)+tx(C -~-B) 
= HB )+u(C )= p(B)+ yu(C) 


= (M) < °, (2.3) 
比较 (2.2) 及 (2.3) 即 得 
A(B NC’')=0. (2.4) 


£ D = B° -B, 则 
D=B' f (M-B)=B' f CCB NC. (2.5) 

由 (2.4)、(2.5) 得 jy(D) = 0, 从 而 DE olu). PEB € ol(y) 
X D= B’? -BBE olu). (2) WE. 

定理 2.$ 车 {j,:n € 了 是 一 族 测度 , 卫 是 任 一 指标 集 , 则 
u = sup Un + E ME. 

证 ”由 测度 之 定义 立即 可 得 本 定理 . 

定义 2.4 izu 是 上 一 个 测度 ,6 是 下 的 一 个 子 集 系 . 称 u 
Æe -正则 的 ,如 果 对 任何 BCE, 存 在 B” € 68, 使 BCB* 是 
un(B)= a(B*). 


WE, 一 IB: B 一 U B, , B, < E}, 


& = [B:B =NB,,B, € El, ¿, = (6),. 
显然 定义 2.4 是 定义 2.3 的 推广 .定义 2.3 中 的 正则 测度 , 即 定义 
2.4 中 的 o(p) -正则 测度 ， 
定理 2.6 设 r 是 定义 在 已 的 子 集 系 @ 上 的 预测 度 E € e, 
人 证 由 Tt 按 模 式 ( 了 ) 所 产生 的 测度 , 则 jy 是 8 À MM. 
证 VBCE, 
(1) #&Æu(B) = co, 则 有 
E C éC é, EDB, ulE) = (B) = œ, 
(2) # u(B)< co, 取 


CD aa 
D = (ñ UCP, 
j= t= 
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Hp CP € ë, uc DB, D(C”) < u(B)+ +, WA 


DDB, DE 6,3, (D) = u(B). 
定理 证 毕 . 


93 度量 空间 中 的 测度 


在 这 一 节 中 , 重 设 (CQ,o) 是 度量 空间 . 对 任意 rz,y € 0， 
A,BC , 仍 如 第 一 章 $6 一 样 , 恒 令 o(z,y) 表示 z 5y 之 中 
离 , o(z ,4) 表 示 点 工 到 集合 4 ZI o (A , 召 ) 表示 两 集合 A 与 
B 之 加 的 距离 ,diam(A) 表示 集合 A 之 直径 , ZOKK 
diam( K5) 定义 为 0, 有 时 记 diam( A) 为 diam A. 

定义 3.1 BCN, o) 是 度量 空间 ,多 是 2 上 的 一 个 子 集 系 ,r 
是 元 上 的 一 个 预测 度 , 令 

u(B) = supa (B) (V BC 0), (3.1) 
其 中 


m (B) = inf| 27 z (C): C, € F, UC, D B, diam C, < el, 


Lh 


(3.2) 

易 证 u 是 人 2 上 的 测度 ,由 定理 2.5 u 亦 为 0 上 的 测度 .我 们 称 
A 是 由 7 按 模 式 ( 卫 ) 产生 的 测度 . 
显然 , 当 。 FER, u 上 升 , 故 

(B) = sup (B) = lim p. (B). (3.3) 

定义 3.2 设 (2,po) 是 度量 空间 ,4A,BCQO. 称 4 与 B 是 一 

对 隔离 集 , 如 果 o(4,B) > 0. 称 0 上 的 测度 y 是 一 个 隔离 测度 ， 

如 果 对 任何 一 对 隔离 集 A 与 B, 都 有 
(CA U B) = (A) + u(B). 
定理 3.1 度量 空间 (2 ,o) 上 的 由 预测 度 r 按 模式 ( 卫 ) 产生 
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的 测度 u 都 是 隔离 测度 ， 
WRS K| 501 p.7. 
定理 3.2 设 几 是 度量 空间 (人 2,0) 上 的 隔离 测度 ,8B() 是 人 0 
上 的 全 体 Borel RIRIA] o RA, BA) C oly). 
证 明 参 见 | 50」 p.9. 
定理 3.3 设 r 是 定义 在 度量 空间 (P ,o) 上 的 一 个 子 集 系 & 
上 的 预测 度 ,8 与 分 别 表 示 (2 上 的 全 体 开 集 与 全 体 闭 集 ,EC4. 
A u REMETRE I) 产生 的 测度 , 则 是 正则 的 ,而 且 也 
有 是 G ENAN) Colu), LYBE olu), ž% u(B)< œr, 
Fë CC B, C€ Z, (B) = u(C), Ag 5 2. 分 别 表示 
-h G; RA- hF, (2 M.B — $ £ XL 1.5). 
证 明 参 见 [ 50] p.9. 
下 面 我 们 简单 介绍 一 些 有 关 Lebesgue-Stieltjes 测度 的 基本 结 
给 定 d 维 欧 氏 空间 R° ,其 中 的 点 用 之 = (riter), y= 
(ytty), a = (ay, al), b = (b, ba), … 表示 . 记 
(a, b] = {rE R; a < z Lb, i=l, d] 
HR 中 半 开 半 闭 4d 维 区 间 (4 EEE), 
f = i(ablia,b C RI, a < b| 
HR 中 半 开 半 闭 d 维 区 间 全 体 , 此 处 a < p 意 即 a <b, ; = 
1,…,d.a <b, a> b,a > b 的 定义 仿 前 , Lla, b), (a,b), 
la, 的 定义 仿 (a ,bl]. 
定义 3.3 设 下 :Re -有 R. 称 已 是 (L-S), 函数 ,如 果 
(1) F(zi; ra) 对 每 一 个 变量 绒 右 连续 ; 
(2) V(a,b] 5 万, 均 有 
ur(la,b])=F(b1, t, ba) (Flai, bzs, ba) + 
+ F(b, bai,aa)] + [Flai az, b3, ) 
二 Ca 一 
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+ (- 1) F(a; aa) > 0. 
BA, F ziera) = zí" z Ú 是 (L-S)s 图 数 , 这 个 特殊 的 (L-S)s 
KRR A Li AR d 维 Lebesgue KRI). 

定理 3.4 设 下 是 (LS), AA, A ELAT, B(A) AHER 
多 所 产生 的 go 代数 . V (a b] ER, Z XX urla, b]) 如 定义 3.3 中 
(2) RARO: GER, B (2) F£ X. a (他) =0), 则 jp ÆA 
上 的 可 数 可 加 测度 ,从 而 u 可 唯一 扩张 到 B) 上 去 , 仍 是 一 个 
可 数 可 加 测度 , 仍 记 为 ur. 

证 明 参 见 [27| p.6. 

称 此 ur 为 {L-S)s 函数 所 产生 的 ( 按 模式 ( 耳 ))L-S 可 数 可 加 
测度 .特别 地 ,当下 (x ,…,zy) 三 X41…zy 时 , 称 yr 为 由 下 产生 的 
( 按 模式 ( 焉 ))L 可 数 可 加 测度 . 

定理 3.5 设 正 是 (L-S)， AX, u 是 定义 3.3 (2) K F Z, _E 
的 可 数 可 加 测度 (更 是 预测 度 ) ,Ar 和 YF 分 别 为 由 pr 按 模式 ( 工 ) 
PH) 产生 的 (R” 中 一 切 子 集 上 ) 测度 , 则 Ar == yr. 

证 显然 ,YBCR’, 总 有 Xs(B) 达 ys(B). 为 证 本 定理 ,只 

àe (B) © Yr(B). (3.4) 

不 失 普 遍 性 可 设 A:(B) < eco. 任 给 s >0, 由 入 的 定义 及 1 (B)< 
co 可 以 取 {C C6, 使 

BCUC，2pmr(C)<Ar(B)+Es. (3.5) 


显然 ,对 任 给 5 > 0, 任 取 i, 必 存在 
|C. ij = 1,22, K} TA, Ci D Cia = Ø G Æk), 
K. K; 
diam Ci; < Ó, UG 一 C; ， ur(C,) 一 > nr(C,,). 
J — j=1 
于 是 由 (3.5) 知 
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kK, 
Ü UGC; 8B, diam C, , < ó, 


2 lc， ) < Ar(B)+&, 
更 有 (由 6 >>0, Ee >0 可 任意 小 ) 
Yr(B) < Ar(B). 

定义 3.4 设 下 是 (L-S)s 函数 . 称 定理 3.5 中 的 Xr( 志 ys) 是 
由 下 产生 的 (L-S), 测度 .特别 地 , 当 F(x, xa) = cynar 时 ， 
PK àr 为 d 维 Lebesgue WE, WZA H. L= %. 

定理 3.6 设 下 是 (L-S)。 AA, Ar(yr) Æ F tK (I ) 
人 下 放 产 生 的 测度 ,pr AFERRA) EE B) 上 的 可 数 可 
加 测度 , 则 YB € 2( £), £ 


Ar(B)= Yr(B)= pr(B). (3.6) 
证 ”注意 定理 3.5, 为 证 定理 3.6, 只 需 证 
àr(B) = yr(B), VBE BL). (3.7) 


但 是 由 定理 2.2 知 c(hs) 是 so 代数 ,4 |) 是 可 数 可 加 测度 ,因此 


为 证 (3.7) ,只 需 证 
(1) àr(B) = ur(B), YBE £; (3.8) 
(2) £ C o(àÀr). 
先 证 (1). YBE £, B, € J, 


UB, DB, 
由 于 ur 是 BA ) 上 的 可 数 可 加 测度 ,所 以 
2, me (B, ) = HF (UB, ) 之 up( B). 


因此 ,Ar(B) > ur (B). M àr(B) < (B) 显然 成 立 , 所 以 
AF( B) = (B) (YBE 4). 
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再 证 (2). YAE4%, BCA, B, CA (A RIRA ZIE), 
必 有 
A°= UA, [Ank 2>0] C X, 
(A) 两 两 不 交 , 其 中 Au = A. 
V |C,:n >> 1| C #, ÜC, DB U B:, 必 有 


= > nr( CAo) 十 > > wr CA ) 
n=l n= =l 


之 Ar(B,) 十 àr (B3) 
(因为 CA, € A, n>l1, k > 0, [ICA :k > 0 两 两 不 交 ， 


UC,Ao DB, U UCA D B,). MV 
àr (Bı U B2) > àr(Bı) + àp (B2). 
而 àr(Bı U B,) S AF(B,) + AF(B,) 是 显然 的 , 故 
àr (B; U B2) = àp(Bi) + àp (B2). 
AMERA A C olàp). EIEH. 

定义 3.5 i FÆ(L-S) 函数 , 则 称 定理 3.6 中 的 wr( = 
Mrs) = Yela) 为 由 下 产生 的 (L-S)。 可 数 可 加 测度 . `i 
Flr, ra) = zz 时 ,由 下 产生 的 (LS)。 可 数 可 加 测度 称 
为 d RX JN Lebesgue 测度 . 

EAS: E X. 3.4 PIEH d 3E Lebesgue WE Z, 即 通 常 的 R* 
中 的 Lebesgue ShM BF (EXER 中 一 切 子 集 上 ), 而 定义 3.5 中 的 
d 维 可 数 可 加 Lebesgue 测度 即 是 Z, 在 R“ 中 一 切 Bord 集合 上 的 
局 限 . 


AoE MAIRIE J9 


下 面 介绍 一 下 Hausdorff 测度 . 
本 节 中 ,人 恒 表 示 满 足下 列 条 件 的 蝴 数 op 所 成 的 类 : 
(1) gp:(0,6)™> (0,%) (8 >0); 
(2) pm 是 单 增 \ 右 连续 的 , 且 pgp(0 +) = 0. 
FLTIC 


P, = pE B: IK EPEL ° 


< K, V0 < s < — 3 
ols) ` 2 


即 @, 是 更 中 的 "限制 增长 ”的 子孙 数 类 . 

EPERE, po) 是 一 距离 空间 ,wv ÆE 上 的 一 个 距离 , 乡 是 由 
6 决定 的 距离 拓扑 ,多 表示 五 中 全 体 闭 集 ,人 ,你 的 意义 如 前 .更 中 
的 函数 o 篆 称 为 测度 孙 数 ,并 经 常 补充 定义 o(0) = 0. 

定义 3.6 fE oc oó, BCE, 定 义 


pm(B) = lim inf| 5) e (diam G; ): G. € %, 
£ i=] 





diam G; Se, UG: DB}, (3.9) 


称 gp-m(B) ÆRE B X: l| EF RKS o 的 Hausdorff 测度 ,特别 地 称 
s-m(B) X B Kja 2È Hausdorff 测度 (a > 0). #K£ 2 ARZE. 

(EAK: r (G) = (diam G) (G € %) E % E BJ NJ RF , I 
(3.9) 中 定义 的 em (B) 正 是 由 预测 度 rz RER ) 产生 的 测 
度 ,所 以 om 确 是 一 个 测度 . 利用 定理 3.3 可 知 : 

定理 3.7 Hausdorff 测度 om 是 正则 的 正则 的 隔离 测 
Ž,E 中 的 全 体 Borel £ c (2) Ce(ezm), 而 且 对 任 一 个 具有 有 限 
Hausdorff 测度 的 集合 吾 ， em (B) < co, C € 2 4 BƏ C, 
H 

o-m ( B ) = o-m(C). 

关于 Hausdorff 测度 ,具有 各 种 等 价 定义 ,下 面 的 定理 即 回答 

了 了 此 论断 . 
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定理 3.8 ÆR oe C 0, BC E,*Hf£— £ > 0,2 


(B) ) = inf| X oldim G): G, € 9, diam G; < e 


of (B) = inf “| Š amin), B; C E, diam B. < £ Da s| 
ET 


(B) = int] 31 (dim B): B, C E, diam B, < e, UB, = B}, 
i=] 


=] 
则 对 任何 8B > < ,有 
W (B)S (B) = (B) = 2(B)< (B), (3.10) 
从 而 
Pm(B) = lim £ (B) = limy? (B) 
= lim o°’ (B) = imz? (B). (3.11) 
证 明 请 见 [50」 p.14. 
定义 3.7 设 8 是 下 的 子 集 系 ,BCE. 称 {1B,| 是 B 的 覆盖 ， 
右 UB: D B; 称 B 的 覆盖 |B,| 为 6 覆盖 , 若 B, € 6; 称 也 的 6 覆 
将 | 已,| 为 ó, am, A Vi, diam B, < w; 称 下 的 子 集 系 8 是 玉 的 
TREE, A V > 0,Y A CE, 都 存在 A 的 一 个 覆盖 . 
定理 3.8 说 明 ; 无 论 取 当 或 多 或 者 下 的 一 切 子 集 %W 作 覆盖 要， 
定义 出 的 Hausdorff 测度 皆 一 样 . 
定义 3.8 YBCE, 称 dim B mfla >0:-m (B) = 01] 2; 
B 的 Hausdorff 维 数 . 
易 证 : 
dim B = infia È 0:s-m(B) < oo } 
= supla 22 0: - (B) = oo| 
= supia 22 0: -a (B) > 01. 
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94 实 值 函数 的 Lebesgue 积分 


定义 4.1 设 0 是 任 一 集合 ,9 是 Q 上 一 个 o 代数 , 则 称 
(2 ,9 ) 是 一 个 可 测 空 间 . 若 在 多 上 还 定义 了 一 个 可 数 可 加 的 测度 
u MERN, F, jy) 是 一 个 测度 空间 ;特别 地 ,若是 一 个 概率 测度 ， 
PD 是 一 个 满足 x(0) = 1 的 可 数 可 加 测度 , 则 称 (0Q,Z,w) 为 概 
庚 空 间 . 

定义 4.2 RQF) 是 可 测 空间 (i = 1,2),f:0, N, gR 
了 关于 及 MA 可 测 ( 记 作 f € 2 Z), WRERA EZ, DHA 
f (A)€ A. Fa, E Q, = [— %,%], Z E Q, 中 的 一 切 
Borel 集 ( 即 是 由 一 切 闭 区 间 [a,65 1 产生 的 go 代数 ,其 中 a 为 实数 或 
- ©, b IKAR 避 ), 则 简 记 了 EZ/ 名 为 /EF. 若 fEZB 且 
f = 0, WESER, f € r2 IR f € #, HB f R348, f € bZ 
表示 f ERAH f 是 有 界 实 值 肾 数 . 

定义 4.3 W(Q,Z,u) 为 测度 空间 . 


(1) 车 /= cl, 为 9 简单 函数 , 即 c 为 实数 ,|A,| 两 两 
E.A, € Z. WJ X. F fE O 上 关于 的 积分 为 
| fax = Don(Ai), 
(2) ESEP WEL 
| fay = sup | gdn: OSES f, g 为 9 简单 函数 ). 





(3) SEFE) f dp 与 | /dy 至 多 只 有 一 个 为 oo 时 ， 
则 定义 


| ax = | F dz -|F dg. 
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当 | f dy 与 | f du $H oo Bf, WESEN 上 对 /之 积分 无 意义 . 


当 | | fidu < ce 时 , 称 f X Lebesgue 可 积 . 
对 任何 A € Z, X f 在 集合 A 上 关于 ww 的 积分 为 
| sdr E 2 


注意 :定义 4.3 中 定义 的 多 简单 函数 的 积分 是 唯一 的 , 即 当 了/ 
表示 成 两 个 不 同 的 8 人 简单 函数 时 ,它们 定义 出 的 积分 是 一 样 的 . 定 
义 4.3 中 所 定义 的 积分 称 为 实 值 函 数 f 的 Lebesgue 积分 . 

实 值 函数 的 Lebesgue 积分 的 性 质 ， 

(1) # f, € rZ, fi TR, 为 实数 , 则 


2) 设 f,g€19, f,g ETRS 之 g, 则 | fa, >| gdp; 
(3) Rf € rZ, g TR, ES f, À f, W 
limf 六 dz = | (limf, )dy; 
(4) RhE g # h S *[ £F, 
(A) #%#f, > g (Vn),MJ 
f] 了 一 oo n— oJ N 
(B) Efa < h (Vn), 
| (lim f, )dy > lim| fadt; 
n n> n— o J N 
(5) # Yf, € Z, g 和 hh P sf, zg S f, S< h(V n), f. — f, 
则 x 


im | fad = | fdp; 
n=) f a 
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(6) i f k Tán, (A) = | fd, (A EF), 则 vy 是 PF 上 


的 可 数 可 加 的 测度 . 

(7) (Q Fum) 是 测度 空间 ,ww £ c 有限 的 ( 即 是 
0, = UA, AP EF, (At) < co) 定义 

(A, X A2) = a (A,)a,(A,), A, € Z (¿= 1,2). 
由 于 {Al XAA ER, A, € Z] 是 半 环 ,而 u, X. o 有限 的 ， 
所 以 上 面 定 义 的 1 可 以 唯一 地 扩张 到 

中 X 匈 会 alAXA4A: A. C %, í = 1,2!) 

上 去 而 成 一 个 ac 有限 的 可 数 可 加 测度 , 仍 记 为 a. 如果 fF: O, x OQ, 
R, H f € (Z x Z,) , 则 


faa faz = |, IB fdp |ds = |, Iñ fåp |da. 


EA RKK RRA Lebesgue 积分 的 7 条 性 质 , 在 一 般 测度 
与 积分 的 书 上 (例如 [23]) 均 可 查 到 , 故 其 证 明 在 此 从 上 略 . 


对 于 积分 | fdn 的 写法 ,根据 不 同 的 目的 ,有 各 种 不 同 的 写法 . 
例如 ,为 了 简单 (在 不 会 混淆 的 情况 下 ) ,写作 《wy ,或 | fdp È| f 
为 了 突出 积分 变量 ,写作 | f(o)a(do), R| F(o)da(o). 由 于 有 前 


述 性 质 7 (Fubini 定理 ), 对 于 重 积分 | fdly x … x pa) IE 


NX 


各 种 不 同 的 写法 ,如 


Ja aef, dp )f. 


以 后 对 任何 拓扑 空间 (0Q ,9 ), 常 用 8(Q*) 或 c (9 ) sk 
AT) 表示 T FER o 代数 , 即 全 体 Borel # 
作为 这 一 节 的 结束 ,最 后 我 们 列举 几 个 积分 不 等 式 . 
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(0,24) 是 测度 空间 ,f,g € rZ. 
(1) Holder PER 
设 (| fj?) <o, (gl) <o, p>i,q>1, +4 
= 1, 


al 


fel a <? ,ps (| gl", ays. 

当 p = q = 2, 此 不 等 式 即 化 为 Shwartz PER. 

(2) Minkowski 不 等 式 

Ë r>1, (| fl", < (gl, u) < eo, 

(|f+gl ,pr < (Ifl, + gl. 

(3) Jessen 不 等 式 

Ë pg:R Fr> 有 R 是 凸 图 数 ,人 | 门 ,< co el( 门 | ,wv) < eo, 
则 

PF Solf), u). 


S5 WW EK EX 


定义 5.1 EN,F, u) 是 测度 空间 ， (Ep) ERREZ H, 
(Sofion 2211 C M(Q,Z, E) é ig:g € FISE). 
(看 存在 集合 和 NE 多 (N) = 0, 使 
o(f,(o),f(ae6))—> 0 ("4 o € N°), 
则 称 1 fi u- [a.e.] 收敛 于 f, 记 作 


lim f, = f, u-la.e.|], 或 f, 一 > f. 
当 不 会 混淆 时 ,此 处 六 常常 省 去 .这 里 及 以 后 N° 仍 如 第 一 章 一 样 
表示 N HIRR- N. 
(2) 者 对 任何 s > 0, 有 
lima(lo:o(f,(o),f(o)) >eh = 0, 
WERA) 依 测度 u 收敛 于 f. i E 
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limf, = f, lal, R f, — f. 
当 可 数 可 加 的 测度 ¿ 是 概率 测度 时 ,“ 依 测度 ¿ D Jj ER ZJ 概 
率 收 伍 .概率 测度 多 用 PRI. 
(3) $ 
L (Q, F, E) =f: E AKE), (olf 0y, u) < co 上 
MRI, fhion 1] C L'(Q F, uE), H 
lim (olf, fa) y) = 0, 
L” Cu) 


则 称 { 1 EÆEL(R,F, uE) 中 收敛 于 0E f, 一 一 > f 或 者 
limf, = f, [元 
此 处 r € (0,%). 在 无 混淆 的 情况 下 ,L"(0 ,Fy;E) 常 简 记 为 
LUNKEN). 
(4) Rif fa nl CMA,F, uE), AXHEN e > 0, 都 
有 


人 


Sedo) el) < eo, 
则 称 |/,| 完全 收敛 到 /, 记 作 
lim f, = f, Lc. ], R f, — f 
命题 5.1 RİS, f n> C M(Q,Z, E), (Q) = 1,9WJ 
(1) £, f== f, — f 


SAADAH] 





= fr, S) ##+3Ə f. | ë £, — f. 


(2) Elf, fon 1I CL (R,F, u;E), pfe 


(0, co)), 则 


H 


hS. 
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证 明 甚 易 ,从 略 . 

定理 5.1(Egorov) HIS, f fu 如 命题 5.1 中 所 定义 .车 
limf, = f, La.e.], 则 对 任何 6 >0, 存 在 A，€ F, 1k u(A3)< ô 
H 

lim sup Pilo), flw)) = 0, 

即 是 | 万 | 几乎 一 致 收敛 到 f. 

证 ”由 于 1f.1 在 A 上 一 致 收敛 到 了 的 充 要 条 件 是 对 任何 正 
整数 m, TEER n(m), {E 


A Cn A e (Za f) < 一 | 
MSA limf, = f, [ae.j, 所 以 由 命题 $.1 知 : 任 给 s > 0,184 


limp(U lofa f> el) = 0 
所 以 ,对 每 个 正 整 数 m ,存在 正 整数 n(m) 使 
[Ü eiw DSE). 


FÆR A; = Ü Ü fo m D> E WAR. 


定义 5.2 设 (Q,p) 是 度量 空间 ,8 是 由 po 决定 的 拓扑 所 产生 
的 5 代数, 即 吕 上 的 Borel 集 全 体 . 令 页 = 1A € Z;:diam A < œ}, 
% = {A EFA KRR, A 为 相对 紧 集 | , 治 = | f: Q R, H. 
Jf JA 9626 BX 1, = {f:0 >R, IESER, | f = 0) HX 
紧 集 |. M, = [uu 是 多 上 的 可 数 可 加 测度 , H uQ) < œ}, 
M, = {uiu EFEKTA NIE, E VAER, H ulA)< o. 
TAADA, HD, M, C M.. 

(l) Biesen 1CM, Elan) BKAF u, 0R 


limf fdp, = | fdu (V f C€ HK), 


记 之 为 m= y. 
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(2) Wa, n 21) C Mi, 称 {jy | I& (vague) 收敛 于 x, 
如 果 
lim | fdt, = | fda (V f EN), 
n=] f n 
记 之 为 ,二 > 
显然 ,一 > u HET n, => p. 
定理 5.2 设 (0Q,p) 是 完备 可 分 度量 空间 , 则 p 二 >j 5 


由 一 > 等 价 的 充 要 条 件 是 (0 ,po) 是 紧 的 
证 ”由 于 (0,p) 是 完备 可 分 度量 空间 ,用 第 一 章 定 理 6.5 与 
定理 6.4 H| RI; 
(0 ,Pp) 是 紧 的 (2,0) ZA €— diam Q < co. 
+= diam 2 < œ, PASAS AAE. 
£ diam Q = %, 则 存在 点 列 |zx,:n > 0] E olx, , £0) — oo 
(4 n — œ HF). S 


Ha (A) -| 
MIHE f E R, A 


lim | fdu, = | fdu = 0, 
n—°J n n 


l, # x, € A, 


e (A) = 0, 
0, Er, € À, lA) 


即 pu => .但 是 车 取 f = 1, f € 办 ,而 
ioj fan =1#0= | a. 
此 即 fy | PERAE ¿. 定理 证 毕 . 
定理 5.3 设 (Q2,p1) P, oa) RATEZ, F 是 
E o, 决定 的 拓扑 所 产生 的 a 代数 ,Mt = [ww 是 氏 上 的 可 数 可 
加 测度 , 且 0< ABR) < E}, fu, uP] EMP G = 12). 2 
limun (0;) 一 uP (A), N 
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(ut x uP ) 一 > (0 x u® ) 

RRR pP =u (i = 1,2). 

证 明 请 参见 [2] p.21 定理 3,2. 

定理 5.4 设 (Q,po) 是 度量 空间 ,多 是 由 0 决定 的 拓扑 所 产生 
的 At. [jp,n > 1] 是 多 上 的 一 族 概率 测度 , 则 下 列 诸 条 件 
FP: 

(1) m= u; 

(2) ”lim| fdu, = | fdu 对 一 切 有 界 的 一 致 连续 的 实 值 函 
£ f D. 3; 

(3) lim, (F) < g(F) (Y H£ F); 

(4) lma(G)2 (G) (V ## G); 

(5) limz,(A) = jp(A) (Fu HEERA 成 立 ,所 谓 A 是 
上 之 连续 集 , 就 是 (A ) = yu(A) = jy(A), 亦 即 对 A 之 边界 
9A 全 A-A, 有 x(3A) = 0). 

证 (1)=>(2) 是 显然 的 . 


(2)> (3). 任 取 闭 集 下 及 任 一 正 整 数 x ,可 取 有 界 的 一 致 连 
续 的 实 值 隐 数 f, ,使 


l, #*# <€ F, 
r-l, #r = € yoly, F) > L ; 


0 < fan <1, f, ” lr. 


事实 上 , 令 
l, # t < 0, 
plt) ia #0<t<1, 
0, Atl, 
fak) = e(mo(x,F)), 
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Mif n > 11 即 为 所 求 .由 于 (2) 成 立 , 所 以 
imap, (F) < lm| fde = | fandy: 
HS m — co 并 用 积分 的 控制 收敛 定理 可 得 
limp,(F) < | ledy = p(F). 

此 即 (3) 成 立 . 

G) (4). EÈ u, 及 4 都 是 概率 测度 即 得 (3) 拓 > (4). 

(H= (5). Z (4) 成 立 , 则 (3) 亦 成 立 .由 (3) 和 (4) 即 得 (5). 

(5) 一 > (1). 任 取 有 界 连 续 函数 f, 令 a < f < b. + aln) 
= 1 ,对 任意 给 定 的 > 0, 存 在 正 整 数 N 和 实数 ai ,a,,…,aw T 
是 : 

(Í|) a=a<a <` <an = b; 

(Í) a as <=, = 12, N; 

(H) wlfz:f(r)= a;)= 0,; = 1," N. 
QA; = [z:a a Sfl) a;l, i= 1, N, WJA ILI <N] 
是 一 族 两 两 不 交 的 u 的 连续 集 ， UA. = (2 .再 令 


f = Da y 
WIF- f' |< TE 
| š -f ap 








| (f° -Nd 


十 


mre 





< f J-F )dz, 


S elun (0) + ON) + 27 | aif | pa CA) -AAA 


由 MA 都 是 jy 的 连续 集 , 在 上 式 中 先 令 n 一 co 后 令 s -> 0, H 
(5) 即 得 
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lim | fdu, = | fdu. 
n = oo Q fg 
定理 证 毕 . 


9 6 W 测 Ë HJ Hahn 分 解 与 Lebesgue 分 解 


定义 6.1 设 (2,9) 为 可 测 空 间 ,p:9 >l- co,oo]. 若 
e(() = 0 且 og 满足 可 数 可 加 性 , 则 称 o 是 一 个 赋 号 测度 . 易 知 赋 
= W BE p 必 满 足 : 

1) 不 可 能 存在 A, BE 用 AZ B,Ëš e(A) = co 而 co(B) 

2) EACF, @(A)€ (— so,co), BCA, 则 p(B)E 
(— °°,oo). 

定理 6.1(Hahn F) 设 o 是 可 测 空间 (人 ,FF) LRE A 
度 , 则 存在 M,NES8 MU N < 0, MIN = Ø, ŽA: 

(a) @¿(A 1 M) = sup, e@(B)(VA € Z); 

(b) @(A [1 N) = Un P(B) (VA € Z); 

(c) #@ ge (C) = e@(C | M), g (C) = ov(C NN), 
pli(C)= e'(C)+e (C), p,p ,|p| 都 是 9 上 的 可 数 可 加 
的 测度 , B o (2) 和 gp (Q) 中 必 至 少 有 一 个 为 有 限 数 ,p = 
p-p. 

称 (M, NN) 为 gq 的 一 组 Hahn 分 解 , 称 g' ,gp ,| ol 分 别 为 op 的 
上 下 ,全 变 差 . 

定义 6.2 B(A,F, u) WEZH, po: >[ — co,co]. 若 
(A) = 0=> gp(A)=0, 则 称 g 对 j 绝对 连续 , 记 作 o < , ER 
在 NE Fy(N) = 0, 使 得 对 一 切 A E F, RE ola r) (Q — N)) 
= 0, 则 称 p 对 Eg FR, WE o | u. 

定理 6.2(Lebesgue T) 设 (Q,9 u) 是 测度 空间 ,o 是 多 
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上 的 赋 号 测度 , 且 jp 与 o 都 是 ac 有限 的 , 则 o 可 表示 为 
P= Pet Pss @ < u, @, L u. 

而 且 上 述 分 解 是 唯一 的 .pep。) 称 为 p 的 一 组 Lebesgue D. 

自 此 以 后 , 若 不 特别 声明 ,所 述 测度 都 是 可 数 可 加 的 测度 . 
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91 Banach 空间 的 基本 概念 


定义 1.1 i BER Z( 实 数 域 或 复数 域 ) 上 的 线性 空 已 

(或 者 称 为 向 量 空间 ), 如 果 存 在 映射 : 
p: B —>|[0,°o) 

满足 : 

(1) plar)=|alp(xr) (YaEZ，zEB); 

(2) p(z=+y)Sçp(z)+ p(y) (V xz,yCB); 

(3) p(xz)=0 @x=0(V +x€B), 
则 称 (B,p) 为 赋 范 线性 空间 , p(xz) 称 为 x 的 范 数 ,x 的 范 数 通常 
用 符号 | z 中 记 之 ,于 是 赋 范 线性 空间 常用 (B, I | ) 表 示 . 条件 
(2) 通 常 称 为 “三 角 不 等 式 ”. 

显然 , 若 取 o(z,y)= 上 zx-yj, 则 wp 是 B 上 的 一 个 度量 ,于 
是 (B,o) 是 线性 度量 空间 ,如 果 它 是 完备 的 , 则 称 (B, | + |) 
Banach 空 间 ,总 之 ,Banach 空间 即 是 完备 赋 范 线性 空间 .Banach = 
间 上 的 拓扑 (在 不 特别 声明 的 情况 下 ) ,通常 是 指 由 范 数 | ' | 决定 
的 拓扑 , 亦 即 由 距离 o(z,y)= | xz- yl REKAH, axat, 
通 肖 称 为 强 拓扑, 由 它 所 决定 的 极限 称 为 强 极限 . 

例 1.1 设 B=R,|zl=lzl(YzER), 则 (B, |) 是 


Banach 空间 . 
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例 1.2 RA, PP RRES 间 , (B, |- |) 是 数 域 Z 上 的 
Banach Ë], L SL (R, Z, P;B)e | f: f€ 2|2(B),( | / l”, 
P)<col, rE[1, œ). ER f, g€ DL , a BC Z ,= 3 

(af + g)(z=)=af(z=)+ Bg(z) (V <€ Q), 
|Z, = FI, PY WCL, Ie |, )E Banach 空间 (车 f, z€ 
L, P(f=#g)=0,WJ N f pg 为 同一 元 素 ). 

证 (1) BRAU, I ORREZ p. 

(2) 其 次 证 明 外 ,是 上 一 个 范 数 .定义 1.1 中 范 数 的 
第 1 和 第 3 个 条 件 现 在 显然 成 立 , 所 以 ,只 证 范 数 的 第 2 个 条 件 ， 
RPE STADTER”. 

4 r=1 0, A |} | 满足 三 角 不 等 式 , 立 即 推出 上 外 .| 满足 
三 角 不 等 式 . 

当 y>1 时 , 取 q>1, 使 + 二 =1. 任 取 /,g€1L' (A, P: 


B), 则 f+ gEL (OQ,F,P;B), 从 而 fl ,gll, l f+ l € 
L (Q,Z%# P;R), FÆI ft gl EL (N,F, P:R). H Holder 不 
等 式 有 


[AI S+ gl aP 
<(f Alrae] [Í F+ lap)". 
所 以 由 六 + 二 = 1, 即 -1= 志 及 上 式 得 
fagli <| OFI gl f+ g l'ap 
=| Fl l+ lap 


+| lel .l/rglidp 
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< CA + lgl ([ 1+ glraP) 


= (Hfl, + el (f+gl,)s 
= (Hfl + lal dft) 
Br | f+ el] < I fl, +i gel, 

(3) REWERA If, | L'(0,Z,P;B)rRB) Cauchy 
序列 , 易 证 lim PCI f, = f, |22e)=0 (Ye>0), 于 是 存在 fE 
7/9(B) ,使 

f, —f 

从 而 { 广 | 有 子 列 { 太 | 使 f 一 >/. 椎 证 

— 
由 于 {fi :n 之 1 是 上 (0Q,9,P;B) 中 的 Cauchy 序列 ,所 以 对 任何 
e >0, 存 在 N=N(e) 使 

| fa T fe, l; <e (Yn,mN). 
又 因为 
|£ A ESI-A | (3 no), 

所 以 
| T-A, IAP < imf fh "dP < (m2N). 


再 注意 f CL (0 ,38,P;B) 及 >0 的 任意 性 可 知 : 


L (P 
JEL (QIPIB), B / — r 


而 全 序列 | A 58211 L'(0 ,Z, P;B)rR B Cauchy Pl) , Hr LJ H 


L' (P) 


f f 
可 得 
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ng 
完备 性 得 证 .总 之 ,大 (2, 和 PP;B) 是 Banach 空间 . 

例 1.3 设 (E,8) 是 任 一 可 测 空 间 ,(B, ||: |) 是 数 域 Z 上 的 
Banach 空间 . 记 M» =M, (E,8;B)&{f: f€ E18(B), sup | f(x) || < 
oj ,特别 地 , 当 (B, || -il )=(R, |- 1) 时, 简 记 N= M.(E,é;R), 
即 .A= 1{f:fE€6b6l 是 EE 上 的 有 界 《6 可 测 的 实 值 消 数 全 体 . 

在 M,(EF,6;B) 中 按 通常 的 函数 的 线性 运算 来 定义 

(af + Bg)(x)=af(x)+ Bg( z) 
(对 任何 a, BEZ, f,gC€C M,(E ,6;B), xEE), 并 定义 
|! s =sup| f(x) ||, 
MCM, (E, 6;B), || ` |, ) Ë: Banach 空间 . 

证 显然 (M,(E,6;B), || 1) 是 赋 范 线性 空间 ,下 证 完备 
性 . 设 { 户 :22 之 二 是 此 空间 中 的 Cauchy 序列 . 任 取 s >0, 均 存在 
N= N(e E 

| f(z)- f. (z) || <e (Vm,n>N, z€ E). 
但 (B, | © || ) Æ Banach 空间 ,利用 它 的 完备 性 可 知 :存在 f€ 
ë /2(B) ,使 
lim|f,(z)-f(z)|=0 (V rEE), 
于 是 对 任何 zE 玖 ,存在 n(xz) 宇 N ,使 
l feal) fla) l<e (YrEE). 
所 以 
sup | falx) - f(=) | 
<sup | fa (z)— frc (z) | tsup | fie (z) -= f(x) 
<2e (Á >N). 
H e>0 的 任意 性 可 知 || A — f ||, 一 0. 完 备 性 证 毕 . 
下 面 我 们 再 列举 几 个 以 后 常用 的 Banach 空间 ,但 不 证 明了 . 
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例 1.4 设 (EE,8) 是 任 一 可 测 空 间 , 令 

Y= to:op 是 定义 在 6 上 的 可 数 可 加 的 实 值 的 集合 函数 }， 
在 芯 中 定义 线性 运算 如 下 : 

(cert coo. )lA)= cp I (A)+ co, lA) 
(其 中 e € Z, < 是 实数 ,AEE, i=1,2), 再 定义 范 数 如 下 ; 
lel =lolŒE) (PEH, 

其 中 pl|=P +e ,vp (A)= o(AF), e (A)= e(AG), 
(F,G) 是 o 的 一 组 Hahn 分 解 ,AEE. 则 (4, |: |) 是 实数 域 上 的 
Banach 空 间 . 

例 1.5 设 C(0,1j]) 会 1f:[0,1] > R, WH /连续 | ,在 
C([0,11) 中 按 通常 的 函数 线性 运算 来 定义 C([0,1]) 中 的 线性 运 
算 , 并 定义 上 了 | = sup | ft), | ` | E: R“ 中 的 欧 氏 范 数 . 则 
(CL0,11, 上 |) 是 Banach 空间 . 

定义 1.2 (B, | i) (i=1,2) 是 数 域 Z 上 的 赋 范 线性 
空间 ,2(T)CB , T:2(T) > B. 

称 算 子 ( 映 射 )T 是 泛 函 , 若 B= R; 称 工 是 抽象 函数 , 若 
2(T)CR.2(T) 为 丁 之 定义 域 . 

FK T ERTER, E 

Tlax + By)=aT(z)+ 8T( y) (z,yC€C%( T), a BC Z). 

称 丁 是 有 界 的 ,如 果 存 在 正 数 K ,使 

ITC) aSK |x], (Vx€C9%(T)). 

命题 1.1 AB, |,) (i=1,2) 是 数 域 Z 上 的 赋 范 线性 
空间 ,2(T)CBi,T:2(T) > BB ,TT 是 线性 的 , 则 芽 是 连续 算 子 
的 充 要 条 件 是 : 丁 是 有 界 的 . 

证 明黄 多 ,请 参见 [83] p.43. 

定义 1.3 EGB, l- |.) (i=1,2) 是 数 域 Z 上 的 Banach 空 
E], (B, ‚B: ) 表 示 由 B, 到 B 的 有 界线 性 算 子 全 体 .对 任何 a,8E 
Z, T, T, CS(B ,B), E Z 
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(aT, +8T,)(z=)=<aT (x) + 8T.,( z) (z“CB,), 


IT, ||, = F [T,(z)|;, 


易 证 : (S(B,,B.), | © I)i Banach 空间 , 且 


|! T; l= | spp, | T(x) lla. 


定理 1.1(Hahn-Banach) 设 (B, :1 上) 是 赋 范 线性 空间 ,MM 
是 B 的 线性 子 空间 ， 
Ta: M r> R. 
E To 是 连续 线性 泛 函 , 则 存在 由 也 到 及 的 连续 线性 泛 函 人 ,使 
T(z=)=T,(z“) (3 +€ M 时 ) 
LITH = To 中 ,( 算 子 范 数 之 定义 见 定义 1.3). 
邑 是 ; 赋 范 线性 空间 中 的 线性 子 空间 上 定义 的 连续 线性 泛 也 
可 以 保 范 地 延 拓 到 全 空间 上 去 而 成 一 连续 线性 泛 函 . 
证 明 参 见 | 83j」 p.106. 
定理 T.2(0Hahn-Banach) 设 (B, | ` | ) Z JK AZ 引 ， 
Zo 和 多 B，zo 和 天 0, 则 存在 连续 线性 泛 函 
Jo: B > R, 
使 万 (zoj= leol, M£ M = 1. 
证 明 参 见 [83] p.108. 
此 定理 说 明 : 非 不 足 道 的 连续 线性 泛 函 是 存在 的 , 亦 即 全 体 连 
续 线 性 江湖 有 “足够 多 ”. 
定理 1.3(Hahn-Banach) 设 ( 了 ,外 .|) 是 典范 线性 空 | B], 
£, yEB, 如 有 果 对 任何 fEZY(B,R) 都 有 F(z)= f(y), WJ x= 
证 这 是 定理 1.2 的 推论 . 


9 2 Bochner 积分 


定义 2.1 设 B 是 一 个 Banach 空间 . 
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(1) 设 广 ,JEB, 若 lim | /, - f | =0, 则 称 | 户 } 强 收敛 到 


FRI S Èl BRRR RZY S= (s) lim , R S, S, 


(4 n— col). 
(2) B tf, 是 定义 在 [a,b5] 上 取 值 于 B 的 抽象 函数 , tE 
[a,b]. Æ 
(s) lim f = fa y 
则 称 f, Eto 强 连续 .如 果 扩 在 [La ,5j 上 每 一 点 都 强 连续 , 则 说 上 大 
在 [a,b1 上 强 连 续 . 
者 存在 g, EB, 使 


IET -fa 
(s)lim h T Ey? 


则 称 f, Eto 是 强 可 导 的 ,g, 称 为 E to 的 强 导 数 , 记 之 为 /7 = 





g RL] = z MR £ 在 [a,6] 上 每 一 点 都 是 强 可 导 的 ， 


则 说 f. Ela, b] LETB. 

HAU, B= .HUH，A 的 定义 如 $1 例 1.3, 则 .AN 中 之 强 收敛 即 
数学 分 析 中 的 一 致 收敛 . 

定义 2.2 设 多 为 R 中 一 切 Lebesgue TWE, u EF EW 
Lebesgue 测度 , 遂 得 完备 测度 空间 (R,9 ,六 ).B 是 Banach ZZ 
BJ, SC Z', f,:S—B,#ËkK f, #ES 上 关于 允 ! 强 可 测 (简称 强 可 测 )， 
如 果 存 在 简单 抽象 函数 列 | 02) ,使 

f. =(s)lim f”, [aejinS( `). 


k 
(所 谓 z 是 简单 抽象 函数 , 意 即 g, = D cl, (2), c EB, A, 是 


S 中 的 可 测 子 集 , A, ,…, A, 两 两 不 交 ,UA, = S.) 
他 题 2.1 CF) 若 {g," | 是 强 可 测 函 数列 , 且 
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g, = (s)limg;” , [a.e.] inS(A ), 
MN) g, FARTA AX. 
(L) # f, ARTAR, 
(1) IA IÆRRRAH Lebesgue TAAA; 
(2) BER 3545589 ARKI, ,使 
l] <2] fl (a21, 1€S), 
f= (s) lim fi” , [a.e.] in S ( z" ). 
证 ( 甲 ) 显 然 成 立 .下 证 ( 乙 ). 


(1) 对 简单 抽象 函数 Am = D Puo), AE 


LAPI 2 le iw C0) 

是 实 变 实 值 Lebesgue 可 测 函数 ,但 f, 强 可 测 , 故 必 存 在 简单 抽象 
函数 列 | HE 

f, = (s) lim je” ， [ae.jinS (g). 
由 范 数 的 连续 性 得 

LA l = lim I f], [a.e] in S (a). 
m || AP || -Æ Lebesgue 可 测 的 , 故 | f, 1 28. 
(2) Bie” RAAME B| E 
f, = (s)limg;” , [a.e. ] in S (# `"), 


pi “jg i >21 f], 
mi g, 反之 ， 
则 {fj 即 为 所 求 . 
定义 2.3 (Bochner 积分 ) (R, F’, u), S, BWEN 
2.2. f,:S r> B, f, ÆR WA, B. || A l| Æ S E Lebesgue 可 积 . 
(1) # f, 是 简单 抽象 函数 ; 
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一 一 一 


一 > cila (t), 
i=] 


AEF', ŬA =S, ANA =Ø Gj), a EB, MEX SE S 
上 ) 的 Bochner 积分 为 


记 之 为 
(s)| Ad Neg (A). 


注意 : £ | = > la 1, G), W I 


| Ide< o, 


HUA |a lut (A,)<o (i=1,…,n). 因 此 
“u (A, )= °° => q =Ü”. 

a peo =0, 则 上 面 的 积分 恒 为 B 中 一 元 素 .这 说 明 对 满足 足 
义 2.3 中 的 条 件 的 简单 抽象 函数 f, ,其 Bochner 积分 必 存 在 . m PA 
分 值 的 唯一 性 是 显然 的 . 

(2) É f. 是 一 般 的 强 可 测 录 数 , 且 | £ || Æ S 上 Lebesgue 
可 积 . 

若 对 任意 一 列 简单 抽象 函数 


f” = > cila (z) 
来 说 ,只 要 上 £” | <2 || A | 而 且 
f, = (s) lim f,” , [a.e. | in S (`), 
均 存 在 hEB, 使 


k 
p=(s) lm D ceo (A= Olim O| Pae), 
n= ;=1 nome 
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而 且 h PRRI.) 的 选取 , 则 称 f, 在 S 上 是 Bochner 可 积 的 ,有 
称 为 其 积分 值 , 记 之 为 
h=(s)| fide. 
对 于 任何 一 个 可 测 子 集 SICS ,定义 
(| far= (9) | 1s (2) fde. 
n S. $ 
定理 2.1 2f TA, B. || f. | Æ S 上 是 Lebesgue TH 
的 , 则 £. Æ S E Bochner TH. 
证 ”由 命题 2.1, 可 取 简单 抽象 函数 列 | /(”| ,使 
im | A” =f =0, [ae.]in S (yp), (2.1) 


EPSKA a, t€ S). (2.2) 
由 (2.1),(2.2) 并 应 用 控制 收敛 定理 可 得 


人 | sar = (s) | a: 
< lim | IA- || di 
< tm (f, lf” = f ll dt + |. | £ — f€ | ar) 


= (f imf? - las f ml - ha) 
= 0. (2.3) 
由 Banach 空间 B 的 完备 性 得 知 :存在 AEB, 使 得 
h=(s)lim((s) | fP at) 
车 有 两 列 简单 抽象 函数 列 | At” |, |g 人 ”| ,使 得 
l ESIA, lar l<21 r a>, 
f, = (s) lim f,” = (s) limg:” , [a.e. lin S (x ), 














lim 
MH , ITOO 


TEHE; 
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(s)lim(s) | fdt=( (s) lim(s) | ge” dt. (2.4) 


(注意 :如 前 所 证 , (2.4) 两 端的 极限 存在 . ) 事 实 上 , 作 
po A 当 ”为 奇数 ， 
| g, 当 n 为 偶数 ， 
WRP | <2] £ | (221), AP EREA AKA, B 
f, = (s) limk;” , [a.e. ] in S (`). 
因此 , 必 存 在 hE€B, 使 
h=(s)lim(s) | hi" de, 


但 是 
所 以 


人 | Pael, (Of ear 都 是 | (| htmdz | 的 子 序列 











(s) lim (s) f fP dt = (s) lim (s) Í. g” dt =h. 
至 此 ,定理 2.1 得 证 . 
系 2.1 设 f, 是 强 可 测 的 , 则 下 列 陈述 等 价 . 
(1) H£ || Æ SŁ Lebesgue TE; 
(2) ”存在 简单 抽象 函数 列 |f,”| ,使 上 fi”|| Lebesgue 可 积 
(n1), 
(sim £” = f, [a.e.] in S (x°), 


lim| Nf" -fla=0, 1I/21<2161 
(3) ”存在 简单 抽象 函数 列 | AÈ 
(s) lim f,” = f,,[a.e.]in S (x ), 
limf. | ft — f, || dż=0, || f | Lebesgue TÆ (221). 


证 (1)=> (2). 设 (1) 成 立 , 因 f 是 强 可 测 的 ,由 命题 2.1 
得 知 存在 简单 抽象 函数 列 | 疡 ”| ,使 
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(s) lim fi? = f. , [ae] m S (g), 
LAP 1|<2 1 A l, Am I 2 | Lebesgue TÆ. H || AP- £, | 
<3| f. || K | £ | Æ S 上 Lebesgue 可 积 ,用 Lebesgue 控制 收敛 
定理 可 得 
lim| IAP- f llde= | ml AP -A at =0. 
(2)=> (3). BARZ. 
(3)=>(1). 设 (3) 成 立 . 取 上 2 WEG PRE. h 
AKIP E-A, 
| Ai” |E S E Lebesgue 可 积 ,lim| I| 9 一/ | dt = 0, nt 31 
i il # S 上 Lebesgue 可 积 . 系 2.1 得 证 . 
mA 2.2 设 f/,g, 在 S 上 Bochner 可 积 , 则 
(1) afı+ Pg, ÆS E Bochner TÆ(a, RER), E 
(s) |. (af, + pge, )dt =a" (s) | fde + 8: (e) | gdt. 
(2) ÆA, €F, A,CS, ANA, =Ø (m= n), WA 


(s) | jf - D|, fde. (2.5) 
(3) 9) Za 1<| la (2.6) 
定理 2.2( 控 制 收敛 定理 ) 设 1f" ;nn 之 1| 是 一 串 定 义 在 SS 
上 的 Bochner 可 积 的 抽象 函数 ,而 且 /22 | < | z H, W z | 
Lebesgue TŽ, 
f, = (s) lim fi”, [a.e. ] jinS (`), (2.7) 
则 f, # S EE Bochner 可 积 , 而 且 
(s) | fdr=(s) lim (s) | /Yar (2.8) 


证 由 (2.7) 及 范 数 的 连续 性 有 
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flim | [ae lins (Cp'), 29) 
由 (2.7) 知 f 是 强 可 测 的 ,从 而 | / | E Lebesgue 可 测 的 .显然 ， 
由 (2.9) 及 1f.” | < lz. il, Hg, 是 Lebesgue 可 积 的 得 知 | f, | 
是 Lebesgue 可 积 的 . 因此 ,由 定理 2.1 得 知 f. 是 Bochner 可 积 的 . 
又 因为 
(J| Par- de <| I- Alar, 


1 f."” f. | <2]1 z 1, Ig, E Lebesgue 可 积 的 ， 
lim | fL - f, | =Ü, [a.e. | In S (u ) ， 








所 以 
(f APde- 6) f a: x 








lim sup 
<lim| 1 AP = f ll di 
noo S 


=| lim || fP = f, Il de =0. 
定理 2.2 得 证 . 
定理 2.3 若 f 在 (a,b) 上 强 连 续 , 则 f. 在 (a,b) 上 是 强 可 
测 的 . 若 还 有 
| | f£ | dí <oo, (2.10) 
(a,b) 
U f, Æla, b) L 2 Bochner 可 积 的 . (a TURE- co, b 可 以 是 


证 取 65,>a,, b. Kb, a, ya, 由 f, Æla, , b, | Es 82648 
知 f Ela, ,5, ] 上 一 致 强 连 续 , 令 


; 

f) = > cliw (t), t€ (a,b), n21, 
i=1 | 

i—1 

h, 





AP = | 4+ (ba ) ,a +Z (b, a,)], 
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Ga) _ | ,Cran 
Ci = fa +E -a )> lim p =0, 
ji n oo 


n 


MiO RE RIRKA / 的 简单 抽象 函数 ,此 即 /. 是 强 可 测 
的 .再 注意 (2.10) 并 利用 定理 2.1 得 知 f 在 (a ,5) 上 是 Bochner 
可 积 的 ， 

系 2.2 3 f, 在 [a,65] 上 强 连 续 ,a,b 是 实数 , 则 f 不 仅 在 
[a,b] 上 强 可 测 而 且 是 Bochner TEH. 

证 由 /在 La,bjJ 上 强 连 续 , 得 」f. 中 在 [a,5j] 上 是 实 变 实 
值 连 续 函 数 , 由 定理 2.3 即 得 系 2.2. 

定理 2.4 # f, ÆS LŽ Boche 可 积 的 ,上 f 上 在 SL 上 
Lebesgue 可 积 , 下 有 是 由 Banach ZZ 8) B 2) B 的 有 界线 性 算 子 , 则 
F(f,)# S kar, Bochner 可 积 的 ,而 且 


(s) ,Fde=F (Gs)| Ad) (2.11) 


证 (1) 对 简单 抽象 函数 来 说 ,(2.11) 显 然 成 立 . 
(2) ”对 一 般 抽象 函数 f, 来 说 ,由 f, Bochner 可 积 更 知 £ 是 
强 可 测 的 ,从 而 存在 简单 抽象 函数 列 { "i ,使 
f, = (s)lim f,” , [a.e.] in S (g), (2.12) 
IE |<21 N, 


(5) | ds =(s)lim(s) | far 
利用 (1) 及 下 是 有 界线 性 算 子 可 得 
F{ (| Aa) = (s) limF | | az) 
=(s) lim(s)| FOP Jdt. (2.13) 


HKHH F 是 有 界线 性 算 子 及 (2. 12) 可 知 存在 常数 到 ,使 
TEE) ISk IE | <2k 1 £ |, 
(s)lim F(s) =F(f.), [a.e] in S (x°). 
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又 因为 上 六 下 是 Lebesgue 可 积 的 ,所 以 由 定理 2.2 得 知 FC) E 
S 上 是 Bochner 可 积 的 ,而 且 
(s)| F( f. jdt = (s) lim (s) | F( f° Jdt. (2.14) 
S n> Js 


由 (2.13)、(2.14) 即 得 定理 2.4. 
定理 2.5 若 f, 在 [a,a+h] 上 强 连 续 , 则 


fa = (s) lim 5 (9) | p fdt. (2.15) 
证 因为 
UN dt 








<| IA- Ala 
< £ — 
Seet, | Ffl, 


所 以 ,由 f Æla, a + 上 六] 上 的 强 连续 性 即 得 定理 2.5. 
定理 2.6 若 f. 在 [a,b] 上 是 强 可 时 的 ,而 且 其 强 导 数 在 
[a,b| 上 强 连 续 , 则 


(s) | fidt=f -hk. (2.16) 


证 ” 任 取 定义 在 了 B 上 的 取 值 于 实 空 间 的 有 界线 性 沁 图 下 ,由 
定理 2.4 有 


F[G)| ， fid | Ë J. b] FCS. Jdt. (2.17) 
((2.17) fi mE KEKE RAH] Lebesgue 积分 .) 而 
F( f.) =F((s)lim Jisa- danada 


=limF 4 | = L (F(,)) 
在 :E[a,b] 上 是 实 变 实 值 连续 函数 , 故 
f d 
a FU Jdt = |... dz EU) )dt 
=F(/,) = F(/.)= F(f, = fa). 
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所 以 ,由 Hahn-Banach 定理 有 
(s) | fidt = fy — fa. 
[a,b] 


对 于 完备 测度 空间 (R,9 , L ) KEER Banach 空间 B, X: 
于 任意 抽象 函数 
fi: SB (SEF'), 
我 们 研究 过 f 的 强 可 测 性 (关于 PAR f. ES 上 的 Bochner 积 
分 : 


(s) | da = (s) | fdt. 


其 实 ,对 任意 完备 测度 空间 (2 ,多 wx) ,任意 Banach 空间 B 及 
任意 变换 
f: Q >B, 
我 们 亦 可 仿 定 义 2.2 和 2.3, 定 义 了 关于 多 的 强 可 测 性 ,以 及 了 在 
N E Bochner 积分 


(s) | fdu. 
而 且 关 于 积分 的 主要 结果 在 此 一 般 情况 下 亦 成 立 . 在 第 四 章 中 将 
要 讨论 此 问题 ,当然 , 若 OQ 中 无 拓扑 ,了 的 强 连 续 、 强 导数 无 法 引 
进 .此 乃 是 促使 我 们 研究 特殊 的 完备 测度 空间 (了 R, 多 u ) 上 的 
Bochner 积分 的 主要 原因 .今后 在 无 混淆 的 情况 下 , 强 极 限 、 强 导 
数 、 强 积分 (Bochner 积分 ) 前 面 的 (s) , 略 去 不 写 . 


3 Banach 代数 


定义 3.1 称 数 域 Z( 实 数 域 或 复数 域 ) 上 的 线性 空间 x 为 一 
个 代数 ,如 果 对 任意 f g € ,存在 唯一 一 个 乘积 fe € 具有 下 
列 性 质 : 

(1) ”结合 性 :(fe)h = f(gh) (f,g,h € A; 
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(2) 分 配 性 :f(g+h)= fe + fh, (g + h)f = gf + hf, 
(f,g,h € 4); 
(3) aß fg) = (af) Be) (a n C Z, f,g € <); 
(4) AAMA e ef= fe = f ( f € A. RRA SE 
个 Banach E% , mR (y, ||: | ) 还 是 一 个 Banach 空间 而 且 满 足 ; 
(5) Hell <l Ag Fg E2; 
(6) lel = 1. 
注意 :由 (5) 和 范 数 的 三 角 不 等 式 可 得 
lhg ~ fg| < | f. (g, - g)|+ lf, -fel 
委 | 户 中 g = glt lA- fllezl, 
所 以 fg XJ f skua HERIR). 
例 3,1 设 M(d xdad) 为 一 切 以 实 值 为 元 素 的 d 阶 方 阵 , 取 
Z = R 为 实数 域 .在 M(d xd) 中 按 通常 的 矩阵 的 线性 运算 来 定 
X M(d x d) 中 的 线性 运算 ,并 对 M(d x q) 中 的 两 矩阵 A = 
(a, IS i, <d) B= (0 ,1=< ¿,j < d) E S 360 ba E 
A BER. S e = 了 为 单位 矩阵 .在 M(d x d) 中 定义 


Fal = max >, | ai, | ， 
HJC M(d x d), || ° i) 是 Banach 代数 . 

例 3.2 设 (E,6) 是 任 一 可 测 空间 .A = If: f C bel 是 定义 
在 上 的 《可 测 的 有 界 实 值 涡 数 全 体 . 如 例 1.3 来 定义 其 中 的 线 
性 运算 及 范 数 . l flu A sup| f(e) , WCM, || : | m) 是 Banach 
空间 .再 令 4 是 定义 在 86 上 的 可 数 可 加 的 实 值 的 集合 函数 的 全 体 . 
如 例 1.4 来 定义 其 中 的 线性 运算 及 范 数 j el, = | wo|(E), 则 
(Z l olli) 是 Banach 空间 . 

再 令 

= lulz, A): V z € E, pz :)€G Y, YAES, 
(A) €C A, sup ulz, 9l < co | ， 
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在 必 中 依 通 常 习惯 来 定义 加 法 与 数量 乘法 ,并 定义 心中 二 元 素 jy 
各 H2 的 乘法 如 下 : 


(u Q m) (z, A) = | pizdy) (y, A). 


易 证 pp € I u, OQ u, € A”. HE s FE SV a 3 hn F : 
lell = sup || u(x, Dll, 

R e = 1x), M || ell =1. 可 证 :(w%, I| + H) 是 一 个 Banach fŠ 

B, SLE A ARETE N. 

EX3.2 ” 设 以 是 实数 域 R 上 的 一 个 代数 , 售 以 = AxA 

(ge): fig € ,在 以 中 定义 代数 运算 如 下 : 
(f,g) +(/f"`,g")= (f + f" ,g + g`); 
(a + Bi)(/,g)= (af — Be,ag + Bf): 
(f,g)(f g= (ff -eg ,fg + f g) 
(a, BER, fag, f g € A, i HER), I A ERRO AEK 
个 代数 , 称 以 为 005847 RE. 

易 知 (参见 [70] 定理 1.3.2): 若 好 是 实数 域 上 的 一 个 Banach 
代数 , 其 中 范 数 用 ella 表 之 , 则 在 í 上 亦 可 定义 一 个 范 数 
| ao 80%. |: ) 成 Banach (ë. EI f || = IGO a> 
称 A, 为 Banach 代数 wy 的 “ 复 化 ”. 

定义 3.3” 称 Banach 代数 x 中 的 元 素 f 是 正则 的 ,如 果 存 在 
g € WY 使 fg = gf = e (e 是 以 中 的 单位 元 素 ), 称 g f BJ PEG 
素 , 记 之 为 g = fl. K ZK f 是 奇异 的 . 

匈 见 , 契 f 是 正则 的 , 则 其 逆 必 唯一 . 

定义 3.4 RAER A LÉI Banach 代数 ,fC cy, 称 

oal) ATAA EA, Ne 一 ff 奇异 | 
为 f 的 谱 . 

A AEEKO R EAI Banach 代数 ,fC wy, 则 定义 f RŠK 

(f,0) 作为 4, 中 的 元 素 的 谱 , 即 
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sa (f) Š oa ((f,0)) A IAA € X, A(e,0) = (f,0) 奇异 } 


称 ralf) S supl lal: € ol) A f HWB. 

定理 3.1 对 任意 Banach 代数 y ( 2 3⁄2 12 _E J X, 3 2 3 _E 
的 ) ,任意 f € ,EJ 2 cA ( f) X 3k 228 X-B) $£ E. 

ra) = lim ||" = mt | fl" 

(f° AGR f Hn Z, n ARR). 

证 明 参 见 [70] 定理 1.4.1 及 定理 1.6.4. 

HW oa (f) P raK MrS). 

定理 3.2 设 s) Banach 代数 ,f C sy, H] 

r(f') = (r(f))” (n > 1). 

证 ”利用 Banach 代数 的 范 数 的 乘法 不 等 式 及 定理 3.1 即 可 

证 明和 定理 3.2. 


94 算 子 半 群 


定义 4.1 设 (B, || : |) 是 一 个 Banach 空 间 , 必 B,B) ÆH B 
到 了 的 有 界线 性 算 子 全 体 . 如 定义 1.3, 在 其 中 定义 线性 运算 及 范 
数 | ° |, 则 (SB,B), | ` 1) 是 Banach 空 间 . 车 
(1) IF, :t € T} C KB,B), 
(2) F,- F, = F.,(s,t,s + t € T, F, = I 是 恒 等 算 子 ， 
TC R), 此 即 “ 半 群 ” 性 ， 
则 称 {F,;t € T) 是 一 个 算 子 半 群 .特别 地 , 如果 还 有 正 实数 8, 使 
[F | ,<e (t €T), 
则 称 此 算 子 半 群 是 标准 型 的 ,更 特别 地 , 若 
IF], ,<1 GET), 
则 称 此 算 子 半 群 是 压缩 型 的 . 
今后 , 算 子 半 群 简称 半 群 ,如 不 特别 声明 ,下 = [0,oo). 


一 -一 人 r ~ l + Ü a L. — 


W jma. wam. —— . =- 
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BM | ` l 0 WCL, I + H) 如 例 3.3 中 的 两 个 Banach 
空间 ,( 玉 ,6) 是 可 测 空 间 . 
定义 4.2 W Plt,z,A): (0,2) x E xé [0,1]. WR 
(1) YtiE€E[0,%), z< € E, P(#,xz, +) € š; 
(2) V/ E10,%), A € @#, P(z, -,A) € M 
(3) Ys, € [0,c), z€ E, ACEA ` 
P(s+t:,z,A) = | Ps,z,dy) P(r,y,A) 


(K-C 方 程式 ), 则 称 P(t, r, A) 是 时 齐 的 准 转移 函数 ， 
下 面 我 们 从 P(i,z,A) 出 发 ,给 出 两 个 对 我 们 非常 有 用 的 半 
群 的 例子 . 
例 4.1 半 群 1P, :tr € T). 
ZMR Plt, z, A) 如 前 , 任 取 f € .定义 


(Pf)(x) = [PG z,dy) f(y) (¿€ T, z € E), 


多 证 :1P:ETCS A, MEH P(:,z ,A)WR K-C3h 3 yË 
可 知 “ 半 群 性 ”成 立 . 总之, {P,:t € TI 是 压缩 型 半 群 . 

例 4.2 半 群 {V;: € T. 

ZK P(t ,zx,A) W. ER o € L, EX 


(V,e)(A) = | e(dz)P(:,z,A) GET, AE 8. 


易 证 :1V,:t € T) C Z Z, GD 而 且 由 Pt,Zz,A4A) 满 足 K-C 方 程式 

可 得 | 
(V,,,e)XA) = (V, ° V,)(e)(A). 

显然 , | Vel < 站 op 所 以 |: € T} ERRARE, 


35 无 穷 小 算 子 及 预 解 式 


企 这 一 节 恒 设 T= [0,co) ,IF,:t € T] Æ Banach ZE) B EH 
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压缩 型 半 群 .而 所 考虑 的 极限 、 连 续 、 导 数 都 是 强 极限 、 强 连续 、 强 
导数 ,所 考虑 的 积分 都 是 Bochner 积分 ( 除 明显 可 辨 者 外 ), 因 此 ， 
在 极限 号 、 积 分 号 ……: 前 之 (s) 都 略 去 不 写 了 , 强 极 限 、 强 连续 、 强 
导数 之 “ 强 ” 字 亦 略 去 . 
令 B = If: f € B, lim Ff = fl. 
命题 $.1 (1) Bo 是 B 的 闭 线性 子 空 间 . 
(2) fEB>Ff 在 T 上 连续 . 
证 (1) TA B 是 B 的 线性 子 空间 ,下 面 证 明 B H.ER 
f, € BH f = limf. 由 于 
IFf-fl| < | F,(f-f.)| + I FEf.- f. | + 1, —- fl 
<2|f/- f, | + I Ff, —- f. |, 
所 以 
lim || Ff- fl = 0. 
W FEB. 
(2) IER t > 0.# t> t, 
IFf—- F. fl = IF, (F... f - f) || < ! F-a ffl, 
m f B, ,所 以 lim Ff = F, f. 
F t< to M | Ef- F f| < |F. .f- fll ,B f € B, 
A lim F,f = F f. 
定义 5.1 $ 
94 = |f:f € Bo, 且 存在 g € Bo, 使 8 = lim A), 
在 9% 上 定义 算 子 A 如 下 : 任 取 FE 9, ,定义 


Af = Jim nm L, 


称 A 为 {F, :i ET 是 无 穷 小 算 子 . 
他 题 5.2 * f€ 9, 则 
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ECES) = A ° F.f = F, * Af (£ € T), 


Ff-f= |. F, e Afds G: € T). 
w H f €C 2, 4 


lim ~ Pe - = F, lim P f = F, ° Af, 
h>=0+ eh>0+ h 
H F,f € 2, . 
lim ~ fm Ff, F.f. 
h—0+ h—0+ h 
综 上 上 所 述 得 到 


q (F.f) = AÀA° Ff =F,° Af (£ €T). 


# t €T, >0, 由 于 
ELES 
h 











A) Poa a 


+ | F-n Af — F, ° Af], 


rader 


ti—h 


/ S 2a, Af E B, A 
F,f — Ff 
h 








m la 


综 上 两 步 得 (Ff) = F, ° Af = A ° F,f G € T). 


再 用 定理 2.6 i FS- f = J. F, + Afds. 


定理 $.1 2, 在 Bo FH. 
证 R fc B, 则 由 定理 2.5 及 命题 5.1 有 


rr0+ [0， r] 


石 能 证 :对 任何 0 之 a 之 5b<%, 有 
z(a,b)= | F. fdt € 2,, 
[a,b] 
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则 定理 5.1 得 证 .事实 上 ,由 定理 2.4 及 2.5 f$ 


lim ~ [Fig(a,b) -g(a,b))] 
Ah 一 0+ 


an es 
= lim zl aE F, fdt yd 


h—0+ 


rð h 
= (Ff ~ Ff) EB. 
此 即 gla, b) E 24. 
系 $.1 2, = B.(2, 表示 9 ZAE.) 
证 ”因为 B 是 B 的 闭 线性 子 空间 ,而 且 24 C B,, AA 2, C 
B . 而 由 定理 S.1 有 乡 . D B,, Pr 2, = B. 
定义 5.2 ”固定 任 一 人 > 0, 定 义 算 子 R. :Bu —v B, 如 下 : 


R = |... Ffar (f € B), (5.1) 


PK R, 是 1F, :t € TI 的 预 解 算 子 ,| R, :A > 0] SIF, € TI É 
预 解 式 . 

注意 : (1) (5.1) 右 端的 积分 是 有 意义 的 , 因为 /EB, 故 
Ff 在 T 上 连续 ,从 而 e*F,f 亦 然 .又 因为 


| | ezF f|| d: < oo, 
[0,°°) 


所 以 ,由 定理 2.3 得 知 e “Ff ELO, œ) 上 是 Bochner 可 积 的 . 
(2) {R :4 > 0) 是 一 族 有 界线 性 算 子 ,而且 
R. | <, RirEB (A >0, f C B). 
显然 R 是 线性 的 ,而 且 RIAEB(X>0, fEB,). 又 因为 对 
任何 f EB, RA 


IRfl< evwlfla<al/l G>, f€), 


[0,2% 


1 1 _ 
= lim fo Fst | Esat) 
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所 以 [R | < 

定理 5.2 对 任何 A >0 来 说 ,iT -各 有 送 算 子 (17 A) 1, 
而 且 等 于 R. (I 是 恒 年 算 子 ), 即 是 说 , 任 取 f C BB, 方 程式 

(AI — A)g =f, 
Ú C 2a 

HEAR, CHA RS. 

证 (1) Rf 是 (5.2) 的 一 个 解 .事实 上 , 令 有 hh = R.f , Mh 
定理 2.4 有 


Fh, = | e “F... dt = e" [h -| e Faz]. 
Ü 
因此 ,用 定理 2.5 有 
Fh _ h Ar _ AT er 
lim —— = lim ü l. 一 =| e “F.fdt | 
T T JO 


m0+ T r—0+ 
= àh, — f. 
(2) (5.2) 的 解 是 唯一 的 . 设 (5.2) 有 两 个 解 hi AO , 即 是 
h? E 9, B(AI[-A)hA = fGi=1,2). h =h -h WJ 
h, € 2,,B. Ah, = Ah. K RER 5.2 # 


(5.2) 





SEA, = F, ° Ah, = AFh,. 
所 以 


L (cF, )=— Ae “Fh, +e” (EA = Q. 


dż 
因此 ,由 定理 2.6 得 


e “Fh， = h, ( 不 依赖 ; € T). (5.3) 
但 是 h C€ 29, CB, 所 以 ,由 命题 $.1 得 
lim e “Fh, = h,. (5.4) 


由 (5.3)、(5.4) 8 e*FEh., = h, (t € T). PT J 
lx] = e~ |F | <e* |p | (>0 ET). 
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故 | h. |] = 0. 唯 一 性 证 毕 . 

定理 5.3 设 4 和 4” 232 K RR F, € T) 和 
Fi C T] 69 23 j+ ,# A = 4 ，, 则 

Ff = F; JEB), 

RP B = 1f:f € B,f = lim Ff} = | f: f € B,f = lim F; f}. 

证 ”首先 注意 :由 A 和 = A', 知 和 与 4" 的 值 域 一 样 ,从 而 
(AI 一 和 和 4) 与 (41 — A”) 的 值 域 同 , 故 由 定理 5.2 有 B= If: f € 
B, f= lim Ffi = If: f € B, f = lim Fifi, IH 


| Fst | — e Fifa: (SER), 
现任 取 了 马上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 下 ,由 定理 2.4 有 
| ev“F(EAd = F| | o Ffae) - F| |... e F? far | 


_ |. „EFE Pd: (/ € B), 


HJ / € B, BF, F(F,f) S FOE 都 是 1 的 实 变 实 值 连续 函数 ,所 
以 ,由 拉 氏 变换 之 唯一 性 得 知 
F(F,f) = F(F/f) G: € T, f € B). 
因此 , 仿 定 理 2.6, 用 Hahn-Banach 定理 得 知 
Ff = F; f FEB). 

上 面 我们 从 半 群 出 发 ,研究 了 其 无 穷 小 算 子 的 性 质 . 下 面 我 们 
考虑 它 的 道 问题 , 即 什么 样 的 算 子 4 ,可 以 作为 某 一 个 半 群 的 无 穷 
小 算 子 ? 

议 B, , B, 是 两 个 Banach 空间 ,BI ,B,) 是 由 了 2JJ B, 的 全 体 
有 界线 性 算 子 构成 的 Banach 空间 . (其 中 范 数 按 算 子 范 数 定义 ,其 
线性 运算 按 普通 的 算 子 的 线性 运算 定义 . ) 若 B = B, = B, 则 简 记 
Z(B.,B,) 2 F. 

£ V C Z ,定义 
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OQ 


er = 7 Er = ap. 


m= 0 和 一 co > 


(此 处 收 伍 性 是 指 按 Z 中 的 范 数 的 收 伍 性 ) Y = Yo Po 
We ese W 


m 个 


是 Fm 重复 合算 子 . 
注意 :(5.5) 右边 的 极限 是 存在 的 .事实 上 ， 











a ogejo vl — rl” 
s. m < (I |D” 
mia m! < 2 m | < Z, m | ; 








N 
由 4 的 完备 性 得 知 存在 P EL ,使 lm 》 E = w. 
No 全 0 m ! 
合 题 5.3 (1) we Z— |le" | Ke, 
(2) Ena cZ, 2 2 | p... | <=, DD, 
EL, > > Ynn = 6 € '— y = @; 


(33 W, €C %', V ° @ = @ - y= 


Pt _ A p p 
e 一 和 se — e ° e”; 


(4) VEL = Se” = Voe™ = e! , yp. 





证 (1) lel = injo 2 x |< tim 5 





(2) ERZ 上 一 个 有 界线 性 泛 函 下 ,有 
F(F) = S, DF Fna) F(@) = DYFI, 
但 是 | EPn d EFI J I, AEL 
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(5.5) 


y 
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U 2 FCF IS | F| DY, | < =, 
因此 ， 
F(V)= >) DE Ynn) = > D> EF(V, ,) = FCB), 


从 而 由 Hahn-Banach 定理 得 Y = 四. 
(3) H W.p €e Z, Jo Q = @- vyg 


tas 
-Yc 
(C 是 mm 个 元 素 中 取 / 个 的 组 合 数 )， 


m—i ka 
eo eo _ > Yoep 
2; 2 C, _ 2, 2, G, n+l a + Tar 


m | 
= LY DAS. 














又 因为 
"vcs l< >c [riei 
EEATT < co, 
所 以 ,由 (2) 有 
e" = e” ° e?. 


H 更 ,更 地 位 的 对 称 性 , 故 亦 有 e = e? o e*_ 
(4) 由 (1) 及 (3) 有 








| pta) Y _ et? | y At I 
im =ar = lim e (a) 
At Y 
= e” .。 (lim ~ 
A0 At 
又 因为 
A: F 
e —! | (A; WV)” m-l il” M | 
‘-v|<D A < < Zar) ; 








. e 一 I _ 2Et N 
we A = Y. EIK, mA 5.3 得 证 . 
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EH 5.4 3B Æ Banach Z ñ] B -AARRETTA Z 
定义 在 2, C B, 上 的 取 值 于 Bo 的 线性 算 子 .如 果 
(1) 2, 在 Bo 中 笛 ; 
(2) HASEB ,方程 式 
(AI — A)g =f, 
(i E ZA 
恰 有 唯一 一 个 解 ( 从 而 可 以 令 Ri = QI - A) ', R:B — 2,); 


(3) IR <4 Q >o), 


则 在 B, 上 存在 唯一 一 个 强 连续 的 压缩 型 的 半 群 | 已 :ET 使 其 
无 穷 小 算 子 就 是 A. 
证 FH T mA ° R, = tn R, -tnl 是 有 界线 性 算 子 ,所 以 
pk eR ~ (tnA ° R, )” 
C TDA mi, 
有 定义 .再 定义 一 族 算 子 F” :Bu 一 Bo 如 下 : 
Ff =e r (f € B). 
(CI) XHEP 22 1,68fuFI F”: € T) 是 B 上 的 强 连 续 压 
HARI F RE. 
B$AR.FI 是 有 界线 性 算 子 . HRA 5.3 及 条 件 (3) 有 


人 ee 


[e e 








< e "e mR, | < e” +e” = 1. 
至 于 F = FP. F® = FF FO 二 了 ,由 命题 5.3 (3) 
立即 可 得 .此 即 {F”:! € T) 是 压缩 型 半 群 .再 任 取 f C B, , 仿 命 
胡 5.3 (4) 的 证 明 有 (因为 n4。R, 是 有 界线 性 算 子 ):F'"f 对 :来 
说 有 强 导数 (在 t C T), 从 而 对 1 更 是 强 连 续 的 . 
(H) 任 取 /E B,, +tET, 推 证 :limFi"f 存 在 且 属 于 B, 记 
此 极限 为 F,f. 
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事实 上 ,由 于 |F2 |< 1(a>1,: € T), 2, fE B, 中 稠 ,所 
以 , 若 能 证 :对 任何 f E 29, 9A g, € Bo ,使 
š, = limF,”f (z € T), (5.6) 
则 对 任何 f € B, IRA € 94, f = limf. EE, Bi 
|ES= F” f|< EPS - Fi”, |+ EPR -FOA | 
+ |F” -FF| 
<2| £ - fl+ |F; f, — F,” f,| 








R (5.6) 可 得 
lim | FPS- F” f| = 0. 
因此 ,由 B, 的 完备 性 知 必 有 g € Bo ,使 g = limF”f. 
下 面 我 们 补充 证 明 (5.6). 
现任 取 f € 2, ,由 命题 5.3 有 


(FI) — E (eR 7) 一 F” (nA ° R. f) 

= nA ° R, ° FOF, (5.7) 
WAAC) K(5.7) 有 
ECRU, + F) 


(n) (m) (a) (m) 7 
= lim FP a ° FOLS — Fis e FEOF 


As—{) As 
= jim [Ea ES C F), (Fa E) FP) 
As—0 Ás Aç 


一 Fi" [2 4 F) 2 ERM (FF) 
= Fi”, (mA ° R, ° F@F)~ FP (nA ° R, ° FF) 
= Fit ° (mA ° Rp ° F™ — nA ° R, ° F™®)F, (5.8) 


由 (5.7) 和 (5.8) 知 二 (F) x: € T 是 强 连续 的 , EPE l o 
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FF) s E [0,:] 是 强 连续 的 .所 以 ,由 定理 2.6 有 
Fo- FoO7= | (EFO. FOP Jas 


[0,2] 
= | F e (mA ° R, ° F? — nA ° R, ° F )Fds. 
[0,z 
(5.9) 
由 (zf — A) ° (mI — A) = (mI 一 A)。(nI 一 A) 得 R,。R, = 
R, ° R, ,又 因为 
A ° Ra, = mR,- I, 


n RN 
Fe ”= eM™ = > IA ° R,)”, 


所 以 A ° R, ° FP = FP -Ao R, (KE m 是 否 等 于 nn) ,以 此 代 
入 (5.9) 得 


FP f- F,"f = |. FE o F™ a (mA ° R,, — nA ° R, ) fds. 


(5.10) 
又 因为 对 任何 g € 2, ,有 
R, ° (nI — A)g = g, lim F, ° Az = O. 
所 以 
lImnRg = g (g €24). (5.11) 
而 | aR, | <1, 2, 在 B, 中 稠 , 仿 前 可 证 ， 
lImnk.g = g (g €B). (5.12) 
IB f € 9, , 故 
R, ° Af = A ° R. f. (5.13) 
显然 Af € Bo ,所 以 由 (5.12)、(5.13) 得 
limnA ° R,f = limnR, ° Af = Af. (5.14) 


H (5.10),(5.13),(5.14) 得 
. (m) _ mn)y 
lim sup sup | Ff- Fw f| 
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< lim sup sup, |. |F F+ (mA ° R, nA +R, )Flds 

< lim sup M| (mA ° R, — nA ° R,) | 

= lim sup M| (=R, — nR,) ° Af| = 0. (5.15) 
但 是 B 是 闭 的 ,所 以 对 任何 f € 2, 存在 5 C B, ,使 

lm F; = ë, (Œ t 属于 任何 有 限 区 间 上 一 致 ). (5.16) 

(5.6) 得 证 . 

(三 )” 推 证 |F:t € T] 是 强 连续 的 压缩 型 半 群 . 显然 F. 是 
有 界线 性 算 子 ,而 且 j| F, || <1( € T). SIF), € T) ÆR 
连续 的 压缩 型 半 群 ,所 以 ,由 (5.16) 得 知 对 任何 f € 2, ,FF 在 
上 E T js ESE B). AAH || F, | <1 (1:€ET) 及 9 在 B tZ 
证 :对 任何 FEB, Ef Et € T 上 也 强 连 续 . 

又 因为 对 任何 了 € B, A Faf = limF ° Ff, 

|F, ° Ff- FP ° Fi) f] 
< |F. Ff- FP ° F,f]|+ [EFP Ff- F” Q FO) f| 
< |F, © Ff- F? ° Ffl IES- FPF, 
所 以 
Faf = limF;” ° Ff = F, ° Ff. 

而 Fo = I W IF, £: ET 是 强 连 续 压 缩 型 半 群 . 

(N) 1{F,:t € T) 的 无 穷 小 算 子 4 = A. 

任 取 f C 2,,H A ° R.f = R, ° Af fB 





| nF oA ° R,fds -| F. ° Afds 
[0,2] [9.2] 








<f Íl nF,” ° R, ° Af = F, ° Af || ds 


<f nF”; R, ° Af- F? o Af || ds 
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+ |F? + Af- F, + Af || ds 
< | aR, ° Af — Af l 
+| FP .Af -FAflds. (5.17) 
OÜ, t 
在 (5.17) P$ n 一 co 并 注意 (5.12) 及 对 任何 g € B, 有 
lim F;”g = Fg (在 :属于 任何 有 限 区 间 上 一 致 )， 

((5.16) 中 已 证 当 g E€ 2, 时 上 式 成 立 , 而 今 2, 在 B, tH, B. 
F,” F, 是 有 界线 性 算 子 , 范 数 均 委 1, 所 以 上 式 对 一 切 gE B, JF 
成 立 .) 则 可 得 
M (n) O [a] = 心 
lm| OF °A Rd = | ， 已。41d (5.18) 


— 00 


但 是 ,由 (5.7) 有 


v [0,z 


(m) O À. _ d =a) 
nt, A ° R, fds | (&F f |ds 


= Ff- f. (5.19) 
H (5.18).(5.19) 及 定理 2.5 得 





. Ff - f _ * ° 1 (w) 
n z C im lim j F ° A e Rfds 
_ jim 1 _ 
lim = oF Afds = Af. (5.20) 


这 就 证 明了 ADA, RA” E A Z ih. TARNA EHAA 
4. 印 任 取 8g € 9 (2, ÆA’ ZER), IEE g”E 92, , 且 
A g =45 ,为 此 , 若 注意 A D 4, 又 只 需 证 明 oe" € 9,. 事 
实 上 , 必 存 在 f/f”E€ Bu ,使 

(AT —- A )g = f. 
再 用 本 定理 假设 (2) 有 唯一 一 个 g € 2, ,使 

(AI — A)g = f°. 
出 A 忆 A 得 f/f” = Q(I- A*)g, g € 2, C 2, .而 由 定理 .2 
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(I-A )hh = f", 
ea 
RA RE—— ir, IA g" = g E 9 ,这 就 证 明了 A" = A. 

(V) 由 定理 5.3 立即 可 得 : 恰 有 唯一 一 个 强 连 续 的 压缩 型 
的 半 群 {F, :zt € T| ,使 其 无 穷 小 算 子 就 是 A. 

”定理 5.5 设 B 是 Banach 空 间 也 的 一 个 闭 线性 子 空间 ,94 — 
B, 4:294 一 B,，A 是 线性 算 子 , 则 4 决定 唯一 一 个 B 上 的 强 连 
续 的 压缩 型 半 群 ,使 其 无 穷 小 算 子 就 是 4 的 充 要 条 件 是 ， 

(1) 2, B, FA; 

(2)” 任 取 f€ B, 方 程式 

1 = f (à > 0), 
g € 2, 

和 恰 有 唯一 一 个 解 , 记 此 解 为 (1 一 A) ! f A. R.f; 

(3) R, 是 有 界线 性 算 子 , 且 || R. | <+ (4 > O). 

证 ”这 是 前 面 4 个 定理 的 总 结 . 

定理 5.6 设 A,R, 分 别 为 B 上 的 压缩 型 半 群 |F,:: € Ti 的 
无 穷 小 算 子 与 预 解 算 子 ,Bo。 如 命题 5.1 前 所 定义 , 则 对 任何 f € 
Bo , 恒 有 

F.f — lime” f — lime” a D f (t € T). 
证 ”定理 5.4 中 已 证 明 此 事实 . 
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定义 1.1 设 (f2,9,P) 为 概率 空间 ,(,6) 为 可 测 空 间 ,TC 

R, 若 对 任何 1: € T, 

X, Q E, 
B X, € HE, WEI X, :t € T) ÆN,F, P) 上 的 取 值 于 五 的 随机 
过 程 ,或 (E ,8 ) 随机 过 程 , 称 (下 ,6@) 为 其 " 相 空 间 ” 或 “状态 空间 ”， 
称 了 为 其 "时 间 域 , 称 X.(o) 为 其 相应 于 o 的 轨道 (w € 2), 称 
每 个 X HE 值 随机 元 . 

在 无 混淆 的 情况 下 , MAIX: € T| 为 随机 过 程 . 有 时 记 
X, = X(t), KX(w) = X(t,w), Kw) = X(:',s), Xe) = 
X(t, °). 

设 i 有 :ET 是 图 中 的 一 族 单 增 的 子 c A, BD 2 C ZE o 
代数 , 且 t > —>% DF. AX, € Z |ë (V: € T), #k Í X. : 
t € T! 是 (| 适应 的 随机 过 程 ,或 适应 于 | 和 1 的 随机 过 程 .特别 
地 , 若 令 

Z @ oc (X,, s < s€ e (UX, e vx, (é ) 


EIX, s< t,s€ T! 所 产生 的 = 代数， WX.: ETR EREIN 
前 随机 过 程 . 
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我 们 最 感 兴趣 的 随机 过 程 |X. :1 ET 是 : 

(1) ERER T = [0,co) 或 10,1,2，… 小 ,或 (- co,co) 或 
(e, -n,— n+ 1 ,*…， —1,0,],*…n,n 十 1 J. 

(2) ”其 相 空间 (E,E) = (R,B(R)), 或 (B, | | ,2(B)), 
其 中 (B, | -O Æ Banach Z W) ,2 (B) 是 B 中 全 体 Borel 集 所 构成 
的 o 代数 . 

定义 1.2 设 iX,:t € T) 是 概率 空间 (0Q2,9,P) 上 的 、 以 
(EE) 为 相 空 间 的 随机 过 程 ,T = [0,co) 或 (- co,co) 或 直线 上 
任 一 区 间 , 称 1X :+ € T| 是 可 测 的 ,如 果 对 任何 A € 8, 有 

(to) € Tx OQ:X(t,w) € A| € 2(T) x Z. 

设 19 £ ET 是 多 中 一 族 单 增 的 子 o 代数 . 若 对 任何 上 € T, 
AEE K 

{i(u,w) E [0,:] x Q:X(u,w) € AL € 2([0,:]) x Z, 
则 称 jX, :rz € T| 512: € T) 循序 可 测 . 

售 题 1.1. X: QE, X € ZJjJë (V: € T), IZ: € 
Ti 是 多 中 一 族 单 增 子 6 RA. 

(1) IX £ € TI X+12Z t € TI 循序 可 测 , 则 |X,:t € 
T) 是 可 测 的 . 

(2) #(E,o,€) 是 可 测度 量 空间 , 即 o 是 玉 上 的 一 个 度量 ， 
E 是 由 开 集 产生 的 o 代数. 且 对 任何 w EN, X(C,w) 是 右 连续 
的 , 则 {X,:t € TI X+1Z t € T] 循序 可 测 . 

证 (1) S ANKA. 

2) $ 
k+1 
T 





+1 





x| 


o), “uel x! 0<k<[2";], 
PP (u, o) = 


a], 


2"? 
[2" 









X(t,w), `P 
则 对 任何 A € 6, 有 
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|(u,w) E [0,t] x Q: bi” (u,v) € A| 


[2-1/ k | _1 
= y, Gi 7 * ib (A) | 








2” 
C 2([0,.]) x#% (YET). 


U [E] X; (A)| 


又 因为 

lim,” (u,w) = X(u,w) (Vu C [0,11 |, wE), 
所 以 1X,:t ET 关于 人 用: € TI 是 循序 可 测 的 . 

定义 1.3 BIX :ET 和 |Y:zET 是 概率 空间 (0 , Z, 
P) 上 的 以 (E,《) 为 状态 空间 的 随机 过 程 WRIA : € T 了 ,有 

P(X, = Y.) = 1, 

则 称 { XX,:t € Ti 与 1Y,:t € TI 是 随机 等 价 的 (简称 等 价 的 ), 亦 称 
Y E X 之 修正 . 

为 了 人 研究 随机 过 程 的 轨道 性 质 , 我 们 有 时 要 在 一 个 随机 等 价 
的 随机 过 程 族 中 选 出 一 个 “ 较 好 ”的 代表 加 以 研究 .好 的 标准 各 种 
各 样 ,其 中 之 一 就 是 可 分 性 . 

定义 1.4 T = |0,co) 或 (- co,oo) 或 [ae ,oj, FT R, 
DET FRATE. 如果 对 任何 i: ET, AE r, C D (n > 1), 
使 

lmr, = £, limf(r,)= f(z), 

则 称 f < D 是 可 分 的 ,而 称 DD 是 f 的 一 个 可 分 集 . 

RIX, t € T] 是 概率 空间 (2 2, P) EKAR, 3 (R)) 为 状 
态 守 加 的 随机 过 程 ,D 是 工 中 的 可 数 稠 子 集 . 如 果 存 在 一 个 零 测 集 
NEF, PIN) = 0, 使 得 当 w EN 时 ,XX(',w) 关 于 DD 是 可 分 的 ， 
则 称 随 机 过 程 1X, : t € T) EF D 可 分 ,N 称 为 其 例外 集 ,DD 称 为 
其 可 分 集 . 如 有 果 存 在 一 个 在 全 中 稠密 的 可 数 集 妃 ,使 随机 过 程 关于 
D 可 分 , 则 称 随 机 过 程 可 分 . 称 随 机 过 程 完 全 可 分 ,如 果 它 关于 
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中 的 任 一 可 数 矢 子 集 都 是 可 分 的 . 
显然 , 右 连 续 函 数 是 可 分 的 . 
定义 1.5 设 {X,:t € Ti 为 概率 空间 (0Q,9,P) 上 的 以 可 测 
度量 空间 (EK,p,6 ) 为 状态 空间 的 随机 过 程 ,如 果 对 任何 如 ET， 
有 
lim X, = X, (LP)), 


t€ T 

则 称 {X,:t € Ti 是 随机 连续 的 . 如 果 上 述 极限 中 的 + -> to 代 之 以 
t 1 to (或 1 小 zo), 则 称 随 机 过 程 是 左 ( 或 右 ) 随机 连续 的 . 

定理 1.1 设 {X:t ET 是 定义 在 概率 空间 (2 Z, P) 上 的 
A (R,2 (R)) 为 状态 空间 的 随机 过 程 ,T= [0,00) K [a b] 或 
(— co ,oco). 

(1)” 恒 存在 一 个 可 分 的 与 1X,:t € T) 随机 等 价 的 随机 过 程 
{Y,:t: € T}. 

(2) IX, t € T] 可 分 且 随 机 连续 , 则 它 必 是 完全 可 分 的 . 

(3) IXet € T] 可 分 的 充 要 条 件 是 ;存在 下 的 一 个 可 数 乔 
子 集中 及 一 个 P- 零 测 集 N, N € Z, P(N) = 0, 使 得 对 任 一 闭 集 
ARFERAI, A 

(NX (A)- NATAN 

证 ”参见 [15] 第 H 章 定理 2.1 ~ 2.4. 

定理 1.2 设 ( 人 ,FZ,P) 是 完备 概率 空间 ,(B, 外 .| ) 是 可 分 
的 Banach 空间 ,X:O >B, 2 (B) 是 B 中 全 体 Borel 集 生成 的 o 代 
数 , 则 下 面 陈述 等 价 : 

(1) X € AHZOB) (P X Æ BERENA); 

(2) EX, : Q F>B 满 足 


(G) X, lo) = 2; ri 180) (o) 
i= i 
(rm E B, F” c F, FPFE” — A, i Æji), 
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(C) lim sup | X. (o) — X(w)l = 0; 

(3) E X, :0 >B 满足 (GC) 及 

(GC) lim X,(e)- X(e)] = 0 (Yw E€ n); 
(4) #*£ X, : r) “B 满足 


(GC) Xl(w)= > rm (w) 


(z? € B, FP EF, FPF® = Ø, i ;),A (C, ; 

(5) xH£— FEB (B Z B F6 4 R ki 3 2 k), A 
F(X) E HACR). 

证 (1) 一 >(2). 设 (1) 成 立 , 由 B 之 可 分 性 知 : 人 


笛子 集 {y}. 令 G2” = le € Q: || Xt) - y | Kt, F” = 
G®, F® = GP ,or (k > 2) , MI 

UFP = UGP — 
IF k > 11 两 两 不 交 (Yn > 1). — 

X (o) = Y yl (o), 


显然 X, 满足 (Ci ) WE X WEG). Ve > 0, i < elm 不 
依赖 于 w). ER w € Q UFE i o € Fi” CGP(Y n21), 
从 而 

IX) -X(N = Xw) <te 


(H n © no BF). EBIC) 成 立 . 
(2) (3) 显然 成 立 (并 不 用 了 B 的 可 分 性 )， 
(3)=> (4). 设 (3) 成 立 , 即 存在 X, 满足 (Gi ) 及 (C,) .由 于 


DPP) = P(Ú FI”) = 1, 
i=1 = 
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所 以 可 取 太 使 P( UFP) 二 (yz >). W 


Ë 
X? 一 X, 2 le ° 


lim | X, (o) = X(o) | = 0 得 知 lm X, Co) | = IX), 
从 而 
sup | X, (e) || 会 Mo)< °. 
所 以 
| Xi (o) — X, (e) || = | X,(e) 2_ iro (o) | 
< M(w) Ola" (w) 


n — 00 





、 É (n) 
0 (wo C U YF ). 
但 P(U U FI )= 1, (0,#,P) 是 完备 的 ,所 以 车 令 
Eo “o € Ú YFP, 
n= l iska 


.X(o), Z, 
则 X. 满足 CC) AMG’. 
注 :此 段 证 明 未 用 也 之 可 分 性 . 
(4)=> (1). £ (4) 成 立 , 即 存在 X, :0 >B, X, 满足 (C1) 和 
(C). H(G) 知 
X, € HZB) (Vn 之 1). 
再 令 钒 是 B 中 全 体 闭 集 所 成 之 集合 系 ,o 是 由 范 数 j: | 决定 之 
Rr EBR F € 怠 , 令 f(x) 会 p(x,F) 为 x 到 下 的 距离 , 则 了 (:) 
连续 , 且 zE F 当 且 仅 当 p(x,F) = f(xz) = 0. 改 
|o E N: Xl C Fl = lw E Q:f(X(o)) = 0}, 
f € 2(B)/2 (R). 
再 用 X, € HA (B) 可 得 


X, (w) = 
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f( X,) € HAR). 
H lim /(X, ) = f(X) 可 知 
F(X) € ZJ% (R). 
所 以 
{w:X(w)E FI = le: f(X(o)) = 01 € Z, 

因此 X € HZB). 

(1)==>(5) 显然 成 立 . 

(5)=> (1). 设 (5) 成 立 , 则 对 任何 A C 83(R), fEB', 恒 
有 

X (f '(A)) = (AXD (A) EF. 
于 是 着 令 ée {f (A): €C B", AC 2(R)i WI 
X (£) C Z. 
因此 ,大 能 证 (¿) = 23B), WO) 成立 .大 注意 也 的 可 分 性 ,只 需 
证 明 也 中 任何 闭 球 Blar) iz: | z- al] <+! Eole) EI. 
事实 上 , 设 1zx, | 是 B 中 一 个 可 数 笛子 集 XH S n > 1, f. € 
B` ,使 
|l, | =1, (xz, -a)= |x, —al. 
($ Hahn-Banach 定理 ,这样 的 f 是 存在 的 . ) 令 
C=l]z€CB:f(z-a)<r,n = 1,2,.), 

显然 CE ol), B(a,r7)CCC. 任 取 xEBla,r), 则 xz-al >r. 
H ix, E BPH, IUR x, 使 


1 ， 
l| z — z; || <5 l z-a ll - r). 
于 是 


lz -al > |x -—al -z-z || 


> lr-al -3(lzr-al -7) 


_ 1 _ . 
T ALE: all +r); 
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£,(z — a) — |z, — al | = |flz-a)- filz, -a)l 
<læ-al<5z-al -7), 


从 而 
fi(r—-a)= | =, — a| - (|=, — a || - f,(x — a)) 


1 1 
>5(lz-a l| tr)=-5(lx-a l _ r) 


=r, 
此 即 zEC. 总 之 C= B(a,r) €C olé). EIEE, 
定理 1.3 设 (0,8,P) 和 (B, 上 .| ) 满足 定理 1.2 中 的 条 
件 . 
X: Q >B (1< ¿=< nx), 
则 X. EE ZB(B) (I< : < n) 的 充 要 条 件 是 :对 任意 a, C R (1 < 


; < n) A 2 ,a,X, € 2J2 (B). 

证 ”用 定理 1.2 R(1)e= (5) 即 可 证 明定 理 1.3 成 立 . 

注意 : 若 (B, 上 .| ) 不 可 分 ,有 反例 说 明 两 个 随机 元 之 和 不 是 
随机 元 . 

定义 1.6 设 (Q,9,P) 是 概率 空间 ,(B, |- ||) Æ Banach Z 
B, X:N r>B. 若 定理 1.2 中 条 件 (1) 成 立 , 则 称 X 是 B 值 随机 元 ， 
特别 地 R° 值 随机 元 称 为 4 维 随机 变量 ,1 维 随 机 变量 简称 为 随机 
变量 . 千 定 理 1.2 中 的 条 件 (4) 成 立 , 则 称 X 是 强 可 测 随 机 元 . 若 
条 件 (5) 成 立 , 则 称 X 是 弱 可 测 的 随机 元 . 

当 (B, | © I) 可 分 时 ,随机 元 与 强 可 测 随机 元 、 弱 可 测 随机 元 
的 概念 是 无 区 别 的 .特别 地 , 当 B = R° 时 (自然 可 分 ), 随 机 变量 与 
唱 可 测 随机 变量 、 弱 可 测 随机 变量 的 概念 是 无 区 别 的 . 

定理 1.4 设 实 值 随机 过 程 1X tE [a ,b]] 是 可 分 的 , 且 存 
在 三 个 数 a > 0, e > 0, C20, s t C [a,b] 都 有 

E(| X,- X °)< C| s- |. 
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则 XX(.,w) 在 [a,b] 上 一 臻 连续 (对 几乎 所 有 的 w). 
证 明 请 参见 [761§3.2 定理 2. 


32 随机 元 的 分 布 及 符 征 泛 函 


定义 2.1 设 (2 ,多 P) 是 任 一 概率 空间 ,X = (X,,…,XX,): 
Q >R’, X! (A(R) C Z, Ë) X ERT Ri 的 随机 变量 . 任 取 
A € 2(R°),— 
Px(A) 会 P(fw € Q :K(o) € A}), 
称 Px 为 X 的 P- 分 布 ,简称 为 X 的 分 布 , 记 P, = P ° X '. BA 
P。X ”是 83(R ) 上 的 一 个 概率 测度 . 有 时 简 记 已 。X- H PX. 


特别 地 , 取 A = X co, z,) € 2 (R ), ER 


Fx (zi, za) & Px(X(~ °°, z,]) 
一 P(X, < zi," Xa < za) 
NX = (Xi1,…, X) 的 分 布 函数 . 显然 ,由 Feli ra) 所 产生 
的 L-S 测度 就 是 P, . 称 
faltia) e | se Px (dz i," dz;) 


d 
i> iX (o) 
= | e P(dw) 


为 X = (X, X.) 的 特征 函数 . 
定理 2.1 设 FFx ,记分 别 为 X 的 分 布 函数 及 特征 函数 , 则 对 
Px 的 任 一 连续 区 间 [a b) = (riera); Lar; < b, i= 1, 
= d] 来 说 ,总 
Px([a,b)) = Px((a,b)) = Px([a,b]) 
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d e 4 一 一 e "5, 


I — 00 
5 


其 中 a = (ai, a), b = (bi, ba), T = (£1,°° ,ty). 

证 明 参 见 [27|] 第 二 章 定 理 7.2. 

(E :此 定理 说 明 随 机 变量 的 分 布 函 数 与 特征 函数 是 相互 唯一 
RER. 

定理 2.2 K Fy,fx 分别 为 和 的 分 布 函 数 与 特征 函数 ， 
Feo , fxr) 分别 为 X ”的 分 布 函数 与 特征 函数 (7 = 1,2,…)， 
Px 与 Px 分 别 为 Fx 与 Fxto 产生 的 L-S 测 度 , 即 分 别 为 四 与 XK" 
之 分 布 . 则 

Po 一 > Px < 一 fx 一 > fx. 

证 明 参 见 |27|] 第 二 章 定 理 7.6 与 定理 7.7. 

上 面 讨论 了 取 值 于 R” 的 随机 变量 的 分 布 及 特征 函数 . 对 于 一 
般 的 取 值 于 Banach 空间 (B, || ° I) 的 随机 元 X 的 分 布 与 特征 机 
数 如 和 何 定义 呢 ? 分 布 的 定义 是 与 以 前 一 样 的 (这 时 分 布 函数 就 不 好 
定义 了 ), 但 特征 函数 则 代 之 以 “特征 泛 函 ”特征 函数 有 许多 好 的 
性 质 ( 请 参见 [27] 第 二 章 ) ,但 特征 泛 函 的 性 质 就 差 一 些 . 

定义 2.2 W(GQ,Z, P) 是 任 一 概率 空间 ,(B, 上 .十 ) 是 任 一 
Banach 空间 ,X 是 B 值 随机 元 , 即 是 X:O2 B, X € AIBB). $K 

Px(A) 人 会 P(X (A)) (A € %(B)) 
H X 的 分 布 , 称 


f. (I) 入 | ep (dx) — | enxe) D( deo) 
N 


(¿C B ) 为 X 的 特征 泛 函 ,此 处 B 是 B 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 . 
定理 2.3 Bí RU X 66 3F4F š f. (:) 具有 下 述 诸 性 质 . 
(1) fx(0)= 1; 
(2) fx * E RA, PEET el EB ,任何 复数 c 
…,C,, 均 有 
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YU -lcd 之 0， 

出 处 志 k Fc BARIK; 

(3) IRADIS, RAU = fx(- 1) (V EB), 此 处 
f (1) 表示 fx (1) ZARAZ; 

(4) RÆB 上 一 致 连续 (关于 也” 中 的 强 拓 扑 , 即 算 子 范 数 
决定 的 拓扑 ); 

(5) ”固定 任意 1,,…,lL, EB' ,定义 在 概率 空间 (B,%(B)， 
P.) LRAT R 的 随机 变量 V(xz) 会 (11(xz),…,l,(x)) 的 特 
JE š 8 

felt t) = felt l t+ + tala). 

证 ”只 证 (4) ,其余 诸 结 论 仿照 取 值 于 R° 的 随机 变量 的 相应 
的 结论 的 证 法 可 证 .B” 中 的 范 数 用 | + H, 表示 . 

FXE, ER., C€ B" BA 

(AD RUI | leo - ee | Pelda) 


<Í | - 1| P; (dz). (2.1) 
Ve >0, FEM >00, P. (|z € B: || z | > MI)< +J ó > 
0 充分 小 使 141< 3 时 | 从 -11< 三. 则 当 | 2-1 l. <Š 


A 
|. | 10) 1 (z) _ 1| P. (dz) 


ECD _ 1| P. (dz) 


<] 
IzC€CB: | z | SM] 
+2Px(1]z C€ B: || z || > M!) 


€ — 
t3 = e. (2.2) 


112 随机 过 程 论 


由 (2.1) 及 (2.2) 可知 fx 在 B 上 一 臻 连续 . 
定理 2.4 设 (B, 上 :1 ) 是 可 分 的 Banach 空间 ,uj 和 ,是 
3 (B) 上 的 两 个 概率 测度 , 则 pl 三 u 的 充 要 条 件 是 


| e (dz) = | eV a (dz) (V/ CB'). 


由 此 定理 可 看 出 : 取 值 于 可 分 的 Banach 空间 中 的 随机 元 的 分 
布 与 其 特征 沁 孙 是 相互 唯一 决定 的 . 
证 ”只 证 充分 性 ,必要 性 是 显然 的 .事实 上 , 任 取 /1,*… ,lj € 
B ,ti1,"…,tz € R, 由 假设 可 知 i 
pi (tists ta) 会 ep (dz) = [| e5 psldz) 
A o,(1 1,17. ta). 
但 是 pi (zt1，,…,ta) 是 定义 在 概率 空间 (B, 分 (B),m) 上 的 取 值 于 
R° 上 的 随机 变量 
V,(z) = (L (z), Le 
RIERA = 1,2). 既 然 o, = o, ,所 以 V, 的 分 布 恒 等 于 V, 
之 分 布 , 亦 即 对 任意 的 A; € A(R), AA 
u (Iz c B:(/ (z), l. (zr)) € A. 1) 
= m({x E€ B:(L (x), 1 (z)) € A;1). (2.3) 
注意 :(2.3) 式 是 对 任意 正 整数 a, 任意 A, € 2 (R°), LE 
I, E B? 都 成 立 的 . 即 ¿, Í =, 在 
EA liz € B:( ALz) I .(z)) € A, 1: Aj < 3(R°), 
[i l C B`, d>1) 
上 便 等 .但 是 6 是 一 个 代数 ,上 且 o (é) = %2(B) (参见 定理 1.2 中 
(5) 二 > (1) 之 证 明 ). 所 以 由 测度 扩张 的 唯一 性 定理 可 知 yi 与 ws 
TE Z (B) LEF. 
定义 2.3 Wu, 和 ys 是 可 分 的 Banach 空 间 (B, || . ||) ER 
两 个 概率 测度 ,对 任何 A € 2(B), x € BES A —- z = {y= 
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u — r:u € Aj. WAR 
[a (A - x)m (dz) 
EZB) 上 的 概率 测度 , 记 之 为 (ui x) A). ER ui * f 为 Ai 与 
Ha LER. 显然， 
yı * (A) = (p X82)(1(z,y):z= +y E&E Al), 

所 以 y * y3 = p * pi. 

定理 2.5 (B, .| ) 是 可 分 的 Banach 空间 ,jy,p ,p12 是 
2 (B) 上 的 概率 测度 , 则 u = u x a, 的 充 要 条 件 是 


endz)=| e, (dz) | E? galdy). 


证 ”必要 性 . 令 
T:BxB >B, T(z,y) = < + y. 


# u — Hı x u, M H 一 (pi X o) ° T . 故 对 任意 的 LEB ,有 
| (az) = | ee x p) © T” da) 
有 
= | ea (da) e” u, (dy). (2.4) 
ARNE. H + 


| (ui * a.)(dz) 


= | (dz): | O p (dy), 
骨 用 定理 2.4 可 得 知 充分 性 成 立 . 
定义 2.4 设 (了 B, |‖ ` |) Æ Banach Z SH, X, ,…, 义 , 是 概率 
空间 (2,9,P) 上 的 B 值 随机 元 . 如果 对 任何 A, A, C %(B), 
均 有 
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P( X (A,)) = || P(X:'(A,)), (2.5) 
i=l i=1 
则 称 XI," X, 是 相互 独立 的 . 
定理 2.6 设 (B, 上 外. ||) 是 可 分 的 Banach 空间 ,X 和 X, 是 


相互 独立 的 也 值 随 机 元 , 则 X, + X, 的 特征 泛 函 是 X 的 特征 泛 函 
与 X, 的 特征 泛 函 的 乘积 ,XI + X 的 分 布 是 XI 的 分 布 与 X 的 分 
布 的 卷 积 ， 

证 ”由 定理 2.4、2.5 立即 可 得 定理 2.6. 

注意 :对 于 取 值 于 Banach 空间 的 随机 元 列 X, X,n 之 1 
来 说 ,只 有 

Px) 一 > P; — fg > fz, 

而 有 反问 蕴含 关系 不 一 定 成 立 . 所 以 定理 2.2 对 一 般 的 B 值 随机 元 
列 来 说 未 必 成 立 . 

定义 2.5 设 iX:t € T] 是 概率 空间 (0,9Z,P) 上 的 以 
(E,é) 为 状态 空间 的 随机 过 程 . 令 

Fs (A) = P((X, 00X, ) € A) 

(AC. t,t € T), BRIF, oe it € T, 1<;<n,n 21) 
为 1X, :LE T 的 有 限 维 分 布 族 . 


33 乘积 空间 上 测度 之 产生 ,随机 过 程 的 存在 性 


为 了 人 研究 随机 过 程 的 存在 性 ,需要 考虑 乘积 空间 及 其 上 的 测 
度 的 产生 的 问题 .我 们 研究 两 类 乘积 空间 ,一 类 是 因子 空间 的 个 数 
是 可 数 的 ,但 不 要 求 因 子 空 间 具 有 拓扑 ; 另 一 个 是 因子 空间 的 个 数 
任意 ,但 要 求 因子 空间 赋 以 拓扑 ,而 且 这 种 拓扑 具有 某 些 性 质 .就 
本 书 而 高 ,我 们 假定 因子 空间 是 局 部 紧 的 可 数 基 的 T, 型 拓扑 空 
B(M ER L.C.C.B. 空间 ). 因此 , 在 本 节 的 开头 , 先 介绍 
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L.C.C.B. T, 空间 . C(EE)( 有 时 简 记 为 C) 表示 定义 在 上 的 全 
KARRERAK. E 上 的 实 值 函数 f 称 为 在 无 穷 远 点 为 零 ,如 果 对 
任何 es > 0,18 frfE E Ef K fh > € KEHA | f(x)|<e. 
我 们 用 Co(E)( 简 记 为 C) 表示 定义 在 五 上 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 
实 值 连续 明 数 的 全 体 , 玉 上 的 实 值 函数 了 称 为 具有 紧 支 撑 的 ,如 果 
存在 一 个 下 的 紧 子 集 K, 使 EK 时 f(x) =0,K 称 为 f 的 一 个 
RLE, RIH Cr ( 玉 )( 简 记 为 Cx ) 表示 玉 上 的 具有 紧 支 撑 的 实 
值 连续 函数 的 全 体 .显然 Ck C C, C C.i 2 = 2 (R). 

对 于 L.C.C.B.T ZB E EHIE) 表示 下 的 全 体 开 集 所 
产生 的 Ü 代数 , 即 所 谓 Borel o 代数 ， 

2 (E)==a(Ck)==o(1f (B):f € Ck, B € 21) 
表示 E BJ Baire o RA, 58 292 (E) 是 使 Cx Rf — KZ f JE: u] 7 
的 最 小 og 代数 , 亦 即 由 Ck Pr p= tE BJ Ü IR. 2 (E) 中 任 一 集合 皆 称 
N E 的 Borl, AE) 中 任 一 集合 皆 称 为 五 的 Baire Æ. 

对 任 一 1L.C.C.B. 空间 E, 总 有 

(|) 万 是 o 紧 的 ; 即 玉 可 表示 为 可 数 个 紧 集 之 并 ， 

(Í) 万 可 度量 化 (距离 化 ), 且 可 在 上 选择 这 样 一 度量 
(距离 )d ,使 (下 ,qd ) 是 可 分 的 完备 度量 空间 ,由 此 度量 q 所 产生 的 
拓扑 与 下 中 原来 的 拓扑 一 致 ,( 玉 ,qd ) 中 每 一 个 闭 的 dq 有 界 集 F( 所 
H F Ed 有 界 的 , 意 即 F 的 百 征 supd(z,y) < co) 都 是 綦 集 ; 

(ü) %(E)= (E) = (NR), ME E 333800 —H u 8 
基 . 

定义 3.1 设 玉 是 L.C.C.B.T, 型 空间 ,6 和 全 人 B83(E) 是 下 中 
全 体 Borel 集 所 构成 的 ao 代数 ,x EBE) EKW. RACE), 
JC 名 (E). 称 可 测 空间 (EF,%(E)) 上 的 测度 jy 在 上 关于 骂 是 
内 正则 的 ,如 果 对 任何 A € HA 

(A) = suplu(B):B EM, BCA}, 
类 似 地 , 称 u E XERFM ESINEN, W RXHE A ELA 
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u(A) = inf{u(B):B EM, BDA:!. 

FIE, ENEE PERRE, p 在 光 上 关于 驶 内 正则 ,简称 
为 凡 在 光 上 内 正则 , 奉 光 = BE), WAR e 在 光 上 内 正则 为 w 是 
内 正则 的 .类 似 地 ,和 奉 吸 是 五 中 全 体 开 集 ,w 在 光 上 关于 吕 外 正 
则 ,简称 为 yy 在 光 上 外 正则 , 若 光 = AE), WER 在 上 外 正 
则 为 y 是 外 正则 的 . 奉 既 外 正则 又 内 正则 , 则 称 ¿ 是 双 正 则 的 . 

如 琳 对 任何 紧 集 K, 总 有 ju(K) < co,， 则 称 可 测 空间 
(E,2(E)) ERWE u 是 Radon 测度 . 

H T E 中 每 一 财 集 和 开 集 都 可 表示 为 可 数 个 紧 集 之 并 ,所 以 
(E ,和 (FE)) 上 的 Radon 测 度 总 是 ec 有限 的 . 

对 于 任何 L.C.C.B.T, Z0 E, RIZA 

CE) 对 Ck(E) 上 任 一 非 负 线性 泛 函 L, EFE E Ei 
一 一 个 Radon 测度 u, fE 

L(/) = | fdu OHH fE Cx(E)); 
C) (E,%(E)) 上 任 一 Radon 测度 都 是 双 正 测 的 , 即 对 
任何 B € Z(E), A 
u(B) = supiyu(K):K C B, KÆRE) 
= infi u(G):GD B, G 是 开 集 }. 
定义 3.2 设 Q 是 任 一 集合 ,到 是 QQ 上 的 一 个 代数 , 员 性 到， 


如 果 “B, EM, NB, = @— 存在 一 个 N, 使 ÑB, = CO”, 则 称 
N È A 的 一 个 列 紧 子 族 
FMEN, EMNEIR MMED 的 一 个 列 紧 子 族 的 充 要 条 
件 为 
“B, EM, Bn C B,, B, Z @ (n > 1)= ñ B, 0". 
下 面 将 要 介绍 乘积 空间 以 及 在 乘积 空间 上 建立 测度 的 问题 
本 节 介绍 两 个 在 某 个 乘积 空间 上 建立 测度 的 定理 — —Kolmogorov 
定理 和 Tulcea 定理 . 





人 于 
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本 市 中 和 恒 设 (E,6 ) 为 任意 一 个 可 测 空 间 ,T 是 任 一 指标 集合 ， 
p(T) 是 由 工 的 一 切 有 限 子 集 构 成 的 集合 系 . 

SN = |w: w= wl): TEE! WER = E! = XE, (E, 
EEF). 自然 ,对 任何 J € oT), E 有 定义 . 

J= it t E p(T), 记 

& = X€, = lA:A=A, X: XA... A, C€ é | 
(é = ë). 
再 令 zj 为 0 = EA E 8064326458, BI 
z (e) = (olti) solt, C€ E (e€ = E”). 
(3.1) 


|! 


而 对 任何 上 ET, X, 为 由 0 #J E 的 坐标 变换 : 
Xi 0 =E, X, (6) = olt) (< € O), (3.2) 
BN X, = ain. 
对 任何 JE gpg(T), AEF, RA = z/ (A) = lo:o € Q, 
m (w) € 4i 为 以 4 为 底 的 太 柱 集 , 在 无 混淆 的 情况 下 ,简称 为 柱 
E.S 
& = 1A:ACOQ, 存 在 JE g(T), AC # ,ËË A= r(A) 
为 全 体 柱 集 ,显然 它 是 代数 . 再 令 
E = 06 )， 
即 6 为 由 全 体 柱 集 所 产生 的 o 代数 ,通常 称 为 乘积 o 代数 , 记 作 
e= XE, é =ë GET). 


ICJ, LJE e(T),% z HE AE 的 投影 变换 , 则 有 
命题 3.1 设 ICJCK, 1,J,K € e(T),W 

(1) = € /8'; 

(2) rf = ror. 

证 明 甚 易 ,请 读者 作为 习题 自 证 . 
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定义 3.3 设 忆 是 可 测 空间 (BE ,6 ) 上 的 概率 测度 (J € 
oOD). 称 |P :JE oT) 是 (下 ,6 ) 上 的 一 个 投影 测度 系 ,如 果 满 足 : 
P(x) =P, (对 一 切 [ CJE ovo(T)) (3.3) 
(P(C) (CA) P,((m) (A))). 一 般 称 (3.3) 式 为 相 容 性 条 
件 . | 
任 给 指标 集合 工 和 可 测 空间 (EE,6 ) ,如 果 存 在 (EE,《 ) 上 的 一 
个 投影 测度 系 1Pi :JE og(T)j), 则 在 & 上 可 以 定义 一 个 非 负 实 值 
集合 函数 P 满足 
Px; = P, (对 一 切 JE e(T)), (3.4) 
有 是 具 有 有 限 可 加 性 .如 果 己 在 名 上 还 具有 可 数 可 加 性 , 则 P 可 由 
é 唯一 地 扩张 到 8 = ol 多 ) 上 去 而 成 一 个 概率 测度 ,扩张 后 的 测 
度 仍 用 书记 之 , 遂 得 概率 空间 (Q = E! Z= € P). #17 X, 表 
不 Qf 上 的 坐标 变换 , 即 X,(w) = wolt) (w € Q, +t ET), 则 有 
X, € 6, 亦 即 X, (E,é) MILER, HIJE J = 三， 
C€ e(T), A EEP, 
P((X, ,' X, ) € A) = P,(A), (3.5) 
即 存在 随机 变量 族 {X, :+ ET, 其 有 限 维 联合 分 布 族 就 是 投影 测 
ERIP O J € o(T)}. 

Æ 3.1(Kolmogorov) 设 瓦 是 局 部 紧 可 数 基 的 T 型 空间 
(AA L.C.C.B. T, ZA), EE 中 全 体 开 集 所 产生 的 6 代数 
( 记 作 BE = Z(E), # (E) 中 任 一 集合 称 之 为 Borel 集合 ) Z 
IPJ € e(T)] 是 (已 ,BE) 上 的 投影 测度 系 , 则 (3.4) 式 所 定义 的 
O 上 的 集合 肖 数 局 是 鲁 上 的 概率 测度 . 由 于 氏 是 代数 ,所 以 呈 可 
由 的 唯一 地 扩张 到 Gi = o( 杂 ) 上 去 而 得 一 概 康 测度 ,此 概率 测度 
BA PŘF. 

证 ”沿用 前 面 的 符号 ,由 于 玉 是 L.C.C.B.T, 空间 ,所 以 任 
WJ € p(T), 积 拓扑 空间 E 亦 为 L.C.C.B.T 空间 ,从 而 


EN ma < 


ve 
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é=3(E) = 2(FE), (3.6) 
此 处 ,如 前 所 定义 , 6! = X E E, = ë, 3, (E! ) Æ E! H Baire o 1È 
A,B (E ) E E 的 Borelo EA, BS LL 为 @ 中 的 全 体 紧 集 ， 
X= in; (K): K EX, JE e(T)!, 
即 关 是 全 体 以 紧 集 为 底 的 三 柱 集 (J 取 遍 o(T)). 由 于 @ 是 全 体 柱 
# MAICA. 
由 于 ;Pi :JE oT) 是 一 个 投影 测度 系 ,从 而 满足 相 容 性 条 . 
件 (3.3), 所 以 PP 在 名 上 的 定义 是 唯一 的 .显然 PP 是 如 上 的 满足 
有 限 可 加 性 的 非 负 集合 函数 , 且 P(ET) = 1. 如 果 我 们 还 能 证 : 
(Í) 已 在 久 上 关于 交 是 内 正则 的 ; 
(iD) 关 是 名 的 一 个 列 紧 子 族 ， 
则 可 证 
“F, Eh, Fy, Ø= PF, ) Y0”, 
AT P Ea 上 一 个 概率 测度 .事实 上 ,车 ( i) 和 (ii ) 成 立 , 任 取 
F, € ó, F, + ,假设 
P(F,)v ó, ó >O, 
则 由 ( |) 可 知 对 每 个 n 宇 1, 存 在 K, C F, , K, € X,Í# 


PCF, - K,) < sr. 
MF, ñK. = Ù (F, -K EOP, -KOV 
P(R -ÔK ) <È >0 (a>1), 
从 而 


PINK >PO) -5>2 (nD). (3.7) 


D: nli% 


由 (ii ) 及 (3.7) 式 得 NK, Z Q, EA 
取 法 矛盾 .所 以 


F, Z O, XSF) B 


Il 
pi 


m 
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“F, € & F, O= P(F,) v 0”. 
行 能 证 (1 ) 和 (ii ), 则 定理 3.1 得 证 . 
(i) 任 取 BE 人 H, 由 民 的 定义 得 知 必 有 J Ep(T), AEP, 
使 B= r; (A). BTF P 是 8 上 的 概率 测度 ,当然 更 是 Radon 测 
度 , 所 以 P, €E 上 双 正 则 ,因此 
~ P(B) = Pr7'(A) = P,(A) 
x = supfP( ):K C A, KEX) 
= supi Pry ( K! ) : K? CA, K EZX? 
< supi P(K):KCB, KEX}, 
而 上 式 左 端 之 右 端 乃 属 显然 ,所 以 忆 在 名 上 关于 X% 是 内 正则 的 . 
(ii) HEE AE o 的 一 个 列 紧 子 族 . 
自 先 证 明 AEAN R. 任 取 K; EGE J, € vw(T)， 
Kh € Ni, 使 Ki = z (Kh), i=1,2. 令 J = J, UJ. 

(a) #J J, =Q, Wie Ji = 11, 7 1 ts Ja = tni, 
etl tAE) mn, J=] UJ =l, t ,于 是 
K, N K, = ai (K) N ri (K2) = (OK x Kz), 
其 中 K} x K2 J E! = E x El 中 的 紧 集 ,所 以 开门 KE 次 

(b #*#J 1 J, Z@,WnIf£ J = {titah J. = lt, 
esth J = J UJ = tl, 1< s< m < n, t, # t, 
(¿Z j), 于 是 

K, N K, = a7 (KI) N rj (K2) = zy! (4), 
A = (Ki x X E,)n ( X E, x K2 ), 
€ J-J, € J-J, 
E, = E. 
由 于 T, 空间 中 的 紧 集 必 为 闭 集 , K'* 是 Wi 中 的 紧 集 , 故 Ki x 
XE 是 EE 中 的 闭 集 , 从 而 A” BHE 中 之 闭 集 
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又 因为 
A C ET (Ki ) X CARS (K; ) 
N h pa (KZ) X rp aa (K2). (3.8) 
若 注 意 紧 集 之 投影 亦 是 紧 集 ; W S E Z 28 JE Es E, 紧 集 之 
Cartesian 积 亦 是 紧 集 , Ki: 为 紧 集 , 则 可 知 (3.8) 式 右 端 为 紧 集 , 而 
T, 空间 中 紧 集 之 闭 子 集 , 亦 为 紧 集 ,A 为 闭 集 ,所 以 A 为 紧 集 ， 
从 而 Ki 站 K, = z; (A) € X 
我 们 证 明了 交 是 开 系 . 
AFAR AAEE a 中 的 一 个 列 紧 子 族 ,只 需 证 
HJ 
“K, € X, Kn C K,, K, # @ (n > 1)= ñ K, = @". 
EKE, H íW8 EX KI IK, 为 非 升 集合 列 可 令 
L 一 1 C T, 
J, = [ft st C o (n 21), 
J, C J. (n — 1), 
K, = ny (Kh), Ø Z Kh EN (n > 1). 
但 是 ,对 任何 固定 的 1 , 当 zt, € J, RF, 
m (Kan) 一 (ri ° m )XK,) 
= m; (m (K,)) = z; (m, [1 (K ))) 
一 r (Kp) 
EIR RKE. MA r EJ 时 ,由 K, 是 非 空 的 J,- 柱 集 可 知 
m (Ka) 一 E, = E. 
XAN Kui C K,(n 之 1), 所 以 fxi, 1(K,):n > 11 除 前 面 有 限 


项 为 EE 以 外 ,其 余 诸 项 构成 一 个 非 空 非 升 的 紧 集 序列 . 令 
F, 一 Tii (Kra), n(k) = min{n:n >l, J, D ti | ， 
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N F, RESER, EF in 1(K,):n 之 1 AWE, 
J, D =n > nlk) F, = m (Kro) D mpi (K, ) 
HE, ES 下 为 E 的 非 空 紧 子 集 ,F, = F(e C T- l), 
Qo = (2 F. ) x (X F, )， 
MH) O, 是 ET 中 之 紧 子 集 , 且 | 
D (XÁ rm (K,))x ( X F,)x ( XF) 


t CT n 


D Kh x x (XF F, )x ( F,). 


tET- Io 


1 
T 
= 


i 
w N K, = Kr x( XP)x( X F,)Z@ (n>). 


而 KrF F, EARR, HA Qo N K, 是 紧 集 , XAXIM N 


K,:n 之 二 是 非 升序 列 ,所 以 () (Q, N K,) = @, EA ñ K, > 
O, AE a 的 一 个 列 紧 子 族 ,定理 证 毕 . 

例 3.1 iW E =R, £= 2(E) = 8(R) 为 R 中 全 体 Borel 集 
全 ,显然 上 是 L.C.C.B.T, =I], IK TC R, wo(T) 定义 如 前 , 令 
(aisb13 anaba] = za < zx, < b, 1< i < n]! 
NR 中 之 左 开 右 闭 区 间 ， 


为 半 环 .车 对 任意 = Ta. | E e(T), z, < t, < -':' < t, , 
有 n HEIM RRF, oee (T) tta) D TE 满足 : 


Ci) 对 任何 (el bisan, b] € S, A 
P((a1,b1; ya, sOn ])= F, e- a (bi, b, ) 


_ (Fos (a1,b2,: “,b, ) 十 
十 Fee (bi, b,a, )) 
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+ (Fs (a,,a,,by," b.) + °: 

+ F, e (bi i b o a, a,)JjJ— 一 

+ (一 L'E, i (a, a.) > 0; (3.9) 
CH) F, e (aí, z, ) 对 每 个 变量 x, BARER; 


(i) 正则 性 : 
lim F, oe, (xx, ) = 0 (¿=1l,-', n), (3.10) 


z, — — QO 
F 


lim 


Gsi, n) ü 
F £ 2 r Tn PE RUR 
(Fp ee :t,t CT, =l, , n, n> 1) 
满足 相 容 性 条 件 : 


lim A ÈE Ensi) = F, 
ati 


+ 


my (zi ) = 1. (3.11) 


1 (x U ZT.) 
T 


(3.12) 
则 P, 是 半 环 £ 上 的 一 个 有 限 测度 , 它 可 唯一 地 扩张 到 ol) = 
%(R") 上 去 ,而 成 一 个 概率 测度 ,此 概率 测度 仍 用 P, RZ. P, 称 
为 由 维 分 布 函数 F, oe 所 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ,人 简称 
L-S 测度 .由 于 相 容 性 条 件 (3.12) 成 立 , 所 以 {Pj:JE p(T)| BA 
投影 测度 系 . 因此 ,用 定理 3.1, 在 (E',E7) = (XR XE) EF 
在 唯一 一 个 概率 测度 中 满足 
Pr = P, 4—91 J € e(T)), 

此 处 R, =R, £ = 2 = 2(R), t € T. 

定理 3.1 讨论 的 来 积 空 间 中 产生 测度 的 问题 ,对 指标 集合 
未 作 任 何 限制 ,而 对 因子 空间 (EE,《 ) 的 拓扑 倒是 作 了 限制 ,假定 
f EEL.C.C.B. T, 空间 ,6 = 8%(E) 是 下 中 全 体 开 集 所 产生 的 
o 代数 . 

如 果 限 制 指标 集合 工 是 可 数 集合 ,在 可 数 维 的 乘积 空间 中 产 
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生 测度 ,对 因 了 于 空间 (下 ,6 ) 就 可 以 不 加 任何 限制 ,甚至 不 要 求 E 
上 有 拓扑 结构 ,只 要 求 (E,6 ) 是 任何 可 测 空间 就 行 ,这 就 是 下 面 
的 定理 . 

定理 3.2(Tulcea) 设 工 为 任 一 可 数 指标 集合 ,不 妨 设 了 = 
10,1,2,…| ,对 任何 上 ET， (E, ,6 ) 是 一 可 测 空 间 , 令 有 三 已 三 
X E,, 6 = X é,. 对 任何 = 11 ,…,t,| € p(T), 记 E = 
r€ T CT 


XE, & = X6,. 恒 记 ] = |0,1,…,n -让 ,对 任何 TCC]E 
g(T), (r) 仍 如 定理 3.12 Q 3] E (E 3IJ E! ) 的 投影 变换 . 令 
ó = lA:A = r (A), AE ó, n> 1| 

3⁄4 4.2 2 KR, (é) = Xe, 

若 对 任何 n 之 2, 存 在 函数 ps (zo. z, a ; A-1) (z, € E,, 
Ana € Crai), R Pa tosts Tna; ") 是 Ga 上 的 概率 测度 ， 
Pa Caty As) € @"l, 此 外 ,还 有 负 上 的 概率 测度 p1. 对 任何 


n—i 
B, € GE = XE@ ,定义 
1 = Ü 


P, (B, ) = |. pi (dzo)| b. (za;dz) 


| amam ndn 
n —_1 


° l; (zo ,XT1 U T.A), (3.13) 
P(x; (B,)) = P,(B,), (3.14) 


O 


则 已 是 代数 él 上 的 一 个 概率 测度 ,从 而 它 可 唯一 地 扩张 到 XB 
i=0 
= (CE ) 上 去 而 得 一 概率 测度 . 
证 ”站 先 说 明 (3,14) 式 中 的 定义 在 伪 上 的 集合 函数 已 是 一 
TH RKE AACE, A= a (B,)= a (C,),m>n, 则 
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二 一 上 
VA Cn = B, x XE;, 从 而 
pi(dzo)| pa( xoy dx) 


pn (Zo, "U, Z. 2 dra ) 
-1 


n 


J 
| 
| | b, (Xo | sdz, ): "° 
| 


F Pm (xzo Em2 d£n- ) 
1 


m— 


° ls (Zo, s Lp) ° 11. (>, Tm) 


ITZA 


一 | pi(dzo)| p2( xo; dzr1) 


° |. Pn (£o 5” ”9 XT, 2 ; dz, 1) 
n-i 


' la 〈《Zo TX-1) 
= P,(B,). 
显然 ,P 在 6. 上 非 负 且 具有 有 限 可 加 性 ,所 以 为 了 证 明 P 是 6 上 
的 测度 ,只 和 需 证 明 
“A, € ë, , A, O= P(A,) Y 0”. 
为 此 ,只 需 证 明 
“A, = zj (A,), A, € 8 , A, YÓ =>P(A,) v 0”. 
# A, = x; (An), A, € 6", A, D Anais limP(A,) > 0, 


推 证 NA, Z @. 
事实 上 ,由 PP 的 定义 有 
0 < limP(A,) = limP,(A,) 


一 lim| pi(dzo)| p2 (Xo ;dx1): 
nm E, E, 
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| b, L0, z 2 ;dr,1) 
' l, (Los Eis, Ey). (3.15) 
今 
A, (=) 一 LETITE TEDER c E; ， 1 一 lyen _ 1, 
(£o, Eist, € A,! 
a-l 好 一 ] 
为 A, 在 zo 的 截 口 集 , 由 A, € XE MA, (z ) € X é, MEX 
i= 0 =j 
p‘P CHENN (A, (zo ))) 
= | pi(zosdz1)"| pa Tos, La dr, 1) 
E, E -1 
° La oo) (T1, Lp) 
= | pa(zxosdz1)"| pn (Xo, En dz, 1 ) 
E, El 


`l, (T0, £1," , En-1). (3.16) 

又 因为 A, = ma. (An), A, D Ansi , BID An C A, x E, , 
从 而 

1A p (T: y En) < Lea xE Xap) (TI ,Tn 1 Tn ) 

一 LA (zz Ta 1), (3.17) 

骨 注 意 pw (zo，,… ,Xx,_1;') 是 概率 测度 ,所 以 由 (3.16) 和 (3.17) 
式 得 

已 (nila (An (ro))) 


=| p(xosdz1)| pr (To,  T 2 dz, |) 
El E _| 


n+1 T0) (xı "Tn ) 


| | Panti (zo s "a Ent ; dx, )1a 


<| pa (zaidi) | Db. Zo, Z. dr, 1) 
1 n-i 
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— | p(xo3dz1)"| p, (x0, TX,» dz, |) 
F, Ei 


' la e zi, Tl) 
= PP (x i.. I (A, (zo ))). 
HTA 
PP (aiina lAn Cro) VY YP Cro) (nå œ). 
显然 YD 之 0. 将 (3.16) RA (3.15) 式 并 应 用 控制 收敛 定理 可 得 


0 < limP(A,) = | p.(dzo)(limP') (zi... u (A,(zo)))] 


= | pi(dzo) Y” (zo), (3.18) 


而 由 YO >o T, E Eo, tE YO (T) >0. EH Y” 的 
定义 知 
PP (x (A (2.))) S YOE) >0 (n 2>1). 
(3.19) 
由 (3.16)、(3.19) 式 知 A, (T0) Z Ó (n > 1). # 
An Xo, x1) = {£2 stna) n; € E, i = 2," ,n l, 
(Tos Tı pty Ea) c A, ! 
为 A, 在 (zo;zi) 上 的 截 口 集 , 而 以 PO (rn (A, (T0))) 符 
代 P (iioi, n1] (A,)) = P(A,), 并 定义 Pp”. 
PP (ai. n (A, (To ,1 ))) 


一 |. p3 (Zo dz b, (Zo, T] EEEE 2 ; dx,_1 ) 
2 n—1 


° LA cz ) (za Ti), (3.20) 
仿 上 , 必 存 在 去 € 五 ,使 
P (mi (A, (Z ,Z2,))) >0 (n 222). (3.21) 
H(3.20).(3.21) 式 得 
A, (元 0 元) 天 人 (n 2). 
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如 此 下 去 , 必 存 在 =; < E, (i 一 0,1,2,…,n — 1) ,使 
A, (Zo: Tir, Z.) E (n 21), 
RI (To sT] | € A, (n 之 1) ,从 而 


3 ) ED ri (A 


定理 证 毕 . 


附注 ;(1) 若 p,(zo,…,z,-2;B,) = p(B, ) 不 依赖 xo,…， 
zs-2, 则 称 P 为 独立 乘积 测度 ， 
(2) Æ paltos" 


z, Bn) = p, (27-2; B, ) 不 依赖 Los”, 
za-3, 则 称 P 为 马尔 可 夫 乘 积 测度 . 


34 条 件 概率 与 条 件 期 户 


讽 (0,F,P) 是 完备 概率 空间 ,A,BE Z, P(B)>0, X= 
(Xit, Xa): Q >R, X € 8(R"). 在 初等 概率 论 中 ,我 们 曾 


定义 过 X HAE A 关于 B 的 条 件 概 率 、 久 关于 B 的 条 件 期 望 分 别 
如 下 : 


E(X) A | XCwo)P(do) 


—ks 


IK; | XT (dr), z(P ° X2)(4z)); 
P(A | B) e P(A N B)/P(B); 


E(X | B) Af X(e)P(do | B) 


一 [zF e) | zF, (az)), 
其 中 F, (z) P(X: <l B). # EX X, 的 方差 为 


Var(X,) & E(| X; — E(X,)|’). 
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在 这 一 节 中 ,我 们 将 要 引进 取 值 于 Banach 空间 (B, | + || ) 的 
随机 元 X 关于 6 代数 (特别 地 ,关于 随机 元 Y) 的 条 件 期 望 . 
定义 4.1 设 (2 ,9,w) 是 测度 空间 ,(B, || ° || ) 是 Banach 空 
间 ， 
X: >B, 
称 XX 天 于 多 强 可 测 ( 简 称 强 可 测 ) ,如 果 存 在 简单 算 子 ， 


k 
X, = 2 ci La J 
1= 1 


ci” € B, AP € F, YAP = 0, APAY = @ G = j) 
(n > 1) ,## 
(s) lim X, = X, |a.e. | 

(极限 号 前 冠 以 (s), 表 示 强 极限 , 即 依 范 收敛 ). 

FE, EC, F, u) = (0 ,Z,P) 是 概率 空间 , 则 称 关于 多 强 
可 测 的 B 信 算 子 XX 是 B 值 强 可 测 随机 元 .更 特别 地 , 若 B = R, 则 
称 关 于 多 强 可 测 的 R 和 值 随机 元 为 随机 变量 . 

注意 : 当 (B, | + ||) ÆT 5 Banach Z Bst, X:N >B. WJ X E. 
B 值 强 可 测 随机 元 的 充 要 条 件 是 XE 2J23 (B), HEt 2 (B) E. B h 
开 集 所 产生 的 c 代数 .更 特别 地 , 当 B = R FF, X E: RAD 
量 的 充 要 条 件 是 XE JAR). R 值 随 机 变量 简称 为 随机 变量 . 

还 要 指出 的 是 : 若 园 C8(B), Ü (92) = 2(B), (B, || - |) 
是 可 分 的 Banach 空间 , 则 

X € ZJ2G2(B)<=— X `! (MTF 

命题 4.1 设 (0,ZF,1) 是 完备 测度 空间 , (B, 上 - |) 是 
Banach 空间 , X: Q >B, 和 是 关于 图 强 可 测 的 , 则 

(1) J X(o)] :2 =R, | X | € JAR); 

(2) 存在 简单 算 子 列 |X, 上 使 

ÍX, Co l S2IXl (Vw€E 0), 
(s) lim X, = X, |a.el. 
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证 明 甚 易 ,从 略 . 
定义 4.2 B(NA,F, u) 是 完备 测度 空间 , (B, 上 ， j|) 是 
Banach 空间 ,外 :0 >B, X $F F39 nj M, H. 


| XG) I (dw) < o. 
1) #X Fig) 55.39 T: 


X 一 yc i 
i=] 


则 定义 XE A E) 的 Bochner 积分 为 > cul A,), 记 作 : 


(s) | Xax = > op(4) 
(2) ”对 满足 定义 4.2 的 任 一 个 X ,由 命题 4.1, 可 取 简 单 算 
子 列 |X 上 ,使 
(s) lim X, = X, |a.e. J; 
| IX, lo | < 2| Xle) (¿€ n), 
则 定义 X( 在 Q 上) 的 Bochner 积分 为 
(s) | Xdg = (s) tim | (s) | Xdx). 
为 了 说 明定 义 4.2 的 合理 性 ,需要 证 明 ; 
定理 4.1 设 (0,9,w) 是 完备 测度 空间 ,(B, | - | ) 是 Banach 
空间 ,X:0 >B,X 关 于 5 强 可 测 , 且 | | Xlo) || (de) < oo , 则 对 
任何 简单 算 子 列 |X, | ,只 要 
(s) lim X, = X, [a.e. ]; 
[X (o)| < 2] Xlo) (¿C Q), 
必 有 : 
(1) FE x € B,4£ 
(s) tim ( (| X,d ) = z, 
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若 还 有 简单 算 子 列 | X, | 亦 满足 
(s) lim X, = X, [ae.]， 
| EC) <21 Xlo) (o € n), 
则 
(s) lim ( (9f Xd ]= (s) lim (8) | X,ae ); 
(2) lm| | X(e)- X, (w) || (de) = 0. 


证 (1) 由 命题 4.1, 可 取 简 单 算 子 列 {X } 使 
(s) limX, = X, [a.e. ], (4.1) 
(X, o)l < 2 Xo) (w €a). (4.2) 
H(4.1).(4.2) 和 控制 收敛 定理 可 得 


(9f x,d, 一 (s)| x, da 








cr 
< lim | | X. 一 和 | dz 
< im (f 1X, -XIa + f 1X- Xn Iad) 
= | lim |X,- X| dy +f lim |X- X, dx 


= 0. 
由 Banach 空间 的 完备 性 得 知 : 存 在 x € B, 使 


x = (s) tim( (| Xade). 
若 还 有 简单 算 子 列 { X | ,使 
(s) lim X, = X, [a.e.], 


| X(e)| <2|] XO) lw € m), 


ò 
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~ 当 n HER, 


i X., 当 n 为 偶数 ， 

则 简单 算 子 列 1 Y. | 亦 满足 (4.1) 和 (4.2), 所 以 必 存 在 y € B, 使 
y = (s) lm 人 (9f Yade ). 

但 (s)| Xdp 都 是 


以 





(s)| X, dz | 和 








(s)[ Yade | 的 于 序列 ,所 


(s) lim (| Yade) = (9) lim( f Xray) 


= (s) lim( (9| X,d) = T. 
(2) ”可 由 1X,} 之 定义 及 控制 收敛 定理 证 得 . 
定义 4.3 K(0,Z a) 是 完备 测度 空间 , (B. | + |) 是 
Banach 空间 ,X:0Q >B, X 关于 8 强 可 测 , 若 定义 4.2 中 所 定义 的 


(| Xa, 
在 B 中 唯一 存在 , 则 称 XE Q 上 ) Æ Bochner TRH. 
从 定理 4.1 可 知 :| | X(o) || z (da) < co 是 B 值 强 可 测 的 


X 为 Bochner 可 积 的 充 要 条 件 . 
与 普通 的 Lebesgue 积分 一 样 ,我 们 定义 


(s)| Xdu = (s)| laXdu (A € 2). 
A n 
定理 4.2 设 (C,9 u) 是 完备 测度 空间 , (B, 上 .| 上) 是 
Banach 空间 ,X :0 1 B, X, $ F FETA af |X, ldu < %, 
n 
c ER(i=1,=,n), 2 


# 


(1) >) GX, Æ Bochner 可 积 的 , 且 


i=] 
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(J| > cxdn 一 > c (9| Xde); 
(2) 若 A, EF, A, An = Ø (n Z m), A 
(s)| a Xde = D | Xde: 
(3) O| fde ll <| IA dys 
(4) Æu:N R, u C FAR), | u |dz < eco , 则 对 任何 
XEB, 有 
(s)| w(e)za(de) = z| ulw)p(dw). 
证 明 甚 易 , 从 上 略 . 
下 面 我 们 先 引 进 实 值 随机 变量 关于 o 代数 的 条 件 期 望 ,然后 
骨 引 进 B 值 强 可 测 随 机 元 关于 a 代数 的 条 件 期 望 . 
定义 4.4 RN,F, P) 是 任 一 完备 概率 空间 ,X 是 其 上 的 随 
机 变量 ,E(| Xi) < ce, 9 是 9 中 的 子 c 代 数 . 若 了 YE 9%(R), 而 
且 满 足 
| YqP = | xd (VA ES), 
则 称 Y 是 XX 关于 so 代数 4 的 条 件 期 望 , 记 之 为 
Y= E(X|%). 
RANE, Æ X = Iy 是 M 上 的 示 性 函数 ,ME Z,WJfK E( X | % ) 8 
M 关于 oa 代数 8 的 条 件 概 率 , 记 之 为 E(X18) = P(M|%). 
设 O AERE, (E, E) 为 任 一 可 测 空 间 , 古 是 任 一 指标 集 
合 ,XX,:0 E (tE r), i 
c (X, ,t € DT) = o( UX, (é )). 
显然 X, (EO E c 代数 ， 但 UXT (6E ) 未 必 是 o 代数 
ol UXT (8 )) 是 合 UX CE) 的 最 小 a 代数 
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如 果 对 每 个 上 € p, Z ÆR 上 的 oa 代数, 则 和 恒 记 
NI A oUF), 
于 是 
o(X,,t Er) = V X, (8). 
以 后 总 记 
E(X| X. t € P) E(Xlo(X,,t € T')). 
E(X|X,= x) 为 E(X|X,) 在 lw € 0:X,(w) = z} 上 的 值 . 

注意 :由 Radon- Nikodym 定理 得 知 :车 E(|X|) < co, 8 是 多 
的 子 o 代数 , 则 E(X18 ) 除 一 个 PP 测 度 为 0 的 集合 外 是 唯一 存在 
.的 .以 后 言及 条 件 期 望 (特别 地 ,条 件 概 率 ) 相等 , 均 系 除 一 个 PP 测 
度 为 0 的 集合 外 相等 ,[a.e. ] 符号 略 去 不 写 . 

下 面 我 们 列举 条 件 期 望 ( 概 率 ) 的 性 质 . 

1) X,X,X, 是 概率 空间 (2 ,多 已 ) 上 的 随机 变量 ， 
c,C t c, 是 实数 ,98 是 多 中 的 子 o 代数,E(|X1) < œ, 
E(|X:|) <œ, 5] 

(a) E(c|% ) = c; 


(b) E(X, cX.1%)= 2 cE(X; |); 
(c) X, > X,— E(X,|%) > E(X,|%),FFBI HB , 
X20 = E(X|%)> 00. 

(2) WX Edi 3 2s BJ (Z, P) 上 的 随机 变量 ,下 (|X| ) 
< ©, GG G Ë J Z RB f- a RA, B. %, C %, C %,, 如果 
E(X|%,) 关于 | 可 测 , 则 

E(X|%,) = E(X|%,) = E(X|Y,); 

E(E(X %,)|%,) = E(E(X|%,)1%;) = E(X|3). 

(3) (OQ ,2, P) 是 概率 空间 ,多 是 多 中 的 子 c 代 数 ,A € Z 
(n 之 1), 则 

(a) A,A (相应 地 ,A, 1A)=>P(A,|3 )tP(A|$) 
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(相应 地 , P( A. G) Yy PCAS )); 
(b) A, N An = Ø (n Z m)=>P(Ų A, 4) 


= > P(A,|%). 


nl 

(4) 设 X 和 YY 都 是 概率 空间 (2,9,P) 上 的 随机 变量 ， 
E(|X|)< =, E(|XY|) <, $E #rhWJ f ott, Y X: 9 
可 测 , 则 

E(XY|$) = YE(XIY)， 
特别 地 , 若 f 是 实 变 实 值 的 Borel BJ šI) Ag, Ill 
E(X/(Y)| Y) = fÉ(Y)E(X Y). 

(5) 若 X 是 概率 空间 (2, 先 P) 上 的 随机 变量 ,区 (|X | ) 
< co ,5 和 是 到 中 的 子 c 代 数 , 细 与 ac(X) 相互 独立 , 即 是 任 取 A € 
4, B Eo(X), 恒 有 P(AB) = P(A)P(B), 则 

E(X|%) = E(X). 
特别 地 , 若 两 随机 变量 X 5 Y 相互 独立 , 则 
E(X| Y) = E(X). 

(6) 设 X 为 概率 空间 (Q Z, P) FóJBBSL FE EXI) < 
°, $E SRB f oo 代数 ,A C q, 9 会 1B:B = AD, D € g], 
M ç K % hf a 代数 ,A € % HB. 

E(X 19 )1, 一 E(X]%)1,. 

定义 4.$5 设 (0 ,多 已) 是 任 一 概率 空间 ,9 ,9 是 8 中 的 子 o 
代数 . 称 2, 与 9, 相互 独立 ,如 果 对 任意 A. E 乡 (;i = 1,2), A, 与 
A, 独立 , 即 P(A1A,) = P(A P(A). Ë +B ZW T o 代数 ， 
称 3| 与 9, 关于 儿 条 件 独立 ,如 果 对 任意 A, € 9 (i = 1,2), 有 

P(A,A,1%) 一 P(A, |%)P(A,|%). 
定理 4.3 % 与 9, 关于 当 条 件 独 立 的 充 要 条 件 是 
P(B,|%)= P(B,|%V %) (YB, €%). (4.3) 
证 ER B€ Z, BEG ,BE 终 .由 条 件 期 望 的 定义 及 
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性 质 44) 有 


|... P(B:1g)dP = | EG BE(Gla19)1g)dP 
BNB, B 2 


_ | EG [9)E(ls |9)dP. (4.5) 


现 证 定理 的 必要 性 部 分 . 设 9 与 %, 关于 允 条 件 独立 , 则 对 一 
UJ B € %, B, € %,, BEG, ES 


E(1s |%)E(1, | 乡 ) = E(ls 1s,|%). (4.6) 
H(4.4),(4.5), (4.6) 有 
| la dP = | P(B,1g )dP. (4.7) 
BB BAB, 


欲 证 (4.3) 成 立 ,注意 P(B |9) £ % V % 可 测 , 则 只 需 证 明 对 
任何 CESV %, A 


| 1 dP = | P(B,] ydP. (4.8) 
C C 
事实 上 , 任 取 B, € 多 , 令 

C 2 C 


M, = IC:C= BNB, BEG, B € %,!, 
MJ 9, E H # H 9, DUA. H.D AMD M . TR, M 是 
d 系 , 所 以 由 第 二 章 定理 1.2 有 
MO 3, = d(M,) = o(M)D o (% U % ) 
= % V %,. 
此 有 即 (4.8) 对 一 切 C € % V 名 成立. 必要 性 部 分 得 证 . 
最 后 证 明定 理 的 充分 性 部 分 . 设 (4.3) 对 一 切 B, € % 成 立 . 
则 
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| P(B,19 ydP =| I dP (BEGg B C€ %). 
BNB, BNB, 2 


(4.9) 
E (4.4), (4.5), (4.9 有 


| ECs, ls, |4 )dP 


ü | Eas 9 )E(1;, |9 )dP (BE, B, € %). (4.10) 


而 (4.10) 式 左 、 右 两 边 积 分 的 被 积 函 数 都 是 关于 乡 可 测 的 ,所 以 
E(is 1z, 1%) = E(ls 19)E(1s, |%). 
充分 性 得 证 .定理 证 毕 . 
定理 4.4 设 0 是 任 一 集合 , (E, E) 是 任 一 可 测 空 间 ， 
f:Q E, g:0 ŒR, A] g 关于 co( 了 ) 可 测 的 充 要 条 件 是 存在 
h:E =R, h € 8%(R), 
使 g = h( f). 
证 ”充分 性 显然 成 立 . 下 证 必要 性 . 令 
H= ig:g = h(f), h € A(R), 
则 2 kk 8) & 2 k iy ERREZE. Sih, (f): > 11 E: Lp 
的 使 下 = supl h, (f)) AKE RAK — AMERA, B 
A = |z € E isup h, (x) < oo | , 
则 AE6，FO)CA. 定 义 
sup h (z), ETEA, 
h(x) = i 


0, # x€A, 
W € EBR), E F = (有 ), 即 FE€ Z. iB fE C € olf), M 
H o (f) 的 定义 知 存在 B € 6, 使 C = f '(B), AÑ le = 1, ° f 
€ 光 由 第 二 章 定 理 1.3 得 知 光 包含 了 Q 上 一 切实 值 c( f) 可 测 的 
函数 , 即 是 对 任何 g € ol f)/B (R), VA h € EZ (R), $ g = 
h( f). 
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现 再 取 g € o (/)/ 3 (R), g" = arctan g, Mj z* € c(f)/ 3 (R). 
如 前 所 证 ,存在 h”E€ ABR), Eg = h“(f). 我 们 可 以 假定 
h (EE) 己 | 一 至 ,下 |, 因 为 g" 只 在 此 区 间 上 取 值 . 令 h = tah’, 
Rj h € E/B (R), g = h(f). 定 理 证 毕 

定理 4.5 设 人 0 为 任 一 集合 ,为 任 一 指标 集 ,|18,:i c pi z 
Nn 上 一 族 5 代数 ,G = V9;, 则 对 每 一 个 A € ,总 存在 厂 的 可 数 
TIA EVI. 

证 s 

M= {A € %: f #E T' Bj u 2k FE I, ## A EVG), 则 
Mm US, ANE 5 代数 , 故 = 9 乡 .定理 证 毕 . 

定理 4.6 HA, Twi, (E e): € Pi 是 一 族 可 测 空 间 ， 
f: =E, (i € DP), £ $ = olf, i € P), oN PR, ç € 
ZJG (R), W| # # T 6 T k + £$ I 及 定义 在 可 测 空间 
OE: XKE ) L 5 A T R ER h , R h € (XE 2 (R), 44 

2 = h° fi; 
其 中 fi(w) = (flw) EI, o € Q. 

证 < 3k = l[a,bl]:a 为 有 理 数 或 - co, b HAHAA 
co) MM un OE S 8. A Sie 9 = [A,A]. EN 
A, EM, H eo € AZ (R) RA o (A) € .由 定理 4.5 得 知 存 
在 卫 的 可 数 子 集 到 ,使 

p (A) Elfi iEn). 
@I=UL,M| o (M) Colf, i EI), A 
p (Z (R)) = g !(ae(90)) = olo (MW) C olf, i € L), 
此 有 即 
g € olf i € D/Z (R). 
HAER 4.4 得 知 :满足 定理 4.6 中 的 条 件 的 是 存在 的 .定理 证 毕 . 
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作为 定理 4.6 的 应 用 ,有 

定理 4.7 设 了 是 概率 空间 (2,9,P) 上 的 随机 变量 ,及 是 任 
一 指标 集 , {XX, :i EE 厂 | 是 一 族 随 机 变量 ,E(|Y|) < co , 则 存在 站 
的 一 个 可 数 子 集 1, 及 定义 在 可 测 空 间 (XR: , X2; ) 上 的 实 值 函 
Xh, h € (X2; )/2 (R), 

E(Y|X;  Er)=heX;, 
其 中 X (w) = (X: (w) € I), o € Q, R = R, 23, = 2(R), 
iE I. 

证 “在 定理 4.6 中 取 p = E(Y|X,,; € P), E =R, & = 
2(R), 上 六 = 和 XiE 了 也, 则 由 定理 4.6 和 定理 4.4 及 下 面 的 附注 
4.1 即 可 得 定理 4.7. 

附注 4.1 ET T= 11,2,…,n1, 则 存在 

h:R° œR, h € 2(R°)/2 (R), 
使 E(Y| Xi,…, Xa) = h(X,,:: Xa). 

下 面 我 们 将 给 出 期 望 与 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 . 

定义 4.6( 凸 集 与 凸 函 数 ) AR 中 的 子 集 S 是 凸 集 , 如 果 

ryES=>((l1 -A)r+Ay)ES(YO<AXA<1). 

ë S E R° 中 任 一 子 集 ,f:S F>R, 若 

i(z,t):z € S, t € R, ; 之 f(x)| 
是 及 ”中 的 凸 集 , 则 称 f 是 S Ehret. 

显然 R 中 的 区 间 ( 开 的 或 闭 的 或 半 开 半 闭 的 ,有 穷 的 或 无 穷 

的 ) 均 为 凹 集 ,反之 , 若 注 意 对 任何 a < y < 8, 有 


_ Za. m 
y FEP B+ ga ， 


则 可 知情 中 任何 凸 集 必 为 区 间 ( 开 的 或 闭 的 或 半 开 半 闭 的 ,有 穷 的 
或 无 穷 的 ). 
我 们 首先 给 出 点 函数 的 几 条 性 质 ,详细 证 明 请 参见 [71]. 
命题 4.2 Afla, h) R (a 25 — so, ATA oo), WJ F 
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列 陈述 年 价 : 

(1) fla, b) LAAR; 

(2) /(az+ (1- 2)y) < A/(z) + (1 -A)f/(y) (Và € 
(0,1), x,y € (a ,B)); 


(3) AE (Vz,y E ap) ESE 


(a, B) 上 连续 . 

由 命题 4.2 可 知 :定义 在 及 中 的 凸 集 S 上 的 实 值 凸 澳 数 六 必 是 

Borel 可 测 的 , Bg 
f € (S 1 2(R))/% (R). 

命题 4.3 jz f ie(a,B) 如 命题 4.2, 则 

DO 车 上 有 单调 非 降 连 续 导 函数 广 , 则 f 2 (c B) EED 
数 ; 

(2) #JA -MER RAF M f A (o B) LADA 
>f (z=)Z>2 0 (V< € (a ,B))”; 

(3) f(z) 2 |=]? (1< p < %) REHAR. 

命题 4.4 + f R FZ n + £ S 上 的 本 函数 , 则 必 存 在 
falx) = apx + byn, f,(z)< f(z=) (Vx € S, n> 1),#& f(x) 
= supf, (z) (Vz € S°),J P S° 是 如 第 一 章 所 定义 的 S 的 开 
核 . 

定理 4.8(Jensen 不 等 式 ) 设 久 为 概率 空间 (人 2 Z, P) L 664 
机 变量 ,为 及 中 的 西子 集 S$ 上 的 西 水 数 , 且 X(Q)CS, ECXI)< 
o, G A F PF o 代数 , 则 

(1) /(E(X)) < E(f(X)); 

(2) /(E(X]|%)) < E(/(X)|%). 

证 ”由 于 及 中 之 凸 子 集 S 必 为 区 间 ( 开 的 或 团 的 或 半 开 半 闭 
的 ,有 穷 的 或 无 穷 的 ) ,所 以 总 可 令 S = (a,B) 为 开 区 间 ,S — S° 
至 多 只 会 两 点 a 和 有 8( 当 wa ,8 为 有 限 数 时 才 有 可 能 ) , 且 由 X(O)C 
SM E(X) € S. 
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(1) #E(X)€ S WRIS) 满足 命题 4.4 中 的 条 件 ,于 是 
有 
f(E(X)) = sup f, (E(X)) = sup E(f,(X)) 
< E(f(X)). 
若 E(X)ES-S ,不 妨 设 E( 义 ) = wx 是 实数 .由 于 X(w) € 
S = [a, f) (Yo € 0), 所 以 
X =a, lae. |, 
从 而 f(E(X)) = fa) = E(f(X)). 
(2) Kif) 满足 命题 4.4 中 的 条 件 , 令 
A =fto&n:EXIS)o)ES 
A, = {w E N:E(X|G)lw) = a}, 
As = lo € Q:E(X|%)(o) = B}. 
(a) # < EC A,M 
f(E(X|$)(e)) = sup h(E(X|9)(%)) 
= sup E(f,(X)|$)(e) 
< E(f(X)|%)(%). 
(b) # o € A,, 则 仍 有 
f(E(X|%)(o)) < E(f(X)]%)(o). 
#XE,HF X-.a2>0, A, € 9, 所 以 
|. (X - a)dP = | (E(X| 4 ) - a)dP = 0, 


内 此 ,X = a, [a.e.] in A.. WH A, 的 定义 有 
ls /(E(X|%)) = 14 fla) = E(1, f(a)| 9) 
= E(la /(X)|$) = 1, E(/(X)1%). 


此 即 f(E(X1$)(w)) = E(f(X)| lo) (V o € A,). 
(c) (b) 可 证 
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f(E(X|%9)(e)) = E(/f(X)|%)X(e) (YoE Ap). 
定理 证 毕 . 

下 面 我 们 考察 两 种 特殊 场合 下 的 条 件 期 望 的 计算 . 

第 一 种 场 人 台 : 设 ( 关 ,Y) 是 概率 空间 (人 2,2,P) 上 的 2 维 随 机 变 
量 ,而 且 是 连续 型 的 , 即 (X,Y) 的 分 布 函数 

F(x,y A P(X < z, Y < y) 

SERKA pls,t), DBP p(s,t) 是 非 负 2 维 Lebesgue PJ $R pR $Z 
Hi: 


F(x,y) = | | ps,t)dsd (zy € R). 
令 pis) py) RIA X, Y 的 密度 函数 , 即 
px(s) = | _ p(s,t)dt, py (t) = | pls,t)ds, 
仿 CE Iz ER:px(z) >0), 易 见 


P(XEC) = | px(x)dz = 0. 
{rER: py (z)=0] 
EX 
p(x,y)/px (z), `-4 z € C, y € R, 
p( yl z) 2 o 
py(y), “rEC,yER 


为 了 在 X = z 的 条 件 密度 函数 .再 设 E(|Y|) < co .由 定理 4.7 
的 附注 4.1 知 :存在 gy E 2 (R)/@(R),#Ë E( YI X) = g, (X). lll] 
可 证 : 


(1) gy(z)= E(YIX=z)=| yplylz)dy (z € C); 
(2) E(Y) 一 | gy (zx)px(z)dz 


一 | ECYIX= x)py(x)dz; 


(3) 对 任何 FE BRYA R), EC f(X)Y|)< co, 有 
E(/(X)Y|X= x) = Fz)gv(z) 
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= f(x)E(Y|X= x) (x< € CO), 
E(/(X)Y) = | f(z)gy (zx)px(z)dz 
= E(/f(X)E(Y | X)). 
第 二 种 场合 : 设 (X,Y) 是 概率 空间 (2 ,9, 已) 上 的 2 维 随机 变 
量 , 而 且 是 离散 型 的 , 即 存在 两 个 有 限 或 可 数 无 穷 的 指标 集 T 和 
,使 {x; :1 € r} C R, | y; :J € I.) C R, 
> P(X= x,) = > P(Y = y) = 1. 
em, 


;eT, 
今 
pi,; = P(X = Li, = Yi), 


pi,. = P(X 一 Zi) 一 5 Pij, 


jET, 
p.,; = P(Y = yj) = 2 pi,, 
:了 


Ripi ED, ED 为 (X,Y) 的 (联合 ) 分 布 , 称 {p,.:i € 
1 为 站 的 {边缘 ) 分 布 , 称 {p. :7 6E 了 | 为 了 的 (边缘 ) 分 布 . 令 
C = lx; C R:pb,. >O}, 

易 见 P(X € C) = 0. # X. 
N pijlpi., 34 z í € C, jE, 
TES "4 x EC,j ET,, 
Wi puj € 了 为 了 在 X= x 下 的 条 件 分 布 . 设 E(|Y|)<o， 
则 可 证 
(1) E(Y|X= x,) = 22 WPT € C); 


(2) E(Y)= > yp. = > E(Y|X= x.) ° p,.; 
JET, IET, 


(3) XHEP f € 2(R)/%@ (R), EFX) Y) < co ,有 
E(f(X)Y|X= x,) = f(n )E(Y|X = x;) 
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一 Flai) 22 YB: (x; < C), 
E(f(X)Y) = E(/(X)E(Y| X)) 
= D f(z)E(Y| X = z,)b... 


一 2 f (=; ) b. 2 YPiti: 

下 面 ,我 们 引进 B 值 强 可 测 随 机 元 X ET o 代数 9 的 条 件 期 
s. 

定义 4.7(B 值 强 可 测 随 机 元 的 条 件 期 望 ) 设 (2 ,多 已) 是 完 
备 概率 空间 ,(B, | + |) 是 Banach 空间 ,X 是 B 值 强 可 测 随机 元 
H. Bochner 可 积 , 人 8 是 多 中 的 子 o 代数 且 关于 P 亦 为 完备 的 ( 即 9 中 
的 P 和 零 测 集 之 子 集 恒 属于 作 ). 如果 存 在 

Y:0 >B, 

WE: 


Ci) Y 关 于 乡 强 可 测 , 且 | | Ylw) || P(de) < co (从 而 
Y 是 Bochner 可 积 的 )， 
(jj) (s)| xdP = (s)| yadP (VA € @), 


MEK 站 是 和 关于 代数 乡 的 强 条 件 期 望 (有 时 简称 条 件 期 望 ), 记 作 
(s)E(X]%) = Y. 
HiX: € FI 是 B 值 随机 元 族 , 则 记 
(sJE(X| X; i € F) Z (SIE(X|o(X,,i € r)). 
定理 4.9 jK(0O,Z,P), (B,| : ]|),Z2,X 如 定义 4.7, BJ 
Y = (s)E(X|%)#[a.e.] 意义 下 唯一 存在 . 


证 £ X = 2 Z= 1A 是 简单 算 子 , S 
i=] 


i=] f 
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则 Y ÆFIR, | | Y(w) || P(dw) < œ, 而 且 对 任何 
A € 9, 总 有 
(s)| YaP = BE | EG, |4 )dP 


- >z | ldP = (s)| xa, 


即 Y = (s)E(X %). | 
厂 久 是 一 般 的 Bochner 可 积 的 强 可 测 随 机 元 , 则 由 命题 4.1 及 
定理 4.1 得 知 ERRATA 


X, -ao 


| X, (a) | <2 | X(o)| (Vo EN, n>1), 
(s) lim X, = X, a. e. ], 


lim | | X(o) -X (o) Pd) = 0. 
no Jn 


a 


k. 


Y, = (s)E(X,|%) = Da” BE(lao Š), (4.11) 
则 Y, 关于 多 强 可 测 ,E( | Y, |) < ow, 又 


(n) (m) 
X, 一 X, = (zi 一 r ) 卫 An Lao y 


Y, - Yn = 2 (z; 本 rj” )E(law 1a g), 
所 以 
| | Y, (o) — Y,(w) || P(dw) 


k 
< 2) >, |z; — z) | PCAP A A) 
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= | l x,(e)- X,(e) | P(do). 
因此 ， x 
lim | W Y,(6)- Y, (w) | P(do) = 0. (4.12) 


而 L'(2,F,P;B) 是 完备 的 (参见 第 三 章 例 1.2), 所 以 由 (4.12) 
式 得 知 存 在 YE LICD ,Z,P ;B) 使 


lm| | Y(o) - Y,(w)lP(do) =0. (4.13) 
推 证 : 
Y= (s)E(X|% 5). (4.14) 
由 于 YEFL(D,9P;B), 为 证 (4.14) ,只 需 证 明 
(s)| XdP ~ (s)| YdP (VA € %). (4.15) 
但 是 


lim| | X(w) - X, (w) | P(de) 


lm] | Y(e) — Y, (œ) | P(dw) = 0, 
所 以 
limf, | XCw) — X, (w) || P(dw) 


= | | Ylo)- Yl(w)l P(de) =0 (VA C %). 
因此 ,由 Y, = (s)E(X,|% ) 可 得 
(| Yap = (s) lim|(s)| Y. dP | 
= (s) lim((s)| X,dP) 
= (s)| XdP (VA € š). 
(4.15) RHE. 
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最 后 证 明 条 件 期 望 在 [a.e. | 意义 下 的 唯一 性 .为 此 只 需 证 明 
下 面 的 
命题 4.$ 设 (Q ,9 P), (B, - |), 如 定理 4.8, 了 是 


Bochner 可 积 的 B 值 随 机 元 , B. X: + @ ETA, (s)| Y dP = 0 


(VA C %),W] Y =0, [a.e. J. 
证 ”由 YY 满足 命题 4.5 的 条 件 可 取 简 单 算 子 列 {Y n 2 1! 
使 


k 


Y, = 2.” ta (n 21), 
=] 


A” € $, APAP =Ø (= j), 
Ë 


UAP =N, yP EB (1<;<; ,n>1) 


YCD S2 Yll (a1) 
(s) lim Y, = Y, [a.e. ], 


lm | | Y, (w) - Y(e)| P(do) = 0. 


H A? c % K RER E Úr E| A 


í k 
|. | Y, | dP = >| | Y, | dP = > | yn) | P(A) 
i i=1 V À, — 


k. 
57 
i 








(s)| Y, dP x 


Ë 


Tl 
;= 








(s)| ,YdP = (s)| Yap x 


<| l Y,- Y lap 
;=1 v À; 


= Í IY,- Y || dP. 
(1 
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所 以 
| IYlap<| | Y —- Y, lap + | | Y. I| dP 
{i n n 


<2| IY,- YldP>0 ("4 xn — oo). 


m Y = 0，[a.e. | .命题 证 毕 ,定理 4.8 得 证 . 
天 于 Bochner 可 积 的 B 值 随机 元 的 条 件 期 望 ,具有 下 列 性 质 : 
设 (Q ,39,P) 是 完备 概率 空间 , (B, | : H) 是 Banach 空间 ， 
X,X i, , X, 是 Bochner 可 积 的 B 值 随机 元 ,8,3 ,3, ,9 是 中 的 
f o RAL cin 是 实数 ,x C B. Y 是 强 可 测 B 值 随机 元 . 
(1) (s)E(z|]%) = x; 


(2) (WE (DaxX |4) = HE ) 五 (X | 2 
(3) | (s)E(X. DIEUX 4 ); 
(d) #% C% C $%,, (s)E(X|%) 关于 强 可 测 , 则 
(s)E(X|4,) = (s)E(X |%) = (s)E(X|% ) 

= (s)E([(s)E(X!%,))| %,) 

= (s)E(((s)E(X %))]%); 
(5) # X 5 Y 相互 独立 , 则 

(s)E(X| Y) = (s)E(X). 
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S 1] Poisson 过 程 


本 章 ,我 们 将 要 研究 平稳 独立 增 量 过 程 , 即 Lévy 过 程 .我 们 先 
从 两 个 具有 代表 性 的 特殊 的 平稳 独立 增 量 过 程 Poisson 过 程 
和 Brown 运动 开始 ,然后 再 讨论 一 般 的 平稳 独立 增 量 过 程 . 在 平 
稳 独 立 增 量 过 程 的 理论 框架 建立 后 ,再 研究 为 外 两 个 重要 的 平稳 
独立 增 量 过 程 Subordinator 和 Stable 过 程 . 

定义 1.1 称 概率 空间 (Q ,9,P) 上 的 取 值 于 {0,1,2,…| 中 
的 随机 过 程 1X, :1 € [0,%)| 是 始 于 0 的 标准 Poisson 过 程 , 记 之 
为 S.P. P.O. ,如 果 

(Í) X =0; 

(|) 对 每 个 woE Q,X(*,w) 是 非 负 整 值 的 单 增 的 右 连续 
的 胃 数 , 且 在 每 个 间断 点 上 其 路 度 为 1; 


(H) 存在 4 >0, 使 P(X, = k) =e” Q (Yk=0,1 


2, , £ € [0,%)); 

(V) 1{X,:;t € [0,%o)} 具有 平稳 独立 增 量 , 即 是 对 任何 正 
整数 >1,F E 33 p ,大 ,任何 非 负 实数 to ,zt ,… 1, 
ty < t, < ::: < t, ,都 有 


P(A, E Xa) = ki | ) = P(X,- 一 k; ). 
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称 和 为 1X 上 的 强度 . 

定理 1.1 SP.P.O. 恒 存在 . 

证 ”由 第 四 章 定 理 3.2 可 以 构造 概率 空间 (0 ,9,P) 及 其 上 
的 相互 独立 的 具有 公共 分 布 的 随机 变量 序列 | 到: = 1,2,…|， 
其 公共 分 布 为 

HU) = PCY, < £) = d dz, 当主 0， 

0, `á , < O 
(k = 1,2,…, 4 为 正 实数 ). 

再 令 

T,=0, T,= XY, (a>, 


则 E(Y.)= 六 .所 以 由 强大 数 定律 得 知 
T 


lim- = +, | ae. ]. 
不 失 普 遍 性 可 今 Y,(w) > 0, T lo) >œ (V o € N). #6 
X, (o) = k, HT w) < t< T,. (o) (k >20), 

HT T, (w) > o, Bf lX w € n, 1 € [0,so), X. (o) 都 是 
唯一 确定 的 . 推 证 1X,:t € [0,co)] 就 是 一 个 S.P.P.O. .事实 上 ， 

(i) 由 定义 即 得 X, = 0. 

(i ) 显然 ,对 每 个 w，X( o) 是 非 负 整 值 的 单 增 的 函数 ， 
在 间断 点 上 跃 度 为 1. 至 于 右 连 续 性 , 任 取 1t,。€ [0,co), 由 下 (ww) 
—> ° K Y, (a) DORMEA k, IET, lo) St < Ta (o). KE 
# ó > 0, T, (o) < t + z < Tlw) (0 < + < ë). A 

X,( 6) = X, (w) =k (YrE€[0,8]). 

所 以 lim X, (w) = X, (w) = k. 


Gi) 因为 Y, 的 特征 函数 为 


TC 
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pla) = Ele) = | eae dy = I 
而 | Yk > 11 是 相互 独立 具有 公共 分 布 的 随机 变量 序列 ,所 以 
T, = D Y, 的 特征 函数 为 


n A Y 
pla) F P 一 z) l 
但 是 ,n 个 自由 度 的 x“(n) 分 布 的 特征 函数 与 密度 函数 分 别 为 








所 以 
pla)" = w, |Z). 
对 应 的 密度 函数 为 2 请 Oar). BE, T, 的 分 布 函数 为 
F (t) = | 21, QA )dz 


— 1 f n—i -Ar ， 
2" (n _ l, (22) e 2À dx 


所 以 
P(X, = k) = P(T, < t < Ti 
= F(t)- F, (2) = e” ar) (k > 0). 
Civ) ”首先 证 明 : 
P(X = k+;,X = i) = e> Qs) | a Qe) 
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(st € [0,œ), 20, k > 0). (1.2) 
(a) "ik = 0BFF,H X, Z XK (1.1) 并 注意 了 5Y, 独 
立 , 可 得 
P(X,,, = ¿, X, = J) 
P(T, Ss < Tin, T Ss+t< T.) 
= P(T, Ss, T > s + t) 
= P(T, < s, T +Y; > s +t) 
EEI k = 0 时 (1.2) 式 成 立 . 
(b ”当月 之 1 时 ， 
P(X = j+k,X, = 1) 
= P(T, < s < Tn, Toe < s + t < T+) 
= P(T <s, T, + Yi, >s, T; + Yp + 3 Y; < 


i=j+2 


7 


jtk 

stt,T + Y; + > Y, + Yu > s + t). 
i=j+2 

jtk 

而 T, 3 Y; 多 > Y; 9 Y jrptl 相互 独立 , 且 它 们 的 密度 函数 分 别 为 
i=j+2 
A’ i ar a ar O Q k-2 ~ - 
G- 11 e ,Ae "IT e = Ae, 


Br UJ 
P(X,,, 一 k + J , X, 一 j) 
a 
` (£ —2)!7 


£—-2 -Àr 
3 e 3 


一 | A dpe + Ae 22 
p (一切 人 
° Ae “sdz edz, 
(其 中 万 = 10 委 x, < s, +, + x, > s, 0 < xz, + x, + z, < 
s + t, z3 = 0, >, +z, +z T za > s+ t1) 
= [amf a | [天生 
|. “1 Ty SSTT, t2 O07 st = dz (J 1)! 


z 
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AE! 
E72 ry p Altta 73) | 


m e Ae “2 ， (k —2)133 


A +) $ sz rz 3 一 工 ] Zx, 

—Als 

= e | dz dz; | dz. 
Ü 5 0 


l 
À? 人 e 1-1] -2 
| g - DI G - 2121 za 
一 eo| dzj| 1 dx 
0 


S Ti 


-fz X À O isy t- 
(j - DD! (£ - 1)! > t — xı = xa) 
— —A(s+t) ° À’ A 一 ] $ 
Jilg i J 


— e (Às)' ,A (at) 


i—rswaa n 


J! ~“ Ë! 
Rl; — 1BF,(1.2) 式 亦 成 立 . 
用 (1.2) 式 及 归纳 推理 可 证 : 


P(N{X, =j, Xansen, = j th t" + h1) 


j n k, 
— "w (às) [|e (àt, ) f 


J! zi k. ! 
把 上 式 对 ; > 0 求 和 得 
p(X — Xaos, = |) 
- — Àt (àt, ) 


一 ë + (to = 0， n l1), (1.3) 


r=] 


故 iX,:t € [0,coji 有 平稳 独立 增 量 .定理 证 毕 . 

定理 1.2 设 |X:tE[0,co)} 是 概率 空间 (0 ,Z,P) 上 的 随 
机 过 程 , 它 满足 : 

(Í) X, = 0; 

C) 对 每 个 wEOQ，X(.,w) 是 非 负 整 值 单 调 非 降 右 连续 
溪 数 , 且 在 每 个 间断 点 上 ,其 跃 度 为 1: 
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(i) 1{X,:t E [0,%o)! 具有 平稳 独立 增 量 ， 
则 存在 和 之 0, 使 


P(X, = k) =e* GE (iE [0,0), k = 0,1,1). 


若 有 e > 0, 使 P(X =0)<1, 则 可 取 和 六 > 0, A n | X. t € 
[0,co) Æ S.P.P.O.. 
证 < f(z) = P(X, = 0). 
首先 证 明 存 在 ) > 0, 使 P(X, = 0) = ex .事实 上 ,由 (ii) 及 
(j ),( | ) 得 知 
f(s + £) = P(X,,, = 0) = P(X, = 0,X.., - X. = 0) 
= P(X, = 0)P(X,,, — X, = 0) 
= P(X, = 0)P(X, = 0) 
= /(s)/G) (s, € [0,%)), (1.4) 
所 以 FOC) 在 [0,co) 上 单调 非 升 . 
推 证 : f(t) > 0 (对 一 切 : > 0) .假设 存在 一 个 如 > 0, 使 
f(to) = 0, 则 由 (1.4) 式 知 
/县 )=0 (n > 0). 
而 fC) ELO, œ) 上 单调 非 升 ,所 以 
f(t) =0 (对 一 切 上 > 0). 





因此 ， 
P(X, > n) >P(X1 >1,X2 一 Xl 之 1,…,XI- Xa 21) 


= P(X >1)P(X2 - X12221): P(X, - Xa > 1) 


= -P(X =0))} = i - AL) = 1 G2) 
但 这 与 

lim P(X, = n) = 1 - P(X, < =c) = 0 
开导 ,所 以 Ai) > 0 (对 一 切 上 > 0). 因 此 可 令 
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à =- log f(1). 
由 (1.4) RA 
f(r) = f(1)”( 当 7 为 非 负 A 有理数)， 
而 对 任意 z C [10,o), 可 取 非 负 有 理 数 x Di, s, St, s. Mt, 
ra Yt, 故 由 f(:) 单调 非 升 得 
fay = lim f(1)" = lim flra) < f(z) 
< lim f(s,) = lim f(1)% = f(1)', 
所 以 flt) = f(1) =e” (t € [0,°o)). 
推 证 : 
P(X, = k) = e” Car)’ (k= 0,1,, £ € [0,%)). 


(1.5) 
为 此 ,只 需 证 明 X, 的 特征 函数 为 e** -0 .现任 取 定 上 € [0,co) 
今 


yt) = (Xa — XG Dr) A l, kE=1,- 2", n 一 1 2 
则 
P(Y? =0) =ez，Pym -1)= 1- ce 1. 
s» 
ES A, =f | X5 - Xe D < 1 , 风 
(a) A, C An: (H X, X: XIE): 


an 
i 


(b) A, cn 1 Y = Xx -Xue |x, = NYP |; 

(c) `A, À O. ü 
(a), (b) 显然 成 立 . 下 面 证 (c). 

任 取 wo € 0, 由 于 X(' ,wo) 在 [0,%) 内 单调 非 降 且 取 非 负 
整 值 ,间断 点 上 之 路 度 为 1, 故 XCO, w) 在 [0,t] 上 最 多 有 有 限 个 
间断 点 , 记 为 rr Ta r < r. (N > 0,`4 N = 0 Bf, B 
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X(,,wo) 在 [0,t] 上 连续 ). 故 可 取 no ,使 
u kE) 
2%% — 2" 


中 至 多 只 含 一 个 间断 点 (到 去 < min CHERS! 由 此 ,由 


[< 过 只 -1! 


XX(' ,wo) 在 每 个 间断 点 上 的 跃 度 为 1 得 
x(S ,000 )- x (<1 (k = = 1,2,…,2" ), 
即 oo € A, ,所 以 A, A Q. 


H (a), (b), (c) 得 
lm P (X, = > Yi”)2 limP(A,) = P(Q) = 1. 


2” 
, iS) y.) . (n n 
E(e%% ) = limE (e At )= lim [E (e 了] 
— = lim[e ， p742" + ci , (1 74212" ) ]2 


n A iz _ 2” 
2 (1—e )(e D ) 


> (1.6) 
lim?” (1 — e "2 ) = Àt, lim (1 + Ze = e 
ni 00 T mm 
则 由 (1.6) 式 得 
El”) — Exe) 
即 (1.5) 式 成 立 . 
ALA e >>0, 使 P(X. = 0) < 1, 则 由 X(C, w) 单调 非 降 得 
Ai) = P(X, =0) < P(X. =0) <1 (@ =e). 
BH (1.4) 式 得 
f: )= Fe <1 (n >1), 
石 注意 S) 单调 非 升 得 知 f(1) < 0 (0 < ; < e). 82 f(:) < 1 
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(£ € (0,%)). 故 4 =- log f(1) > 0. 定 理 证 毕 . 

定义 1.2 TOER, E EBaach# H, eE E FERRE 
AJ h X :ET 是 概率 空间 (0 ,6,P) 上 的 (五 ,的 随机 过 
程 . 

(1) WREE N C Z, P(Q,) = 0,386 € Q BF, X(W) 
不 是 工 上 的 连续 变换 , 则 称 1X, :上 € Ti 是 纯 间 断 型 的 ; 

(2) 如果 存 在 Do € Z, Pm) =0, 5 wE N BJ, XU: o) 
是 下 上 的 连续 变换 , 则 称 1X, :t € Ti 是 纯 连 续 型 的 . 

下 面 我 们 将 要 证 明 S.P.P.O. 是 纯 间断 型 的 平稳 独立 增 量 随 
机 过 程 . 

定理 1.3 设 1X:tE [0,co)} 是 概率 空间 (OO ,多 已) 上 的 
S.P. P.O., 则 

( 它 是 纯 间 断 型 的 ; 

(2) ”对 每 个 固定 的 ta E [0,%)， 

P({w:X(',w) 在 io 连续 |) = 1. (1.7) 

证 (1) 令 A, = lw:X(',w) ÆE[0,u] 上 连续 |, u € 
[0,%), A; = {fw:X(',w) 在 [0,%) 上 连续 }, 则 A, D Aps 
A, v A. ,所 以 

P(A.) = lm P(A,) = lmP( o: XC, w) 在 [0,n | 连续 }) 

limP(X(0) = X(n)) = limP(X, = 0) 


= lime” = 0. 
(2) # t = 0, 由 于 X(:,w) RÆXEL[0, œ) E, 所 以 
X oj) 在 0 连续 意 即 在 0 右 连 续 , 而 S$.P.P.O. 的 轨道 都 是 右 连 
续 的 ,所 以 to = 00, 0.7) RRL; Æ to >0, 则 对 任何 s > 0, 有 
lim P(lw:X(to + e,w) — X(to -~ e,w) > 01) 
= üm P({w:X(2e,w) > 01) 
= lim (1 = e°) = 0, (1.8) 
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所 以 
P(iw:XGow) 在 zt 连续 ; ) 
= P| U 


n >— 
tg 





w:X [| re ]- x[ 
n 
. l 1 M 
= limP (|o:X (a + 到 -Xman -元 |= OJ 
y OQ 74 i 


= lim [1 -P| jo:X (a re] X(t -二 ,0)>0| )J 
= 1. 

S.P.P.O. 有 如 下 的 实际 背景 : 

设 从 + = 0 起 观察 到 某 服务 机 构 请 求 服 务 的 顾客 数 . 令 X, = 0, 
X, 表示 (0,t ] 内 到 来 的 顾客 数 , 于 是 得 到 {XX :1 € [0,o) l RE: 

(i) 在 不 相交 的 时 间 区 内 ,到 来 的 顾客 数 是 相互 独立 的 ,用 概率 
论 的 述 语 说 , 即 是 {X, t € [0,co)} 具有 独立 增 量 ; 

(i) 在 长 为 1 的 时 间 区 间 (a,a + £] 内 ,到 来 & 个 顾客 的 概率 
v(t) 只 与 & 和 tt 有关, 而 与 a 无关 , 即 {X,:t € [0,%)| 具有 平稳 增 
ËL; x 

(ü) 在 有 穷 时 间 区 间 (a,a + +] 内 ,只 能 到 来 有 穷 多 个 顾客 , 严 
格 地 说 ， 


> w (t) = 1, z€ [0,%); 
(V) 在 4a,a+ 司 内 到 来 两 个 或 更 多 的 顾客 的 概率 p(t) = 1 一 
u (t) 一 v1(t) 关于 t 是 高 级 无 穷 小 , 即 


lim get) _ 0; 
(+ Í 


(V) 水 不 来 顾客 的 概率 不 为 1, 即 v(t) 不 恒 为 1. 

在 上 述 假定 下 ,|{X :t € [0,0)] 是 S.P.P.O. .显然 ,定义 1.1 的 
OGD GV) HRZ. RE), 

P(X, = k) = e” Q k = 0,1,:::; z € [0,%). 
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mE. BAEHR), GD, Cv) A o (2) £1 (ii), PAX, :t € 
[0,co)} ÆS. P. P.O.. 

在 定理 1.1 中 ,我们 曾经 通过 { 到 := 1,2,…|} HIT in = 1,2, 
…| 构造 出 S.P.P.O. {XX :1 € [0,co) ,其 中 {Yi | 相互 独立 ,具有 公共 
分 布 函数 : 
H(y) = P(Y, < y) = ë | 0 


T, = > Y, (n> 1), T = 0, 
k=] 


X, (6) = k, 23 T,(e)=< t < T,. (o). 
事实 上 ,对 任何 一 个 S.P.P.O. ,都 可 以 通过 此 法 产生 . 这 可 由 下 面 的 
定理 看 出 . 

定理 1.4 X t € [0,co)| 是 概 兴 空间 (0Q,9,P) 上 的 
S.P.P.O., AT, Co) EX, o) 的 第 个 间断 点 (nn 221), Ti (o ) 
=0, Y, = T, Y, = T, — T.,-., (m >— 2), l] 

(1) 0 < Ti(w) < Tw) < (w € Q); 

(2) ÍIY,;:b = 1,2, 1 MERI, B.T Z 3 2 A AA: 

HO) =P= | s 0 

从 而 P(Y, < e°) = 1; | 
(3) P(T, < co) = 1; 

(4) PllimT, = °°) = 1; 

(5) X(t,o) = k (35 Tlw) < t < Tiri(w)). 

由 于 (4), 对 一 切 w€ lw:limT,(w) = co 和 +E[0,co),(5) 总 
证 (1) ”这 可 由 XX(:,w) 右 连续 且 取 非 负 整 值 而 得 到 . 
(2) £ y! 之 0, 则 
P(Y, Sy) = P(X(y,) - X(0) >1) = L= e"; 
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# y <S0,W h Y, EAT PCY, < x,) = 0. 
FAH Yi, Yie, Y, 相互 独立 县 有 相同 分 布 .为 简单 起 见 ， 
RHE n = 2 的 情形 ,一 般 情 形 类 似 . 
对 任意 mmx >1, y > 0, y, > 0, 有 
P(Y lwo) S y, Yalow) < ya) 


<el x(2)- X(0) = 0, xH 小 - x(%)=1, 


a(o ta) x Ea) 
+ DP(x l )- X(0) = 0, 
xl )+ x (zy ]> 2). 
HIH 1X,:: € [0,co)} 具有 独立 增 量 及 它 满足 定义 1.1 中 的 ( 放 ) 
可 知 上 式 右 方 第 二 项 为 


m-l jy Ày À 
一 上 Ay -21 
Sem (1 -e _ le) 
mi 


(B= 0o[1) >o), 


1— ei m 


> el) m) . 也 . (1 — e7% ) 


—(1—e A) | (1-82) (m — æ). (1.9) 
故 
P( Y, < yi, Y, < y.) <ç (1 — € ~1) "(1—-e”). 
(1.10) 
为 一 方面 ,(1.10) 式 的 左 方 不 小 于 
5 P(x (2) - X (0) = 0, x, |- x[2x)= 1, 


m 
十 
x Zx + 7 ]- xÍ: x ]211 
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一 Sm ° 4 . em | l — alat) 
i=0 m 


> (1-6). (1-62) (m —> œ) 


(2) ”证 毕 . 
(3) 由 (2) RT, = >1Y, W). 
(4) ”由 于 {X,:t € [0,oo)] Æ S.P. P.O. ,所 以 
A, = tw:X(',w) 在 [0,n |] 内 有 无 穷 多 个 间断 点 | 
= {w:X(n,w) = co], 


从 而 P(A,) = 0, 但 是 ilimT, < ©} C Ú A,, 所 以 


P(limT, = c) 之 1- 2,P(A,)=1. 
(4) IRU. 
(5) H T, 的 定义 即 得 (5). 
定理 1.5 设 |X,:t € [0,co)} 满足 ， 
CI) X = 0; 
(Í) 具有 独立 增 量 ; 
(CH) 对 任何 上 >0,0 < P(X(:) > 0)<1; 
(V) xTE4fa,í>0,# 


S P(X(¢ +a) - X(a) = b) = 1; 
(V) 对 任何 t 2>0,# 


im PXG +A) = XG) 22) _ 0, 
(vi) ”对 任何 1 > 0,# 
im PXO + A) = XG) = 0) (oy) 
h—0+ h 


AG) >0, m(t) = [aas < o0, 则 


162 随机 过 程 论 


P(X(1) = bk) = e ”(2 mUa) (k = 0,1,2,:::). 
( 称 |X(1):t E€ [0,%)| 为 非 时 齐 的 Poisson 过 程 . ) 
证 令 Jj(z,t) = 2, P(X(:) = k)z (| x I< 1). 利用 


iX,:t € [0,co)) 具有 独立 增 量 可 得 
pzst + h) = plz, t)E (ZO) 
而 


L (E(P) — 1) 
_ —(P(X(: +h)— X(:) = 0) - 1) 
+ z FP(X( + h)-— X(t) = 1) 
+ DAP(X( + h) — XC) = k), 
用 (V),(Vi) 得 lim 二 (E(zxeox0) -1) = A(2)(z 一 1), 所 以 


pren = ø(z,t)à(t)(z- 1), 


jy(z,0) = 1, 

解 此 初 值 问题 可 证 定理 1.5. 

定义 1.3” 设 (EE,o) 是 完备 可 分 度量 空间 , o EE 上 的 度量 ， 
BE) E EPER Bore 8, A E 2( E) Eñ 8 RB lljiF_ (Q ,人 P) 是 
概率 空间 . 

gp: (2 x BE) >R. 

ËR p 是 具有 强度 4 的 随机 Poisson 测度 (简称 Poisson 测度 ), 如果. 

(1) ”固定 任何 A C€ 2(E), gp(A) 和 会 wo(:,A) 是 服从 强度 为 
A(A) 的 Poisson 随机 变量 , Bp 

P(@(A) = k) =e“. A(A)'/k! (k2>0); 
(2) ”固定 任何 w E N, og(w,:') 是 (EF) 上 的 有 限 测度 ; 
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163 
对 任何 两 两 不 交 的 A... An dol), 9p(A,)| 
相互 独立 ， 
命题 1.1(Poisson 测度 的 构造 ) R(E, po) e A em XU 1.3, 
c= 1(E)>0. 设 ii=1,2… 是 独立 同 分 布 随机 变量 列 ,其 
公共 分 布 为 A/c, N 是 服从 强度 为 c 的 Poisson 分 Wi Ó, 
是 (E) 上 的 测度 集中 在 点 工 上 的 概率 测度 


N 

p(w,A) 一 ` Ôe (A) 
j=l 

则 e Æ Poisson 测度 (具有 强度 和 A) 


(1.11) 
证 ”首先 证 明 wp(A) 服 从 强度 为 A+(A) 的 Poisson 分布 .事实 
上 ,由 1&,| 独立 和 NN 与 和 {& 独立 有 


P(e(A) = k) 2, P(N = m)P( ò; (A) = k) 
_ > e c m! 


= m! TE [2522 f, _ 4(A) 
= eo àla) 


m-k 
C 


A, 两 两 不 交 时 ,利用 1&1 独立 同 分 布 ,1& 1 与 N 独 
立 , 骨 利用 多 项 式 分布 计 算 概 率 , 对 任何 非 负 整数 ,，,- 
3 


(A € XE), k > 0) 
显然 ,p(w,') 是 (E) 上 的 有 限 测度 
当 A… 














… ,有 ,k= 
机 
= P(A (A) = ki) 
e C m | 
= m! k! 











ka! (m m U (222) ) 
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= p=0 
— À A) -A (A.) 
7 b.! 
= | i ° 
[Pa ) = k). 


命题 1.1 Bir. 
定义 1.4 设 iX(t):t E10,%)| 是 强度 为 的 S.P.P.O. ， 
|£ :n 二 1,2,…| 是 独立 同 分 布 的 取 值 于 R 的 随机 变量 序列 ,其 
DARRERS f(u). FRX) 与 1&| 独立 , 令 
X(t) = >: (>= 0), (1.12) 
则 称 |1X(t):zE [0,%)]} 为 强度 为 À 的 复合 Poisson 过 程 . 
命题 1.2 (1.12) 中 定义 的 |X(1):t € [0,co)| 是 平稳 独立 
增 量 过 程 , 且 对 任何 t > 0,X(:) 的 特征 函数 为 
F(u) — E (ež?) — MCA 1D) (1.13) 
证 ”由 (1.12) 的 定义 ,直接 计算 即 可 证 命题 1.2. 
定义 1.5 设 iX:t E10,o)1 是 具有 强度 4 >0 的 S.P.P.O.， 
l&n = 1,2,…| 是 独立 同 分 布 的 取 值 于 R 的 随机 变量 序列 ,其 
公共 分 布 为 vy, (101) = 0. 令 
加 当 X < n = X,, 
e(t) = 
0, BÈ, 
则 称 {e(z):z € [0,co)} 为 具有 特征 测度 Av 的 Poisson 点 过 程 . 
定义 1.6 I X = IX : £ € 10,%)i 是 S.P.P.O., g £ € 
[0, oo) | 是 一 族 单 增 a 代数 .车 外 是 14,} 适应 随机 过 程 , 则 称 久 是 
1 } S.P. P.O.. 
命题 1.3 AXO = x :上 EL0,co)| Z 1% 1] 6) S.P. P.O. 
(1<i=< n),WJ XY, e, XU 相互 独立 的 充 要 条 件 是 :对 任何 
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i 关 j, ISi j < n, 4 
X? — XI?) = 0 
或 者 XP — Xi) = 0( 对 一 切 上 > 0) [a.e.]. 
证 明 参 见 [2] p.5 命题 1. 


§2 Brown 运动 及 Wiener 空间 


上 一 市 中 , 我 们 研究 了 平稳 独立 增 量 过 程 的 一 个 重要 特 
例 Poisson 过 程 , 它 的 轨道 是 间 汤 型 的 . 这 一 节 我 们 将 研究 平 
稳 独 立 增 量 过 程 的 男 一 个 重要 特例 Brown 运动 , 它 的 轨道 是 

本 书 贡 用 NGnp ,ZE) 表示 d EESO, E ri u 是 4 维 实 值 向 
E ,2Z 是 4 xd 维 实 值 对 称 方 阵 . w 是 期 望 向 量 ,5 是 协 方差 矩阵 ， 

定义 2.1 设 {X,:t € T= [0,6)! 是 概率 空间 (Q ,9 P) 上 
的 取 值 R° 上 的 随机 过 程 ,6 可 为 co . 若 

(1) X, RAES N(0,:1) (Y0 过 1 < 之 5); 其 中 I 是 4 
维 单 位 矩阵 ; 

(2) X RAMME, IHES <t <: < < b, 
(X, -X :1< i < k] 相互 独立 ; 

(33 Ve € Q, X(:, o ) Æ[0,b) CES; 

(4) Xo = 0, 
则 称 X = 1X,:: € [0,5)] 是 标准 的 始 于 0 的 d 维 Brown 运动 ， 
记 之 为 S.B4.M.O.. 

对 于 取 值 于 R 中 的 随机 变量 X, ,有 时 记 为 X = (X, 
X.a) | z | 表示 R” 中 的 元 z 的 欧 氏 范 数 . 

RRA: E X, 服从 4d 维 正 态 分 布 N(p,53), 则 X |. X. 
相互 独立 的 充 要 条 件 是 :5 是 对 角 和 矩阵 . 

合 题 2.1 设 X= |X,:i:€[0,5)| 是 S.B*.M.O., 则 |X,,: 








9 
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t € [0,5) 是 SB.M.O. ,而 且 Xi，…X, 相互 独立 (VE 
[0,5)). 

证 EFX 服从 正 态 分 布 N(0,z1), t 是 对 角 和 矩阵 ,所 以 
X, i, X, 相互 独立 (Yt € [0,6)). 显然 X 服从 正 态 分 布 
N(0,t), 而 {X, :it EE[0,5)| 满足 定义 1.1 中 的 条 件 (2),(3),(4) 
ERAB, iX, az € [0,5)] E S.B'.M.O.. 

命题 2.2 设 X= |X: E10,65)| 是 S.B*.M.O.,L 是 d x 
d rX 464 EX EM PL =L, LAARI 上 | 二 1( 此 处 
L L 之 转 置 ), 作 变换 

Y, = (YY, Y,a) = XL = (X,1, u X aL (t € [0,5)), 
a) y = |Y,:t C€ [0,b)] £ S.B: .M.O.. 

证 ”由 于 X, 服 从 4 维 正 态 分 布 N(0,t1), 而 Y, = XL, 工 是 
标准 正 交 和 矩阵 ,所 以 Y, 亦 服 从 4 维 正 态 分 布 N(0,z1). 直接 验证 
DALY, £ E10,65)| 还 满足 定义 1.1 中 的 条 件 (2),(3),(4), 命 题 
得 证 ， | 

命题 2.3 若 |X:t € [0,6)} £ S.B? .M.O. , W| £ R. + 
稳 增 量 , 即 Xar- Xa 5 X, 一 X 之 分 布 一 样 为 N(0,(t 一 I) 
(VOÜO<s<#<b,0< s +P)b=< +P) <)b). 

证 HT Xos = (Xor — Xor) + (Xor ~ Xo), 而 Xor 一 
Xor B Xor 一 Xo 相互 独立 ,所 以 若 令 X, = (X, "UU X. 2), 
以 1 


为 w Z Ë MA 


u = (uiua) € R°, u = 








(Ud 
E (e™+ i ) 一 E (e*n -Xal )E(e+ ) , 
从 而 由 X, 服从 正 态 分 布 N(0,z1) 可 知 
E (e 7na X, y ) = E (etha )/E(e an ) 


一 a utu Jeze 
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— Tu) 


此 即 X t+h 一 X ai Ej X, 一 X, 的 分 布 一 样 都 是 NN(0,(t 一 s)I). 


命题 2,.4 RIX: E[0, 2) 是 S.B'.M.O., 则 对 任何 正 
数 天 ,有 


P(O n! X, I< Ki) = 0. 


证 ”因为 对 任何 ww,， X(:, 6) Æ, œ) 上 连续 ,所 以 看 令 万 为 
[0 ,oo ) akiwa 则 


Ra X IS Ki = (11! X, I< K| 
是 概率 空 中 的 林琳 又 因为 


P( ñ {| X, I< K) < P(I X, I< K) 
:E10,%) 


-| (Ce E Ont)? dz 





<| L dr (z€ [0,%)), 
Ix SK (27) 2 


A t — co 即 得 命题 2.4. 
命题 2.5 AIX, :tE l0, b) 是 S.B'.M.0O., 任 取 0= t, < 
ft < -: < t, < b , N 
(X, ,X, , : , X, ) 
= (X. 75 Xaa Ke ts Xaa tX, PRS 4) 
服从 dk ESDA. 


E TX -X X, - X, X, - X. MEMY,H 


X, - X, 服从 d 维 正 态 分 布 N(0,(t — ti) D, PA X, a7 X. a 
X. X, a 相互 独立 且 服 从 正 态 分 布 ,从 而 

IX. _ Xal ,A 一 A, a "°. 

X, A T X. a Xaa T Xo 


fl 


相互 独立 ° 且 每 个 | 所 加 


a! 


Xr ad SALESI, 1 = e’ k, 
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/ = 1 d BEES 
I 了 I I 
0 I I I I 
0 0 I I 
Li 一 ， . . 行 
0 0 0 I I 
0 0 0 = 0 I 
k3 


其 中 了 是 d 维 单位 矩阵 , 则 
(X, o Xa o Xaoo Xy Xa) 
= (X, 一 X, Xa 一 X, X, — X, 5 X — X, 
X, 一 Xa) ° Lu, J 
所 以 由 命题 2.3 得 知 (X,， ,X, o Xano Xa ,X, ) 服从 dk EES 
分 布 . 
他 题 2.6 IX £ E10,6)| £ S.B .M.O., 则 对 任何 ; ,1 € 
[0,5), 总 有 cov(X,X)=sAt. 
证 H iX € [0,5)| 具有 独立 增 量 ,X 服从 正 态 分 布 
N(0,:) 可 知 
cov( X. , X, ) = E(X.X,) 
= cov(K s,s Ky, Xa) + cov(X, ns Xar) 
= cov Xan KN) = var( X..,) = s Á t. 
Æ 2.1(Lévy). S.B".M.0O. 总 是 存在 的 . 
证 ”第 一 步 . 用 第 四 章 定 理 3.2, 可 以 构造 一 个 概率 空间 
(Q,9,P), 及 此 概率 空间 上 的 一 个 独立 同 分 布 随机 变量 序列 
Zk 221), Z, 服从 正 态 分 布 N(0,1) GÆ Z, ~ N(0,1)). 


第 一 步 在 (0,9, P) 上 再 构造 一 族 随 机 变量 | Y{ 2 }: o>, 
n=0,1,2,… | 
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(i) |Y (去 ):0 过 过 2 pge Y A) EAZ, Z, 


Zr 的 线性 图 数 (2 之 0); (2.1) 

Cii) Y[2:)— N[0,2 J (0<k<2", n 220), (2.2) 
造 法 如 下 : 

“n = 0 时 ,定义 Y[ 训 j= Y(0) = 0， y[x)= YM) = 
Z. x 


tenka Y| |<, <> 已 定义 ， 对 第 n+ 1 次 内 


W Y| :0 <, <2 | ,由 下 述 递 推 公式 来 定义 


2k — 1 1 1 kl k 
S s Zea + hY) rE) 























2 
(k = 工 2") 
y[22 )= Y[2:) (k = 0,1,.…,2") (2.3) 
易 证 
e(r i) r y) 

a) 

+E(zY( Erl) 
- E| 3 2" 42 +3[Y + Y[2: )) 
= [vÚ ')+ Y[2 )) (n > 0). (2.4) 


下 面 我 们 证 明 由 递 推 公式 (2.3) 所 定义 的 





Y (地):0<k<2" 


Yes s... 
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(n= 二 0,1,…) 满 足 (2.1) 及 (2.2) 式 . 
(|) ”由 递 推 公式 (2.3) 得 知 (2.1) 式 显然 成 立 . 
(Í) ”用 递 推 公式 (2.3), 并 对 nn 使 用 归纳 法 来 证 明 (2.2) 式 


e(r Jr(ė)) -每 asesz nao 


显然 , 当 n = 0 时 
Y(0)=0 ~ N(0,0), Y (|= YG) = Z, ~ N(0,1), 


s(y(8)r($)- so -=o 


W m < n Bf, IY( 去 )]:0<h<2"| 中 每 个 Y( ~ 








>" 
N(0,% ] a < k <2”), B 
e(x( (E) asa 
mely ( osica anr y(i) n(oz).a 
当 = 2j (j= 1,0,2") 为 偶数 时 ， 
ES EY (Sm )Y (A)) 
-s[v[£)[zg zz aY) (E) 
= e(a Yla) YU); lE) 
= ze(y(E) jei) es 


由 归纳 法 假设 ,有 
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所 以 
e(r) yla) >] 
= “I: = IRT (2.6) 
4k =2j-1(0( = 1,2") 为 奇数 了 
El\Y (2 ) ylen) e r a E) 
edef y(i) (pza l) lE) 
eri) reli lE) en 
e] 
er 人 的) asier 
所 以 
e(r (iatl) 11 251) 
=- (2.8) 
IHE 1 <k < 2"! ,有 
p(y rh) e 


| 全 josasze|a| 伟 ja<aszl 


2k — 1 
?+ 





洗 进 2" 个 随机 变量 | Y| ): 1< <2" | 而 成 的 ,而 由 归 
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纳 法 假设 已 知 Y( 去 )~ N|, x] O< k < 2"), MATHER 





证 新 插 进 的 2” 个 随机 变量 [221 < <> | 满足 
Y (a )~ N(0, r] < k <? ) 即 可 . 
事实 上 ,由 (2.3) R: 





2k-1\_1, ,1/v/k-l (£) 
Y| H+tl |= ap: a + [YÍ 2" )+ Y g” ? 
1< k <2", 


和 (i)， (二 NT 





布 的 随机 变量 之 和 (因为 Y|) Y(E EZ, Zr 的 线 
ERK, m ENE Z= (k 之 1) 相互 独立 ,Z ~ N(0,1)), 所 以 
y )~ NG0,02.1), 1 < k <2'. 

又 由 归纳 法 假设 及 (2.3)、(2.1) 式 得 














归纳 法 完成 . 
第 三 步 . 引进 第 n 步 逼近 过 程 |X"(t):zE[0,I} .对 任意 n20 
和 wE CQ ,定义 X (wow) 是 以 | E, Y[2 e] k =0,1,::: 2" 1 为 


顶点 连 成 的 折线 , 即 
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oo 使 -人 
2" 
+ 
-as-a-[v[Ë,.) (Eze) 
— 
(n>0,€ |" 二 ,地 | k = 1,2,.,2"). (2.11) 
下 面 我 们 研究 1X'(z1):t € [0,1])] 的 性 质 . 令 
W, = sp, P) - (n >0). (2.12) 


引 理 2.1 对 (2.12) 式 所 定义 的 W. 有 
SUP, | X(t) XP) IS W, (n >0). (2.13) 


证 ”对 任何 
k -1 E] ji akt) ka 2 | 


























t € gn gn 2n+1 ? gati gati ont] 
4 2 —2 2k — 1 一 
车 1 € | 有 全 二 je [1.2 |. H k= 1,2", (2.11), 


(2.12), (2.3) 式 得 知 
X(t) — X(+) (+) | 


(pt DY (EE) -0 Yl F) 








g (2ra Z(2k-1)+1) Y( 2 | 
- (2"*1, — (2k -Dy EE) 





-Jera so( r(t) 
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- (2*1 -2(Ł-1))Y( kE) 


(5.3) 








2k-1\_ 1 
ft 一 十 ° nti _ n+2 2" +Ë 
(2'#- k +1):2| Y| 5 Z 
2 2 


2k — el 


— (2"*'t—2( k — D Y| gnti 























nt 1 
-| 't—2k 上 (2.14) 
FTE 
2"! E [2k -2,2k — 1), WH (2.14) 式 得 
IXP) XV) |< Lerat (2.15) 
22 
(n+l) | Z" +k | 
,SUP,, | X' (z) — X (z) < 
:| t,t ) 2 2 
(k = 1,.…,2"); (2.16) 
2k — 1 2 
Eee | g |C S A f 2.16) 式 可 证 : 
2 2 2 
(n) (n+1) | Z"; | 
sup | X (#) — X (1) I< —— 
[5 z ri 22 


aH (2.16), (2.17), (2.12) 式 得 
gal X (O = AT 


= sup su |X (z) XP (z) 





< sup Ler = W, (n > 0). 


IF 272 


引 理 2.2 Ah =|w:w € Q, > W,(e) < œ] „A PC) = 1 
证 ”由 (2.12) 式 有 


第 五 章 平稳 独立 增 量 过 程 175 


2" nt? 
P(W, > A) < > P(| Ze >2 2 À) 


k=l 


sh 


1 fdr 


— = 2"! | ， 
n+? 
224 = 
2 


<Í. z 
ze d 
`n Pp 2° Ë 


2"+1 02 y 
= — e 2 
V 2m2 2 À 
A, = 2 M| 272, < œ, A fil 
2 n=l 
DPW, >a) HA 
n=l 


n=1 72 


由 {和 | 是 相互 独立 的 和 (2.12) RA W. | 也 是 相互 独立 的 .因此 
H (2.18) 式 应 用 Borel-Contelli 引 理 得 知 


P(N U Iw, > 1 1)= 0. (2.19) 





n+l 


e? < oo. (2.18) 
2x 





但 是 ， >”, < co, 所 以 P(Q) = P P(X w, < %)=1. 

引 理 2. 3 存在 :X(t):: € T! ,使 得 对 任何 E MQ, 

lm X” (t,w) = X(z,o) (在 :E10,1] 上 一 致 ). (2.20) 
从 而 X( wo) 在 [0,1] 上 连续 ,此 外 尚 有 


k oi )= p: )= a 
xx=. e ]= x LJA mo) = Yi 


(m < n, 0< k < 2”). (2.21) 


ntm-] 


Sup |X (t,w) ~- X (tya) > W, (w), 
所 以 ,由 引 理 2.2 立 得 (2.20) R. 
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HH m < n,0 < £ < 2” ,H X ”的 定义 有 
xe [e ]= Yf) = Y (“3 e] 


_ xO [ZZR u) x” (zo), 





所 以 (2.21) 式 成 立 . 
引 理 2.4 令 2, = O< <", D = U 9, ,考虑 概率 


r 


ZAC, aP) (其 中 多 = {A:A= Q A,A E), X) 
E G/B (1 € [0,1]), IX(r):r € 92 具有 独立 增 量 ,X(r) 一 
N(0,r), r € 9. | 

证 X(;) € &/2' 是 显然 的 . WJ H (2.21) KK Y(r) — 
N(0,r) 得 知 X(r) = Y(r) —< N(O,r) (r € 9). HY +, r, € 
2B8F,X(r,) - X(ri) = Y(r,) - Y(r,) E1Z,:E > 11 中 有 限 个 
Z, 的 线性 函数 , 而 12Z,1 是 相互 独立 的 且 Q — N(0,1), 所 以 
Xira) X(r i) 也 服从 正 态 分 布 .因此 为 证 1X(r):rEg93 具 有 独 
AE, BAHE ri Sra S< rx Sr, r, € 2, X(r, ) — X(r, ) 与 
Xlr) — X(r,) 独立 ,只 需 证 明 它 们 不 相关 , 即 

cov([X (r2) ~ X(r,)),[X(r,) — X(r,)J) = 0 

(rí < r; < rs < rar; € D). (2.22) 
又 因为 
9 = U9,, 9, C2 (n> 0), 

所 以 又 只 需 证 明 (2.22) 式 对 r, € 9, (i = 1,…,4) 成 立 . 

为 此 , 先 证 明 对 一 切 n > 0,48 


b YS +l k | k k+l 
Fl Y| — |Y 一 上 >0 £ ED 
| 53 | 2" | 2 (LZ Og gn .] 








(2.23) 
`4 n = 0BF(2.23) 式 显 然 成 立 . 设 (2.23) RX n 成 立 , 推 证 对 n + 
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# k = 2p, 则 由 归纳 法 假设 有 


若 二 2p -1, 则 用 y| joan \ 式 (2.3) 及 {Z| #t 
~ N(0,1) 与 归纳 法 假设 可 


人 


Ce 


gel) 7(##) 





车 = 2p , W| I y (EE t 1638362 30(2.3) 及 1 Z,| 
MY, Z ~ N(0,1) 与 归纳 法 假设 可 证 ， 
E(Y (a7)Y (Se) 


UE) 


+] 


a 
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全 中 | 
-jv 
-sa Ye) 


”归纳 法 完成 . 
现在 利用 (2.23) 式 来 证 明 (2.22) 式 . 任 取 ”> C 2, ¿= 1,2, 


3,4, 7 1 < r, < r; < r, . > 
k + 
r; = (0SU El El, O< +, 2"), 


则 由 (2.23) 式 有 
cov([X(r,)- X(r,)),[X(r;,)— X(r,))) 
EL 
[y] v>) 
Ee 
人 
„kth kth kth kth. 
2” 2” 2” 2” 
引 理 2.4 证 毕 . 
下 面 我 们 用 上 述 请 引 理 来 证 明 |XCt):zE [0,1]] 是 定义 在 
概率 空间 (2 A, P) 上 的 SB .M.O. 
(1) X(z)~ N(0,ż), +t € [0,1]. 


0. 
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IEE: C [0,1], HF 9 = :0 hkZ2", n 宇 01 在 [0,1] 


稠密 ,所 以 存在 ”> C 3, 使 x, — :, 但 由 引 理 2.3 得 知 针 (.,w) 在 
t 连续 (w E No), X(r,) = Y(r,) ~ N(0,7,), 所 以 


2, 


Elé”) = lim E (e )) = lim e -7 -ei ; 


Fn 
[| 


即 
Xi) 一 NOz) (2.24) 

(2) X(t):t € [0,1]] 具有 独立 增 量 . 

任 取 i <t, Si [t t € [0,1],8 r”) < +I” < +I” < 
r, rP € 9, r)” — 则 由 引 理 2.4 有 XX(r4) XOG) 
X(r2?2)—- X(rI2) ) 独立 .而 由 引 理 2.3, 对 任何 wwE Qa, X(: ,o) 
在 [0,1]j 连续 ,所 以 

X(t) = X(t) = lim[X (r4) - X(r32)), (2.25) 
X(t) = X(t1) = lm[X(r;"”) - X(r3°)). (2.26) 
两 串 独立 随机 变量 的 极限 当然 独立 . 

(3) X(',w) 在 [0,1] 连续 (w € Do). 这 在 引 理 2.3 中 已 证 . 

(4) X(0,-)= Y(0) 二 0. 故 {X(z):t € [0,1] 是 概率 空 
ECR, P) 上 的 S.BLM.O.， 

WAS H T ARE, P) 上 的 S.B'.M.O. IX(:): 
上 EL0,1 1 利用 乘积 空间 的 技巧 , 总 可 以 造 出 某 个 概率 空间 
(2 ,9 ,P”) 上 的 一 串 相 互 独立 的 S.B'.M.O. 1X%(,):: € 
[10,1]i, 有 = 1,2,…. 再 令 

XY (t), 当 : € [0,1], 
XV (1) + XY- 1), `w: € (1,2], 
X (£) ~ X° (1) +e + XP (1) 
+ XP(t-n+1), “t C (n -1,n], 
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WIX (G): E [0,2)) ÆR, ,P*) 上 的 S.B!'.M.0O. .再 一 
次 运用 乘积 空间 技巧 , 可 造 出 概率 空间 (0 ,3,P) 上 的 S.B. M.O. 
i 入 (1):t E [0,oo) .显然 ,对 任何 0 < baL, X) € [0.0)] 
也 是 S.B- .M.O. .定理 2.1 证 毕 
定理 2.2 RİX, t € [0,co)] 是 概率 空间 (0,F,P) 上 的 
S.B .M.O., 则 存在 A € Z, P(A) = 0,38 o CARX C, wo) # 
[0,eo ) 上 无 处 可 微 . 
证 ”只 第 证 明和 存在 A € Z, P(A)=0, 当 w CEAN, X, 
w) 在 [0,1) 无 处 可 微 即 可 . 
任 取 定 woE2. 考 虑 XGOw):[0,1) 一 R. 若 存在 *E[0,1)， 
EXC, o E s 可 微 , 则 必 有 
| X(t w)— XX(s,w) 
lim 


Í — s 


= X (s ,co) 


为 有 限 数 ,所 以 
lo:o ED, 存 在 ysE[0,1), 使 XO w) Æ s 可 微 | 





CÅ joo € 9, 存 在 s € [0.D ë| | Ze 二 Xe | < k. 
CU le: € 0Q, 存 在 s € [0,1),8 = 8(s,w) > 0, 使 
| X(zt,o) ~ X(s,w)| < b |£ — sl ,3 s< < s + ó|. 
(2.27) 
但 是 , 当 人 < 6， ri 和 75+1 时 ,有 
' le a< <itl c it2<it3 4111 
7l rl 71 n 71 71 71 
(2.28) 
所 以 ,由 
|X(t,e)— X(s,o)|< £ |£ — s ( 当 s< t< s + ë) 
(2.29) 


K (2.28) 式 可 推出 


im 一 
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<k it3 + :十 < s 
71 71 
< (2.30) 
?1 71 71 
仿 之 可 证 
x(H2,w)- x(u] < < 2, (2.31) 
X|.) x[£..) <3 < (2.32) 


BHE < 6,ns < i < ns + 1 Bf, 
|X(#,o) — XX(s, o )|< kp l| r —s | (s < t < s + 6) 


-人 
所 以 
{w:w € N, | X(t,w) — X(s,o)| < k ] í —š 二 上 < + 
vf 1 yli Tk 
| 
因此 ， 
fw:w € N, FE s € [0,1), 6 = 6(s,w) > 0, 使 
| X(t,o) — X(s,o)|< k | £ — s 1 , > s< t< s+¿üó|! 


| 
并 ;⁄1 


(2.33) 


CU 


m=] n=m I; n +I [+ |<; Sr +3 
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HIES 
A =U un <. AL... = x(w) 
-Xe <2 ; 
则 有 
iw:w ,存在 s E10,1) 使 X(:,w) 在 s 可 微 | C A. 
(2.34) 
但 是 
PWEDE P(A Yad CE) 
-x[i j<% ): (2.35) 





由 X(t):t € 10,%)} 具有 独立 平稳 增 量 及 X(t) ~ N(0,z) 可 知 : 
x) x( 1) < 2) 


h 








| n= m Iaintl i+l 1+3 

















< lim sup P| U x[+ )- x{ 二 1 
H— OO [n+l iT i3 fi n 
< #Ë )< lim sup >: pÍ x[2) 
5 n S aeo ; =] di n 
x) <) 
n n 
n+l ¿+3 —] Th 
= lim sup ` [| P[x[Z)- x) <72) 
T i=] j=i+] 
m+! 
_ 1yo 7k y 
= lim sup > P(x ) < > 
1 _ ny š 
3 
= lim sup (n + 1) | 1 š ü 
n° É 2 





d > 3 
_ 1: x /了 y l 
lim Sup (n + 1) |. 2 Has 


ti 
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| 3 
< lim sup (n + Daay | 
一 lim sup (n + D)[ 2 ) = (0. (2.36) 
H (2.34), (2.35), (2.36) 式 得 定理 2.2. 


定理 2.3 设 |X(i):1 € [0,%)] £ S.B .M.O.，, 令 


Y, = > [x[Ë)- x[£s-1)), (2.37) 
I | 
i lim Y, = 1, [L°], [a.e.]. (2.38) 


证 ”由 命题 2.3 得 知 


所 以 





E(| Y, — 1 12) = var( Y, ) 


-w(x( 去 )-x( 每 ] 








: | 
= 2” 2 var 1 (2.39) 
Za = (x(x) -xN e 
则 


Z, ~ N(0,1), E(Z“,) = 1, E(Z*1 ) = 3, 
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所 以 
var( Z2) = 开 (Z4 ,) 一 下 (2 ,) =3-1=2. (2.41) 
将 (2.40),(2.41) 式 代 和 人 (2.39) 式 ,得 
E(|Y, -1| = 22: ..2n .2 = 21 
因此 lim E(| Y, -1|°) = 0, B 
lim Y, = 1, [L` ]. 


J 


但 是 ， 
Y -n+1 
PUY, -1 > o < F 2 


€ 
所 以 由 Borel-Cantelli 引 理 得 知 lim Y, = 1l,la. e. ]. 
定理 2.4 RIX(z):ż € [0,co) Z S.B'.M.0., Y, 加 定 
理 2.3 所 定义 , 则 





去)- x (sl)| = co [ae] (2.42) 











SU 


n — 


证 由 Y, 的 定义 知 


;< [oe -A 
1k <" 


但 X(:,w) 在 [0,1] 上 一 致 连续 ,所 以 
lim max x[#)- x[ B 


n> IKEL" 2 


因此 ,由 lim Y, = 1, [a. e. AE 式 成 立 . 


命题 2.7 设 随 机 变量 了 服从 正 态 分 布 N(0,o?)，,， 则 
E(! Y 1°) = po (Ya € R), 其 中 


p = =]. | x je dz 
证 ”直接 计算 立即 可 得 命题 2.7. 
定义 2.2 PIX, : t: ET 是 概率 空间 (0 ,9 P) ERAF R° 
的 随机 过 程 ,T 可 为 开 区 间 , 可 为 闭 区 间 , 可 为 半 开 半 闭 区 间 , 可 为 




















， 
ET 


k=| 
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AA KEDE REA KN. A 

(1) X,- X, BAES fi N(0,0 (t — s)I)(s,t € T, 
a > 0, I d 维 单位 矩阵 ); 

(2) X RAM THE, MEHE <t < < r, t, € 
T, (X-X, :1< i< l| 相互 独立 , 则 称 X = [X,:# € TI Æ 
d ## Brown 运动 . 记 之 为 B° . M. 

若 还 有 OET, X, =0, 0r X EIF 0 ËJ dË Brown 运动 ， 
记 之 为 B'.M.O.. 

命题 2.8 设 X= |X,:t € T] 是 概率 空间 (人 ,9Z,P) 上 的 
B .M. , 则 存在 X 的 一 个 完全 可 分 的 修正 = |X,: t € T], JL 
乎 一 切 轨 道 X(' ,wm) 都 是 连续 的 , 即 存在 A EF PCA) = 1 ,使 得 
对 每 个 中 GE A,，X(,w) 在 工 上 都 连续 . 

E 令 X SX ast, Xa) AHEM t ET, EIS Sd, 
都 有 

limE(| X, , — X,., | 六) = limo” | 上 — s |= 0, 
故 1X,;:t C [0,5)} 是 随机 连续 的 ,从 而 由 第 四 章 定理 1.1 得 知 : 
它 存 在 一 个 完全 可 分 的 修正 |X,; :t € T} .又 由 命题 2.7 知 存在 常 
Ax o 使 x 
El X,, -X.a |°) = o| t —- s|3 (Va>0) 

(因为 (X,; — X, ,) 一 N(0,ə2| -si)), 所 以 用 第 四 章 定 理 1.3 
( 取 a > 工 即 可 ) 得 知 : 对 几乎 所 有 的 w, X,,(w) 是 1 的 连续 函数 . 
命题 2.8 得 证 . 

附注 2.1 对 B'.M. 义 而 言 ,相应 的 命题 2.1 至 命题 2.6 都 成 
J. 

附注 2.2 ”类 似 于 定理 2.1，B? .M. 当然 恒 存 在 . 

附注 2.3 i X ÆB.M. ,类 似 的 定理 2.2、 定 理 2.3、 定 理 
2.4 都 成 立 . 
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附注 2.4 ”由 于 命题 2.8 成 立 , 以 后 所 言 B° .M. ,都 假定 是 它 
的 完全 可 分 的 修正 ,因而 其 几乎 所 有 的 轨道 都 是 连续 的 .为 简单 
计 , 不 妨 设 其 轨道 都 是 连续 的 (通过 把 概率 空间 “净化 ", 总 可 做 到 
这 点 ). 

附注 2.5 ”所 请 标准 的 始 于 0 的 取 值 于 R° 的 Brown 运动 
S. B°. M.O. ,就 是 一 般 的 Brown 运 动 B*.M. 当 X, 二 0,c? =1 的 
特殊 场合 . 

定义 2.3 令 人 为 全 部 定义 在 [0,ce) PEFR 的 在 零点 
函数 值 为 0 (R” 中 之 零 向 量 亦 用 0 表示 ) 的 连续 函数 ,2 中 的 元 素 
H w RI, Bp 

N = lo: o():[0,co) >R, wl) 连续 , w(0) = 0}. 
再 令 X, AN 上 的 坐标 函数 , 即 X(o)= wlt) (t €C l0, o), o € 
N), AIRE X, X(t), Xlo) A X(t, w). 

再 令 多 是 使 一 切 X, 可 测 的 最 小 c 代数 , 即 

F= Y X, (F) = o(X, (B):t € [0,%), B € 28), 
其 中 区 是 4 维 欧 氏 空间 RI 中 的 全 体 Borel 集 . 

设 |X(z):t E [0,co)} 是 概率 空间 (0, 多 , 户 ) 上 的 B. M.O., 
对 任何 正 整 数 x, 任何 B, € ,i =1,…,m 和 0 = tolt < 
ta < < t, Jm = {tis t, EX 
P; ([X(:,) 一 X(to)J c B i, lX tn) 一 X(t 1 )) < Bn) 


= P((X (t) 一 X(t)) € B, e LX (tn) 一 X(z € Bn) 


(t: 一 t1) € B.) 


|! 
一 、- 

D) 

>) 


一 _ Pk n 
一 U (° 2 Da / (2zo2 (t; 加 ti-1 ))2 )dz， (2.43) 


i= B, 
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其 中 ,zx = (zi, 22) € R°, |z |° = Sai, dr = dzi dz 
由 (2.43) 起 所 定义 的 集合 函数 P， 显然 可 唯一 地 扩张 到 
o( X(t1) — X(t0), Xt) = X (ti), X Gm) — X(t,. i )) = 
o(X(t1),…, 久 (ft)) 上 去 ,而 成 为 一 概率 测度 P. ， 
令 T= [0,ce)，p(T) 为 工 之 一 切 有 限 子 集 , 尼 = R, £ = 
gI 8S = XE, E, =é, SCT AERJ = {t,t, | € og(T). 


A EE ,定义 . 
P, (A) = P,(X;'(A)), (2.44) 
其 中 XI = (X(t), X (tn)). DEP J E€ oT) E(E,é) E 
的 一 个 投影 测度 系 .车 定义 
P(r (A))= P(A) (A 6 @#', J € o(T)), (2.45) 
则 由 第 四 章 定理 3 1, P 是 全 体 柱 集 构 成 的 代数 
gm=|l4:4=r (A), AEZ, J € o(T)| 
上 的 概率 测度 ,其 中 xj 是 由 第 四 章 (3.1) RAELA ET Ej E? 
的 投影 变换 , 令 
P(X (A)) = P,(X7'(A)) = P, (A) = P(z;'(A)) 
(2.46) 
(AEE, JE p(T)), 由 P 是 代数 @/ 上 的 概率 测度 易 证 已 是 代数 
Fa = IM:M = X (A), AE 2 , J € o(T)! 
上 的 概率 测度 , 故 P 可 唯一 地 扩张 到 ce 代数 
F= MX (9°) = A) 
上 去 .扩张 后 的 概率 测度 仍 用 P 表 之 , 遂 得 概率 空间 (0 Z. P) E 
之 为 Wiener 概率 空间 , P 称 为 Wiener 测度 . 
Wiener 概率 空间 (2,9P) E REIO): € 
[0,%), X(t,w) = ælt) E—4 B2.M.O. ,因为 由 (2.43) 式 知 
定义 2.2 中 的 (1) 和 (2) 成 立 , 由 0 的 定义 知 义 , 圭 0, 所 以 1X(z): 
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t € [0,co)} Æ B*.M.O.. 
附注 2.6 ” 若 取 定义 2.3 中 的 {X(1);t € [10,%)| 是 概率 空 


H(A, F, P) ERJ S.B. M.O., MEX 2.3 pAg Wiener 空间 
(Q ,Z,P.) 称 为 标准 Wiener 空间 ,其 上 的 坐标 过 程 就 是 S.B” . M. O.. 
正 因为 如 此 ,有 时 称 B”.M. 为 Wiener 过程 , 称 S.B*.M.O. 为 标准 
Wiener 过 程 . 

前 面 我 们 人 研究 Brown 的 轨道 性 质 时 , 仅 研 究 了 轨道 的 连续 性 、 
不 可 微 性 及 无 “有 界 变 差 性 ”等 .下面 我 们 将 较 次 人 地 研究 一 下 
Brown 运动 的 轨道 性 质 . 

仍 设 dim(* ), gp-m(') 是 第 二 章 Š 3 中 所 定义 的 Hausdorff 维 
数 与 由 o 决定 的 Hausdorff 测度 . 

定义 2.4 Ru ÆR EPRS RHK 的 有 限 的 Borel 测 度 
(当然 具有 可 数 可 加 性 ),a > 0, 称 


L) a |. |; as ((dz)a(dy)) (2.47) 

F u Ë) a- RE; FR 
TGJ 是 具有 紧 支撑 K” C K 的 Bord 概率 测度 
(2.48) 





C. (K) Asup 


A K 的 @- 容 度 ; 称 
dimc(K) 人 会 inf{fa > 0:C(K) = 0] 
= supla > 0:C,(K) > 0! 


为 KK 的 容 度 维 数 ( 约 定 二 = = 0). 


众所周知 ;由 Frostman 定理 (参见 | 50] 第 一 章 定 理 4.5) 得 
dime (K) = dim(K) (V Æ KCR). (2.49) 
和 以 前 一 样 , 仍 用 f(A) 表示 函数 和 在 4A 上 之 像 集 (A 是 f 的 
定义 域 中 任 一 子 集 ), f"'(B) 表示 函数 f EB 的 逆 像 集 (B ESH 
值 域 中 的 任 一 子 集 ). 如 果 X = IX(:):: € T] 是 以 (E,@) 为 状态 
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空间 的 随机 过 程 ,A C T, BC E,W E V X(A) — XX(A)(.)， 
X(A)(w) 会 {X(t,w)i:t € A} (Vw E Q);X' (B) ô 
X '(B)(:),X (B)(w) Aft € T:X(t,w) € B}. # X(A), 
X '(B) 分 别 为 在 A 上 之 像 集 与 在 B 上 之 逆 像 集 . 显 然 , X(A ) 
和 X (B) 都 是 随机 集 . 有 时 记 
X(A)(w) = X(A,w), X (B)(w)= X'!(B,o). 
定理 2.5 设 X= |X(1):1 € [0,1] 是 B*.M.O., d>2, 
4) P(dim( X([0,1])) = 2) = 1. 
证 ”首先 我 们 指出 :由 X 的 轨道 的 连续 性 ,用 第 一 章 命题 5. 1 
可 知 ,对 任何 ww, X([0,1) Cw) ÆR? 中 的 紧 集 ,所 以 ,由 Frostman 
定理 可 知 
dim( X([0,1])) = dime (X ([0,1])). (2.50) 
(1) #EuE 
dime( X([0,1])) >2, [a. e. J. (2.51) 
为 此 ,只 需 证 明 对 任何 1< a < 2, 有 
C,(X([0,1])) > 0, [a.e. ], 
亦 即 只 知 证 明 :; 对 几乎 所 有 的 ,存在 XX([0,1]) 上 的 Borel 概 率 测 
RE ,使 
I (a) < eo, (2.52) 
(C, 与 1 分 别 由 (2.48) 5 (2.47) 所 定义 .) 
事实 上 ,由 X, 一 X, 服从 正 态 分 布 N(0,o(: — s)I) 及 命题 
2.7 可 知人 存在 常数 c 使 


E(X,- X, | =)= celt- s|. (2.53) 
把 (2.53) 两 边 积 分 得 


|. (| lx X, | “dsdt jdP 一 [| |z — s| 2 dsdz < oo. 
所 以 
[| X,- X,| dsdt < o, la.e. J. (2.54) 
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固定 任意 ww € 02, 令 Dla) = X([0,1],%), 

u A) = A(t E [0,1]: X(t,w) C Al), AC HD(w)), 
其 中 Z 是 一 维 Lebesgue 测度 ,w € Q. 

由 于 XX(',w) 连续 , 所 以 轨道 X O, w) 可 视 为 概率 空间 
([0,1],2(10,1]),%) 上 的 取 值 于 R° 的 随机 变量 . 而 jy 就 是 


XX(，,w) 的 分 布 , 即 
ta =L. (X(:,o)) . (2.55) 


(u. EXC, w) 的 “逗留 时 测度 ”) 所 以 是 D(w) 上 的 Bore 概率 


测度 (VYwE0). 
由 (2.55) 和 (2.54) 可 得 


Lt.) = 网 ddy) 
| | la - y| A(X (tw) € dr)4(X(s,w) € dy) 


l rl 
= | | Xw) — X(s,w)| “dsdt 


<o (对 几乎 所 有 的 w E€ 0 及 任意 1< a <2). (2.56) 
H (2.56) 知 


dimce (X([0,1])) >2, [a.e.]. (2.57) 
(2) HE 
dime( X([0,1])) <2, [a. e. ]. (2.58) 
为 此 ,只 需 证 明 对 任意 a > 2, 有 
s-m(X([0,1])) < œ, [a.e.]. (2.59) 


事实 上 , 任 取 a >2, 有 0< 二 < 方 ,由 B*.M.O. 的 Hslder 连 
续 性 (参见 [50] 第 二 章 命题 1.3) 知 :对 几乎 所 有 的 w, 存在 常数 
c > 0, 6 >0( 均 不 依赖 w ) ,使 得 


X(t + h,o) — X(t,o)|< ch? 
((<r<l1l,z#+h=<1,0=< ) < ó). 
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因此 由 上 式 即 得 


X([r,t + h]) C BXCG) ,chr ), 
其 中 B(xz,r) RRUA r AP ĠO, U r 为 半径 之 开 球 . MA, Z 


二 <è, 由 上 式 立 得 
rao -Üx[[2212]) 


cÜB(x( =), em), a.e. ]. (2.60) 


# Bld) 为 R 中 一 切 开 球 , 则 有 常数 玉 >04% 
s-m(X([0,1])) 


< K lim inf | > [diam(B.)]“ :B, € Zd), 
m= i=l 


UB: D X([0,1]), diam(B;) < 2cm ° | 
SK lim 3y (diem B(x (271) *))) 
= K limm(2cm™ ) = K(2c)° < eo, [a.e. |. 
此 即 (2.59) 成 立 ,从 而 (2.$8) R. 
由 (2.50),(2.51),(2.58) 即 得 定理 2.5. 
事实 上 ,我们 还 有 比 定理 2.5 更 强 的 结果 . 
定理 2.6 在 定理 2.5 的 条 件 下 ,总 有 
| P(dim X(A)) = 2dim A, (2.61) 
对 [0,1] 中 任何 Borel £ A 均 成 立 ) = 1. 
证 明 参 见 |50」 第 二 章 定理 2.3. 
我 们 知道 ; 若 X = {X(z):t € [0,so)! E B! .M.O. , 则 对 几 
乎 所 有 的 轨道 X(',w) 来 说 , 它 穿 越 任 一 水 平 线 都 有 无 穷 多 次 , 即 
i E10,%):X(t,w) = zl 是 无 穷 集 .这 个 无 穷 集 究 竟 有 多 “大 ”? 
下 面 的 定理 精确 地 回答 了 这 一 问题 .实际 上 , 它 的 结论 回答 的 问题 
比 我 们 所 提 的 还 要 广 . 
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定理 2.7 设 X= |X(:): € [0,s=)) ZB'.M.O., BÆR 
中 任 一 Borel 集 l! 

P| dim( X" (B)) = 
特别 地 , 当 B = |z] Z R 69 34/52 £ X (B) = {1:X(1)= zx] 
就 是 X PEATA 的 时 间 集 合 .(2.62) 告诉 我 们 :这 个 集合 的 
Hausdorff HARS (对 几乎 所 有 的 轨道 X O, w)). 


正明 参见 [50] 第 二 章 定 理 4.3. 
关于 Brown 运 动 轨道 性 质 ,在 此 不 再 详细 讨论 了 .有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 |50」 及 其 后 所 列 的 参考 文献 


上 二 dm = ] (2.62) 


$3 Lévy 过 程 与 无 穷 可 分 律 


定义 3.1 称 取 值 于 R 的 随机 变量 X 是 无 穷 可 分 的 ,如 果 对 
任何 正 整数 n, A n 个 相互 独立 的 具有 公共 分 布 的 随机 变量 
Xis X. BEX = Xi +o + XX,; 称 定义 在 多 (R”) 上 的 概率 测度 
是 无 穷 可 分 的 ,如 果 对 任何 正 整数 ”都 存在 定义 在 8(R“ ) 上 的 
慨 率 测度 z. ,使 等 于 po Bn EER: p = n, * … x jy ; 称 定义 在 
R° 的 特征 函数 /是 无 穷 可 分 的 ,如 果 对 任何 正 整数 ,都 存在 特征 
ERN f. Ë f = fr: 

显然 BR bL E X33 R, R yn R ERREEN B| Y 
的 ;无 穷 可 分 特征 函数 无 处 为 0. 

定义 3.3 称 定 义 在 概率 空间 (0Q,9,P) 上 的 取 值 于 R° 的 随 
DLT X: C T] 是 Lévy 过 程 ,如 果 它 具有 平稳 独立 增 量 , 即 对 
IET to < ti < tns ti € T, [X 一 X :1< í< n] 相互 


独立 , 且 Xa - X, 之 分 布 不 依赖 5. 此 定义 中 的 工 可 为 开 区 间 ,可 
为 用 区 间 ,可 为 半 开 半 闭 区 间 ,可 为 有 穷 区 间 亦 可 为 无 穷 区 间 . 
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显然 ,前 两 节 研 究 的 Poisson 过程 和 Brown 运 动 都 是 Lévy 过程 
的 特例 . 

为 简单 起 见 , 本 节 讨论 的 Lévy 过 程 1X :+1 € T], ERT = 
[0,5) ,5 可 为 实数 , 亦 可 为 co , 且 X, = 0. 

命题 3.1 对 Lévy 过 程 |X,:1 E10,65)) 而 言 ,XX, 是 无 穷 可 分 
的 (Yt C [0,b)). 

证 MERER n, 总 有 X, = X (Xz - XG), m 


| Xz — XG: :1 < ¿ 全 | 独立 同 分 布 ,所 以 X, 是 无 穷 可 分 的 . 
定理 3.1 R° 上 的 特征 函数 f( u) 是 无 穷 可 分 的 充 要 条 件 是 
flu) = e t) 其 中 


plu) = i(a,u) + > uSu' 





_ ilr, u) iz ,u) | 
+f (i eo p DE JH(dz), (3.1) 


其 中 4 = (al,…,as) € RÌ, S £ d ta AREH, IA 
A(R) 上 的 测度 ,I(10})=0 且 
|a r (az) < o, (3.2) 
u 是 xz = (uu) WHA, l, Ar 5u 之 内 积 , | 并 | 是 
R° x AKRÈK. 
PIE (u) 由 (3.1) 和 (3.2) 确定 的 充 要 条 件 是 


plu) = i(a,u) + T uSu' 
+|, [1 一 十 iC, u )ljzi<i] JE(dz), (3.3) 


[aG Al z Pdz) < o. (3.4) 


称 (3.1) 或 (3.2) 为 Lévy-Khintchine 公 式 , 称 本 为 0 或 /的 Levy 测 
度 . 


194 随机 过 程 论 


我 们 只 就 d = 1 的 场合 证 明定 理 3.1( 参 见 后 面 的 定理 3.2). 
一 般 情 况 亦 可 类 似 地 证 明 . 
定义 3.3 BiİX, ISk Sk., 1 之 1| 是 概率 空间 (02,9， 
P) 上 的 一 族 取 值 于 R° 的 随机 变量 , 且 {X, , :1 < k < ,| 独立 
(n 宇 1), 如 果 对 任何 ee > 0, 都 有 
lim maxP(|X,, |Z e)= 0, (3.5) 


MEKi Z,a) R: — S WR BJ 2 B8 tK R, RIRA — S Wr i uJ 2 B 
FE(uniformly asymptotic negligibility) , 记 之 为 u.a.n. 体 系 . 

命题 3.2 下面 6 个 条 件 等 价 : 

(1) Íx=,,:1< P£ < k. , nll Z u.a.n. k Á ; 

(2) lim max Re(l— f. (t)) = O 


(£ t 的 任 一 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ); 
(3) lim max |1- farl t)|=0 


(在 上 的 任 一 一 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ); 
(4) lim max |1- fn, ,(t)|= 0 G; € R3); 


(5) lim max Re(1— f a(t))=0(: €R); 
. | > |° _ 

(6) lim ESIR -p pF, (dz) = 0, 
其 中 Re(Z) AT ZARR, f, 和 下 ,分 别 表示 随机 变量 义 , , 的 
特征 示 数 及 分 布 . 

直接 计算 立即 可 证 明 此 命题 . ( 亦 可 参看 [27] 第 四 章 命题 
3.1, 那里 的 证 明 是 对 4 = 1, 但 对 d 是 任 一 正 整 数 ,证 明 仍 然 成 
L.) 

下 面 我 们 引进 一 族 特征 函数 : 

flu) =e) (u €R), (3.6) 


(u) = iau +{ (i-e + s, = V(dr). (3.7) 
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其 中 a 是 任 一 实数 ,于 是 8(R) 上 任 一 有 限 测 度 . 记 这 族 特 征 函 数 
为 D. f € 2 (3.6) 及 (3.7) 所 确定 , 则 记 f = la, Y}. 

命题 3,3( 唯 一 性 、 封 闭 性 、 连 续 性 ) 

(1) ÆR f € 9, 则 存在 唯一 一 个 实数 a 及 ZR) 上 唯一 一 
个 有 限 测度 P Af = la, Y. 


(2) #/f = la, Y} € 2, a, >a, Y, > j, BJ f, — 
tla, Vi € 2. 
(3 # f, = lan Y, € 2, f, — f, 是 特征 函数 , 则 a, 


>a, V, > F, f = la] € 9. 

证 明 参 见 [27] 定理 3.1 及 定理 3.2. 

我 们 称 u.a. n. 体系 1X, ;| 的 特征 函数 | ,| 或 分 布 | a | 亦 
为 u.a.n. 体 系 . 

下 面 我 们 再 引进 几 族 定义 在 R 上 的 特征 函数 . 令 

2 = 2; 

2, = | 一 切 无 穷 可 分 特征 函数 } ; 





D, = |f(u) = J] f. G) (Va 2 D: | f.,| 是 wan 体系 | 
9, = |f(u) = lime TI fra (a): 

fnr) Æ u.a. n IKEA, ER}; 
9; = | flu) = e”: plu) 由 (3.1),(3.2) 所 确定 上 
Ds = {flu) = e*2, (u) 由 (3.3),(3.4) 所 确定 } 
定理 3.2 2, = 9, = 9, = 9, = 9, = D. 
证 2, C 9,. 这 可 由 


la l= | 





2 lyy (n — 1) 
直接 推出 . 
D, C 923. 任 取 f € 2, 用 三 的 无 穷 可 分 性 知 ; 存 在 特征 函数 
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f, —> 1, 使 f= f (Vn >1).W k, = t, Jak 一 f, (1 < £ < Ë, 


= n), M| f = Ha XI83 
lim| f) -1|= |f,G) -1[|—>0 (n — eo), 

Aifa Æ uan wR, AT fE D. 

2, C D, XERA. 

9, C 9 .参见 [27] 第 四 章 定理 4.1. 

为 证 2 = 2; = 295, 只 需 注 意 (3.7) 右 端 之 被 积 函数 在 0 点 的 
加 数值 定义 为 

Tea _ 2 


| w l 
im[1 -e 1 + 2 Ç _ 2“ 
则 (3.7) 右 病 之 被 积 函 数 有 界 连 续 .再 定义 
oA)=| HE vdz), AE 26), 


A-i0| 
则 得 2, = 9;. 而 2, = 36 是 显然 的 .定理 3.2 得 证 . 

注意 :定理 3.2 说 明 (3.7) RÆ Lévy-Khintchine 公式 的 另 一 
种 形式 . 

合 题 3.4 ”对 于 任意 取 值 于 忍 4 的 Lévyit# X= IX. € 
[0,ee)} ,存在 完全 可 分 的 修正 瑟 使 其 几乎 所 有 的 轨道 总 (.ow) 都 
是 右 连 续 的 且 具 有 左 极 限 

证 明 参见 1S0j 第 四 章 注 1.2. 

定理 3.3 任 给 一 个 取 值 于 R° 的 Lévy 过 程 X, : £ € 
[0,0) | , 均 存 在 由 (3.3) 和 (3.4) 所 确定 的 ¿(u ) ,使 

E(e%%)) =e (1:€[0,%), u C R). (3.8) 

反之 , 任 给 一 个 由 (3.3) 和 (3.4) 所 确定 的 J(w), 恒 存在 一 个 取 值 

T R° 的 Lévy 过 程 {X,:t € [0,0)}] 满足 (3.8) 且 其 跳 过 程 1AX 
全 ,一 Xi 之 0 是 以 辽 为 特征 测度 的 Poisson 点 过 程 

证 “” 任 给 一 个 取 值 于 Rs< 的 Lévy 过 程 X,::t € [0,co)} 由 于 
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X, 是 无 穷 可 分 的 随机 变量 ,所 以 存在 一 个 由 (3.1) 和 (3.2) Br E 
义 的 plu), 使 

E (et 21) ) = e t) , 
从 而 对 任何 有 理 数 x ,有 

E(e‘**’))= e W) (3.9) 
但 是 1{X,:t E [0,%)| 的 几乎 所 有 的 轨道 X(.:,w) 都 是 右 连续 的 ， 
所 以 对 任何 1 C [0,%), 在 (3.9) 中 对 >yzt(r 取 有 理 数 ) 取 极 限 
即 得 (3. 8). 

反之 , 任 给 一 个 由 (3.3) 和 (3.4) 式 确定 的 yw(u), 可 以 构造 一 

个 S.B'.M.0O.B = |1B,:z 之 0 其 一 切 轨道 连续 (参见 定理 2.1). 
$ X,” = B,/S —at ( >0), W XP = [XP : t > 0] 是 一 切 轨 
道 连续 的 Lévy 过 程 而 且 X4 的 特征 函数 为 


E (ei) )= _ eO) 


(u) = ila, u) + 2 uSu'. (3.10) 


再 构造 一 个 与 X U 独立 的 具有 特征 测度 H 的 Poisson 点 过 程 : 
A= A t 201. 

A 

A® -1 当 | A, |> 1, 

0, RÈ, 

则 A” = [AP 20] 是 一 个 以 I 中 (dx) =1 Eldar) H 
EW BERI Poisson AAE. hF A? 至 多 在 可 数 多 个 :上 非 0, 所 以 
可 令 


(3.11) 


X? = > 42 (Q20). (3.12) 


OS s= 
AE: X” = | x° :之 0| 是 一 个 轨道 右 连续 且 有 左 极限 的 Lévy 
过 程 , 它 与 X U 独立 ,X2) 的 特征 函数 为 


(2) 


(2) 
E(et X = ew G) (3.13) 
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p? (u) — |. (1— ez yl (az). (3.14) 


A, il A, I<1, 
a? = (3.15) 


O, 及 之 ， 
则 A” = la : É — 0; 是 以 H°) (dx) = 1 < II(dzx) 为 特征 测 
BAJ Poisson 点 过 程 .对 每 个 e > 0, 8 


(e,3) _ 
Xe = D lecia © A, = t| zl au (dz), 


(3.16) 
可 证 ;Xe = IX. , > 0] 是 一 个 轨道 右 连续 并 有 左 极限 的 
Lévy 过 程 , 旦 有 特征 二 数 


E (eE ) 一 e (a) , (3. 17) 
YEP lu) 一 |, (1 一 e | 2) + i(u,xz))lpe<cizi<i HI (dz). 
(3.18) 


此 外 ,对 任何 s >0, 任 何 7E (0,e), 有 


E| sup | XY -x49 |2] 
Os 


<4:| , læ Ptyca Elde), (3.19) 
CEW [2] p8.) m (3.19) 右 端 当 e 一 0 时 趋 于 0( 因 为 
Ja A lz li)E(dz)< co), 所 以 |Xe3:e > 0] 在 范 数 

I Y| = E ( sup | Y, 12)? 
下 是 一 Cauchy 列 . 令 
X = lim Xt. 
£—= 

可 以 证 明 ;X"” 是 轨道 右 连 续 且 有 左 极限 的 Lévy 过 程 ,以 及 有 特 
{IE PK Z 
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. (3) (3), 
Ele) 2 ew (0 


J (u) 一 | ,(1 — ez) 十 i(u, zz))1xi<u H (dz). 
R . 


(3.21) 

由 于 XX 中 产生 的 o 代数 在 A 产生 的 c 代数 之 内 (i =2,3). 而 用 命 
题 1.3 知 A 产生 的 o 代数 与 A 产生 的 o 代数 独立 ,所 以 X 与 
XY 独立 .又 由 于 XX 与 A 独立 ,所 以 XU X”? X JHH hy. $ 
X= xt) + XŠ) +X) gp Y= | X. = Xt + x” + XŠ) : 0] , lil] x 
是 轨道 右 连续 且 有 左 极 限 的 Lévy 过 程 ,而 且 其 特征 函数 为 
E(t% =e “0, 由 于 XX 轨道 连续 ,所 以 由 (3.12)、(3.16) 及 
XO 的 定义 得 

AX, = X, -X _ = (X?) 一 X2)+(XG) 一 XG) 

一 Alia 1211 + lim Ar lie<ia <il = A.,, 

而 A = 14h,:t 之 01 由 其 构造 即 为 以 工 为 特征 测度 的 Poisson 点 过 
程 .定理 3.3 证 毕 . 

附注 3.1 大 在 定理 3.3 pS 

n (dz) = n” (dz), a (dz) = a (dr)|a (R°), À = (R°), 
f(u) 是 ui 对 应 之 特征 函数 , 则 


9P (u) — |. (1 加 ez) Ya (R? Jui (dz) 


= A(1- f(u)), 
所 以 XO = | XP :t 之 0| 之 特征 函数 为 

E (el) = D 
注意 从 (1.13) 即 可 看 出 :XX'”? 是 强度 为 À 的 复合 Poisson 过 程 . 因 
此 ,由 定理 3.3 看 出 :每 一 个 Lévy 过 程 均 可 分 解 成 三 个 独立 的 
Levy 过 程 之 和 ,其 中 一 个 ,X4 E.S. BZ .M.O. 的 仿 射 变换 (其 轨道 
连续 ) ;第 二 个 ,X'… 是 强度 为 4 的 复合 Poisson 过 程 ( 其 轨道 右 连 
续 且 有 左 极限 , 且 在 间断 点 上 的 牙 度 > 1); 8240A, X 是 轨道 右 


(3.20) 
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连续 且 有 左 极限 的 Lévy 过 程 , 且 其 轨道 在 间断 点 的 跃 度 < 1. 显 
然 这 种 分 解 是 唯一 的 ( 视 随 机 等 价 的 随机 过 程 无 区 别 的 意义 下 ). 

附注 3.2 i& X = |X,:t € [0,%)] 是 取 值 于 R 的 Lévy 过 
程 ,于 是 X, 的 特征 晒 数 为 

E (eX) y = e oo 

plu) EC3.1), (3.2) (3.3), (3.4) 所 确定 .用 X 的 具有 平 
稳 独 立 增 量 的 性 质 ,X 的 有 限 维 分 布 完 全 由 glu) 所 决定 . 因此 
glu) 是 刻画 X 的 概率 性 质 的 一 个 关键 因素 .我 们 称 ¿(u ) E: X BJ 
特征 函数 的 指数 , 称 (3.1)( 或 (3.3)) 中 的 了 为 X 的 Levy 测 度 , 称 
(3.1)( 或 (3.3)) 中 的 uSu H X 的 Gaussian 成 分 . 

定义 3.4 PRÉF R 的 随机 过 程 X = |X, :t 之 0} RER 
变 差 的 ,如 果 对 几乎 所 有 的 轨道 X(.,w) ,在 任何 有 界 区 间 上 都 是 
有 界 变 差 的 . 

定理 3.4 PAAT R 的 Levy 过 程 X= |X: > 0] 是 有 界 
变 差 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 其 Gaussian 成 分 为 0., 即 S = (); 

(2) # Lévy 测度 H 25 8 2-4. 


GA x I)H(dr)< =. (3.22) 


证 X= XU + X2 + X2 如 定理 3.3 所 定义 . 记 久 在 
0,:] 上 的 全 变 差 为 V(X,[0,:]). 

充分 性 . 设 条 件 (1),(2) RE. 由 条 件 (1) 得 X, =— at + X 
+ X .所 以 和 欲 证 X 是 有 界 变 差 的 ,只 需 证 明 XO + XO 是 有 界 恋 
老 有 的 .而 
v (x) + X° [0,:])= > A(X” 4 Xe) l — `> AX. | . 


Os st (T = 


而 由 [2|] 第 0 章 第 5 节 的 指数 公式 可 知 ; 
> |AX,|< so (V: > 0) [a e. > (3.22) ERT. 


O< s = z 


所 以 ,由 条 件 (1) 和 (2) 可 得 X 是 有 界 变 差 的 . 
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必要 性 . 设 X 是 有 界 变 差 的 .由 于 >' |AX, EXEO, t] E 
的 诸 间 断 点 上 的 跃 度 之 和 ,当然 有 
> JAX, |< v(X,[0,:]) < eo (Yz > 0) [a.e. J, 


0 s= t 
从 而 (3.22) 式 成 立 . 又 
V(X' [0,:])< V(X,[0,,]) + V(X® + XO [0O,:]) 


= V(X,[0,:]) + 2) [AX | 


— £ — £ 


< co (V > 0) [a.e. J), 
而 B“ .M.O. 不 是 有 界 变 差 的 ,所 以 S = 0. 定 理 证 毕 . 
系 3.1 若 X= |X, :t 20] APET R 的 有 界 变 差 的 LEvy 
过 程 ,yy(u) 是 其 特征 函数 的 指数 . 则 
(1) y(w) 可 表示 为 


plu) =- i(D,u) + | , 1 -em )T(dz), 


关中 一 (< 
(2) X 可 分 解 为 
X, =tD+ > A, (t>0), 


TEEN, 


其 中 A = 1A,:t 之 0| 是 以 [为 特征 测度 的 Poisson 点 过 程 . 


x1(dz)); 


证 (1) ”由 定理 3.4 知 S =0 有 | AlxI)H(dr)< oo, 


所 以 y(w) 可 表示 为 (1) 中 的 形式 . 

(2) ”仿照 定理 3.3 的 证 明 并 利用 y(w) 有 (1) 中 的 表达 式 即 
可 证 明 X 有 (2) 中 的 分 解 式 . 

系 3.2 设 X= |X, :t > 0] ZPAF R“ 的 Lévy 过 程 

(1) 若 外 是 复合 Poisson 过 程 , 则 义 是 有 界 变 差 的 ; 

(2) #* X Z 4 F * 2 65 W] X £ £ Z Poisson 过 程 的 充 要 条 
FERB RA D = 0 且 Lévy MÈ HARHA. 
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证 (1) 是 显然 的 . 
(2) UX 是 有 界 变 差 的 Lévy tE, HA 3.1, plu) 可 表示 
为 
gu) =- (Du) +| (1 - e Ilda). 
而 由 命题 1.2 知 复合 Poisson T] ## BJ 1E RR IROA 
| 0-0 )ulde) (u 是 有 限 测度 ). 


比较 上 述 两 表达 陈 即 知 (2) 成 立 . 

作为 这 一 节 的 结束 ,我 们 再 介绍 一 下 随机 过 程 的 常 返 性 与 暂 
留 性 . 

定义 3.5 ” 称 取 值 于 度量 空间 ( 玉 ,p) 的 随机 过 程 X = |X,: 
上 之 0} 是 点 常 返 的 ,如 果 {z 宇 0: 义 ,= X| 是 无 界 集 ; 称 多 是 常 返 
的 , 如果 对 Xo 的 任 一 邻 域 G, {i 宇 0:X, € G] 是 无 界 集 , 反 之 称 
X 是 暂 留 的 . 

显然 ,点 常 返 随机 过 程 必 是 常 运 随机 过 程 . 

定理 3.5 若 X 是 Levy 过 程 ,bW(a) 是 和 的 特征 函数 的 指数 ， 
则 X 是 常 返 的 充 要 条 件 是 


l 一 00 
| aa Re GO) du = 6°. (3.23) 
证 ”参见 [50] 第 三 章 命题 2.1.((3.23) 中 的 (u) 就 是 那里 
的 一 yZ). Rel) 表示 复数 取 实 部 . ) 


S4 Stable 过 程 


本 万 研 究 一 类 特殊 的 Lévy 过 程 , 它 的 特征 函数 指数 ¿(u ) B. 
有 更 具体 的 分 析 表 达 式 , 亦 即 它 具 有 更 多 的 概率 特性 . 

定义 4,1 称 取 值 于 R 的 Levy 过 程 和 = IX :: 20) Æa 
了 i( 或 指数 为 a 的 )Stable( 稳定 ) 42 , W RIE RR E (e ) = 
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e "的 指数 (u) 为 
plu) = ila,u)+ À lu e. W (u,0)u(d9), (4.1) 


其 中 0< aua 委 2,a € R" 为 固定 点 ,4 是正 常数,(.,.) ÆR R° 中 
内 积 , iel AR 中欧 氏 范 数 , 且 S， = {u C R°: | u |= 11 ÆR 
中 的 单位 球 表面 ,w Æ S, 上 的 Bore 概率 测度 ， 


< a)l (a Z 1), 





W (u ,0) = 1 — i sgn(u ,0) tan ze | 





2 u |? x” 
W.(u,0)= | (和 8] 于 (Oog (4,0) (a = 1), 
(4.3) 


特别 地 , 右 plu) = Al u 1°, 0E X P a 阶 对 称 Stable 过 程 ; 4 
(4.1) 中 a =0 时 , 称 X 是 严格 Stable 过 程 ; 称 1 阶 稳定 过 程 为 
Cauchy 过 程 .注意 :2 阶 稳定 过 程 就 是 Be .M.,O.. 

下 面 我 们 引进 一 个 很 重要 的 概念 Scaling 性 质 ( 乘 量 性 





m). 
定义 4.2 Ü Y = |Y,:t 20) ÆRET R? 的 随机 过 程 . 称 
Y RS a 阶 ( 或 指数 为 a 的 )Scaling 性 质 , 如 果 对 任何 正 实数 
8 > 0, YKS IAY :t 之 01 的 分 布 相同 . 

仿 题 4.1 设 X= | XI 之 0 是 取 值 于 Re 的 Lévy 过程 , 则 

(1) 和 具有 wu 阶 Scaling 性 质 的 充 要 条 件 是 ;X S sx, (Š 
表示 依 分 布 相 等 ),t > 0; 

(2) ÆX ma 阶 严格 Stable 过 程 , 则 和 X 具有 a 阶 Saling 性 
J., , 


H (1) 设 X 具 有 au 阶 Scaling 性 质 , 任 取 上 之 0, 取 8 = 1 


t 3 


d d 
M X, 二 gsXs = XL RZ, X, == nX, (V: >20, WER 
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8>0, 有 pa 二 pa(8DEX = X, = X, , ËI X B a 阶 

Scaling 性 质 ( 因 为 Lévy 过 程 X BJ rfi H X, 的 分 布 唯 一 决定 ). 
(2) HT X Ea 阶 严格 Stable 过 程 , 所 以 其 特征 函数 的 指数 

(u) 如 (4.1) ~ (4.3) 所 定义 , 且 (4.1) 中 的 a = 0. 由 (4.1) ~ 


(4.3) 可 知 : (tzu) = tolu) (V 220), AT X SS zX XA 
有 a 阶 Scaling 性质. 
命题 4.2 设 X= [X :£> 01] 是 取 值 于 R" 的 a 阶 Stable 过 


(1) 3 a 天 时,X 是 常 返 的 充 要 条 件 是 a 之 df; 

(2) 3 d> 2 时 ,Cauchy 过 程 是 暂 留 的， 

(3) 3: d = 1 时 ,对 称 的 Cauchy 过 程 是 常 返 的 ,不 对 称 的 
Cauchy 过 程 是 暂 留 的 . 

证 ”由 定理 3.4,Lévy 过 程 是 常 返 的 充 要 条 件 是 (3.22) 成 
六 .直接 计算 可 证 命题 4.2 成 立 . 

命题 4.3 JX = 1X,::D0] ÆRA T R 的 严格 Stable 过 
程 , 则 X, 的 分 布 总 有 密度 p(t,x), 即 

P(X, € dr) = oltz)dz (Y: €[0,%)). 

证 明 参 见 [50] 第 三 章 p. 109. 

为 了 使 符号 人 简单 起 见 ,我 们 再 详细 地 介绍 取 值 于 R 的 Stable 
过 程 的 性 质 . 

定义 4.3 ” 称 实 值 随机 变量 是 Stable 变 量 ,如 果 对 任 一 正 整 
数 及 任意 的 独立 同 分 布 的 实 值 随机 变量 列 16 ,…,&| RE E 


写 台 分 布 相同 ,就 存在 实数 b 及 正 实数 a4 ,使 ae + b, 与 > 6, 的 


分 布 相 同 .特别 地 ,车 b, = 0, 则 称 £ 是 严格 Stable 变量 

(严格 )Stable 变量 的 分 布 与 特征 函数 分 别称 为 (严格 )Stable 
分 布 与 Stable 44E PR Z. 

定理 4.1 设 E 是 实 值 的 随机 变量 , f(w) 是 & 的 特征 函数 , 则 
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下 列 陈 述 等 价 : 
(1) < 是 Stable 变 量 ; 
(2) ”对 任何 正 整 数 半 ,总 存在 正 的 常数 c, >>0 和 实数 d ,使 得 
fuy = e%“f(c,u); (4.4) 
(33 ”存在 特征 函数 glu) 及 实数 列 B. £ E 33khlA, l, 
A, > co, 使 
re) = im etaa) 9) 
(4) ”对 任何 正 实数 4 > 0, 六 >0, 总 存在 正 实 数 c > 02 É 
数 qd ,使 
flau)f(bu) = e%f(cu): (4.6) 
(5) flu) =e”, $F 


iau tÀ |u “(1 ~ i6 (sgn u )tan Z ), 


当 1, < 2; 
Su) = 4 a 1,0< a <2 


iau + À | x | [1 ~ ið(sgr u) 二 log | u 小 
当 a=], 
(4.7) 
Fa, 0, A 是 常数 ,A >0, 10 | 之 1. 称 a 为 X( 或 NHR. 
证 (1) 寺 (2) 由 定义 4.3 立 即 可 得 .而 当 f(w) 是 退化 分 布 
的 特征 函数 时 , (2) ~ (5) 显然 都 成 立 . 所 以 为 证 此 定理 , 只 需 对 
fu) 为 韭 退 化 的 特征 函数 时 ,证 明 (2)< 坟 (3) (4) (5). 
(2) 一 >{3). 设 (2) R. W 


AD =e E) (YaaD. (48) 
大 能 证 明 c, — oo , 则 取 


glu) = flu), A, = c,, B, = d,le,, 
PUET (3) 成 立 . 事 实 上 ,由 (4.8) 可 知 u) 是 无 穷 可 分 特征 也 
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数 ,从 而 flu) 无 处 为 0. 所 以 ,由 (4.8) 得 
/(£) = lim | f(u)|? = 1. 


Cn 


假设 c, 各 %, 则 可 取 {c, | 的 子 序列 |c。| 使 <，-> c 是 有 限 数 





lim 
n— DO 


故 
|f(a)| = im /[2) = (Vu ER). 


XI flu) 的 非 退 化 性 矛盾 .所 以 c, 一 co, 从 而 (3) 成 立 . 
(3)=>(4). 设 (3) 成 立 . 由 A, — co 知 


u 


fa (u) = |< < k, = n, nl 


是 u.a.n. 体 系 ,因此 ,由 [27|] 第 六 章 定理 2.1 得 知 (4) 成 立 . 

(4) 一 > (2). (2) 是 (4) 的 特例 

(4)< (5). 参 见 [27] 第 六 章 p. 189. 

至 此 ,定理 4.1 证 毕 . 

类 似 定 理 4.1, 我 们 还 有 

定理 4.2 设 E 是 实 值 随机 变量 , f(w) 是 8 的 特征 函数 , 则 下 
列 陈述 手 价 : 

(1) 是 严格 Stable $ Ë; 

(2) ”对 任何 正 整 数 n ,总 存在 正 的 常数 co >> 0, 使 

feu)" = f(c,u); (4.4) 
(3) ”存在 特征 函数 glu) 及 正 实数 列 |A,|， A, 一 co, 使 


flu) = lim ela): (4.5) 
(4) ”对 任何 正 实数 a > 0, b > 0, 总 存在 正 实数 c > 0,41 
flau)f(bu) = f(cu); (4.6) 


(5) flu) =e* ,其 中 
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À| u "(1 — i0(sgn u)tan =), 


5 1, 0 <2; ; 
plu) = 当 a = < a (4.7) 


À lul (1 — ið(sgn u) Zlog | u ) 
3 a = 1, 

其 中 60,4 是 常数 ,A >0,1 01<1.4#k a AFA X) 的 阶 . 

附注 4.1 R = RR 时,(4.1),(4.2),(4.3) 所 定义 的 J(w) 
就 是 (4.7) 所 确定 的 y(u). 特别 地 , 当 R” = R, a = 0 时 ,(4.1)， 
(4.2),(4.3) 所 定义 的 plu) 就 是 (4.7) 中 所 确定 的 Jy(wu). 这 就 
是 说 : 实 值 Stable 过 程 X = {X,:t € [0,°o)] 的 特征 函数 指数 
dlu) 由 (4.7) 所 确定 ,每 一 个 已 都 是 Stable 变 量 ; 实 值 严格 Stable 
过 程 X= |X: € [0,co)| 的 特征 函数 指数 yjy(w) 由 (4.7) 所 确 
= ,每 一 个 X, 都 是 严格 Stable 变量 . 

定义 4.4 设 |X:k = 1,2,…| 是 具有 公共 分 布下 的 独立 随 
机 变量 序列 ,ff 是 下 所 对 应 的 特征 隐 数 ,XX” 是 a Bi Stable 变量 ,了 
是 X” 之 特征 函数 . 称 1X;| (或 者 下 ,或 者 f) 属于 指数 为 a € 
(0,2] (或 a Br) 的 稳定 吸引 场 内 ,如 果 存 在 实数 列 | B,} 和 正 实数 
列 14,| A, 人 co ,使 


lime 3/ (RE) = f'G G€. (4.9) 


特别 地 ,大 (4.9) 中 的 B= 0( V 2 >1) WME X` E a 阶 严格 
Stable 变量 , 则 称 1X, (或 下 ,或 者 f) 属于 a 阶 严格 稳定 吸引 场 内 . 


S5 从 属 过 程 (Subordinator) 


在 本 章 $3 讨论 一 般 的 Lévy 过 程 与 其 特征 函数 的 
Lévy-Khintchine 公式 时 ,我们 发 现 (参见 定理 3.3): 一 般 Lévy 过 各 
X 由 3 个 相互 独立 的 特殊 的 Lévy 过 程 所 构成 
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X — xu + x + x 

X” 是 B*.M.O. 通过 仿 射 变换 而 得 到 的 ,其 轨道 连续 ;XX 是 复 
合 Poisson 过 程 ,其 轨道 右 连续 且 有 左 极限 ; X” 是 Lévy 过 程 ,其 
轨道 右 连 续 且 有 左 极 限 而 且 在 间断 点 上 的 路 度 之 1. 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 根据 Lévy 过 程 的 轨道 性 质 研究 一 类 很 重 
要 的 特殊 的 Lévy 过 程 . 

Ë X = 1X,:t € 10,0); ÆRET R BJ Lévy 过 程 , 久 的 特征 
RAR AJB (u) 由 下 列 Levy-Khintchine 公式 确定 : 

plu) = iqu + F? + [a - e” + irwliza )H(dz), 

(5.1) 

其 中 a ER, s 是 非 负 实数 ,区 是 R- 101 上 的 Borel 测度 ,满足 


| 4 AI z DCdzy < oo 


命题 $.1 设 了 是 取 值 于 民 的 Lévy 过 程 ,其 特征 函数 的 指数 
(5.1) 所 决定 . 则 


(l) im u“ glu) = >: (5.2) 


(2) 车 和 是 有 界 变 差 ( 从 而 =0 且 (3.22) 成立) ,($.1) 可 
以 表示 为 


(u) =- iDu +| 4 — e MI (dz), (5.1) 
其 中 
D =- E + ,al(dz) (5.3) 
称 为 X 的 漂移 (drift) 系数 . 则 
lm u Jy(u) =- iD; (5.4) 


(3) X # ZZ Poisson it h £, A k Z Jt 3 AE.) 3k 00 38 3⁄ 
plu) AFAR. 
证 (1) 显然 
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| lim u “(1 一 ez" + izu lirc) = () (Yz €E R). (5.5) 
而 且 由 | 
|1l—cos 0 |< 2(1 A 0), 10 —sm 0 I<2(I 0 |A1801, 
可 推出 
(1 一 e™ 十 1zul ial )| <4(1 A x°). (5.6) 


由 (5.5)、(5.6) 及 | (LAlz 2 了 (dz)< %, 用 Lebesgue 控 制 收敛 
定理 立即 可 得 
lim la ”| a ew + irul ,en )IE(dx) = 0. (5.7) 


H (5.7) 和 (5.1) 立即 可 得 (5.2). 

(2)” 仿 (1) 可 证 (2). 

(3) 设 X 是 强度 为 1 的 复合 Poisson 过 程 ,由 命题 1.2 知 其 
特征 函数 为 

E(x ) = EC) 
其 中 fu) 是 某 一 随机 变量 之 特征 水 数 . 所 以 yy(w) =-— A(f(u)-1), 
故 Jy 有 界 . 
RZ,# yy 有 界 , 由 (2) 知 D = 0, 又 由 (1) 知 ;= 0. 于 是 vy 的 
Re( J(u)) = | (1 — cos zu )Hl(dz). (5.8) 


R- 0! 


但 是 对 任何 : > 0, z € R, EA 





1- e h 一 =l, — cos erje 2de, (5.9) 
T 


由 (5.8)、(5.9) 并 用 Fubini 定理 可 得 
| (1 一 eTe )II( dx) 


— 1 - 12: ' 
= ==], Re(y(£)) dé 





< sup{Re(y(€)):E € RI. (5.10) 
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在 (5.10) PS 1 一 co 得 知 Lévy 测度 HT EB RKE y 8R). E.Z 
plu) = | (1 - e= )u(dz) + I(R), (5.11) 


EP u ÆR EH Bored 概率 测度 ,由 (5.11) 及 命题 1.2 中 (1.13) 知 
X 是 强度 为 I(R) 的 复合 Poisson 过 程 . 
定义 5.1 称 取 值 于 |0,co) 的 轨道 单 增 的 Lévy 过 程 X = 
iX,:t 宇 01 为 从 属 过 程 (Subordinator) .既是 从 属 过 程 又 是 Stable 
过 程 的 Lévy 过 程 称 为 稳定 从 属 过 程 (Stable Subordinator). 
命题 $S.2 J X = [X,:: > 01 是 Subordinator, y(u) 是 其 
特征 函数 的 指数 , WJ 
(1) X 是 有 界 变 差 的 ; 
(2) 其 Levy 测 度 耳 的 支撑 含 于 [0,co), 且 
l... G A z)ll(dz) < co; (5.12) 
(3) gu) 可 表示 为 
plu) =— iuD +| (1 -em)nldz) (u € R). 
[0,%) 
(5.13) 
证 ”由 XX 取 值 于 [0,%) 且 轨道 单 增 立 即 可 得 命题 5.2. 
plu) Me”. = E (e ) 都 是 由 实 空间 到 复 平面 的 映射 .把 
它们 解析 开拓 到 上 半 复 平面 上 去 .于 是 我 们 可 令 
plu) = (iu) 


= xD+| (e OH(dz) (2220). (5.14) 


TA IG) = H((t,°o)),WJ#8 
olu) = uD + u| “TO )de (u >0), (5.15) 


E (e 2 )= p2% (t: 20, u > 0), (5.16) 
作为 一 般 Lévy 过 程 的 特例 的 Subordinator X = IX, :t > 01 的 概 
率 规律 ,可 以 用 由 Lévy-Khintchine 公式 表述 的 形 如 (5.13) 的 特征 
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函数 的 指数 ¿(u ) 来 刻画 .经 过 上 面 的 讨论 ,X 的 概率 规律 亦 可 用 
由 Lévy-Khintchine 公式 的 为 一 种 表述 的 形 如 (5.15) 的 Laplace 指 
数 p(wu) 来 刻画 

定义 5.2 对 Subordinator X = 1XX,:t >20) 来 说 ,(5.15) 中 
J H(:) é H((t,°o)) RRA X BJ Lévy JF H BDE, p(w) 称 为 X 
的 Laplace 指数 ,公式 (3.15) 称 为 X BJ Lévy-Khintchine 公式 的 
Laplace 形式 . 

对 Subordinator 来 说 ,我 们 常用 Laplace 指数 olu) 来 替代 特 
IE RAHE y(w), 常 用 Lévy-Khintchine 的 Laplace 形式 来 替代 以 
BI BJ Lévy-Khintchine 公式 . 

例 $.1 Poisson 过 程 X 是 Subordinator. 其 Laplace 指数 为 

plu) =à(1- e"), À 是 X 的 强度 . 

例 5.2 Stable Subordinator 和 《作为 特殊 的 Stable 过 程 , 它 的 
指数 a 必然 属于 (0,11, 因为 Subordinator 要 满足 (5.12) 式 ) 的 
Laplace 指数 为 


_ a _ Q ü — ur -l~a . 
oļu) = u = FI a) ”| (1 -—e“)z “dz, (5.17) 


a € (0,1] Æ X EX Stable ZABUN, rO) 是 通常 的 r AX. 

a 三 1 的 场合 是 退化 情形 ,此 时 X, = ; (AXIER E (e“% ) = 
et) = ez — e*), 所 以 一 般 不 予 讨论 ,只 讨论 a € (0,1) 的 
场合 . 

下 面 我 们 再 介绍 一 些 有 关 Subordinator 穿越 水 平 线 的 分 布 及 
其 轨道 的 增长 速度 . 这 些 结果 仅 加 以 介绍 ,不 予 证 明 . 有 兴趣 的 读 
者 请 参阅 [2j」 第 三 章 $2, 8 3, 84. 

定义 5.3 设 X= {X :t >0] 是 一 个 Subordinator, x 宇 0, 称 

T(r) & T... Š if |z 220: X, > +z] 
为 X 上 穿 水 平 线 x 的 首 时 . 

定义 5.4 ” 称 由 (0,%) 到 (0,co) 的 Borel 可 测 函 数 fE O + 

(相应 地 在 oo) 是 慢 变 化 的 ,如 果 对 任何 > 0, 有 
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lim(/(Az)/ f(z)) = 1 相应 地 lim (f(z )/ f(z)) = 1). 
可 证 ;f 在 0+ 是 慢 变 化 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 由 (0,co ) 到 下 
HARAMA z, 和 g， ,使 





Kæ) = apei t) + 22a], 


lim g (<) = =a €R, lim g; (z) = 0. 

f fE co 是 慢 变 化 的 充 要 条 件 也 与 上 面 类 似 , 只 是 把 极限 AO 
RI z — co. 

称 由 (0,ce) 到 (0,ce) 的 Borel PAW Až f ZE O + (相应 地 在 
oo) 是 正则 变化 的 ,如 果 对 任何 > 0, 有 

lim( f(Az)/ f(x)) = c € (0,%) 

(相应 地 ,lim (f(Az)/f(z)) = c € (0,%)). 

H WER SEO (相应 地 在 ce ) 是 正则 变化 的 , 则 存在 实数 
a ,使 对 任何 4 > 0, 有 

lim( fx) f(x)) = 

(相应 地 ， lim( f(Azr)/ f(x)) = = À°). 

这 时 称 f 在 0+ E e 阶 正则 变化 的 (相应 地 ,在 是 a 阶 正则 
变化 的 ). 

他 题 5.3 ”对 任何 Subordinator X = {XX,:t > 0] 来 说 , 恒 有 
lim X, = co [a.e. ], An X 2 F RG. ( 5 £ SIR Z X 66545 Z. ⁄ 
D 与 Lévy 测度 IL ZAHA 0,36 D = 0 = II, WJ X = 0, £ 
无 意义 的 退化 情形 . ) 

证 ” 当 呈 与 区 不 同时 为 0 时 ,由 (3$.15) 知 X 的 Laplace 指数 
olu) >0(Yx > 0). 再 用 (5.16) 知 

0 = lim e 0) 一 E ( lim e“). 

所 以 lim X, = co ,La.e.j. 再 用 暂 留 的 定义 即 知 X 是 暂 留 的 

命题 5.4 设 Subordinator X = IX, : >20 的 漂移 系数 门 与 
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Lévy MÈ I RAYA O0, MAA, MHU) = HI((t,%)), Ix) = 
| Tods, pÆ X #5 Laplace 指数 , 则 
(1) E(T(z)) = 1e( i); 
(2) e(z)|z= Ih )+ D, 
此 处 T(r) 是 定义 5.3 中 所 定义 的 X k 2 K OF 2k z 的 首 时 . 
命题 $.5 设 Subordinator 和 的 漂移 系数 D = 0, Lévy MÆ I 
天 0, 则 对 任何 过 > 0, 都 有 ， ç 
P (Xr > 工 ) = 1. (5.18) 
命题 $.6 14 Subordinator X H ŽŽ £ 3£ D > 0, 则 存在 函数 


ui:[0,so) ->(0,co) ,连续 且 u(0+) = 三 ,使 


PXT = z)= D - (z) (Yr >O). (5.19) 

命题 5.7 J X = {XX:t 之 0| 是 任 一 Subordinator, 其 
Laplace 指数 为 o, M FIERREN: 

(1) ” 当 x 一 (相应 地 x 一 0+) 时 ,xX ”XT(,)- RDA 1 5k ; 

(2) 当 工 一 ceo( 相 应 地 工 一 0+) 时 ,zz 五 (Xr MaF 
a € [0,1]; 

(3) gp 在 0+ (相应 地 在 2) 是 a(€ 10,1]) 阶 正则 变化 的 . 

当 上 面 三 条 中 任 一 条 成 立 (从 而 三 条 和 皆 成 立 ) 时 ,(1) 中 的 极 
限 分 布 下 根据 a 确定 如 下 : 


SA), x a = Ü 
SI e 当 。 = 1. 
e 1(1 — s)“ i 
A POr aE. = a € (0,1) 


(A € 2([0,1]), 6. (A) =< 081 Hx ECAR EARME), 
F([0,œ)- [0,1]) =0 (Ya € [0,1]). 
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马尔 可 夫 过 程 ,是 随机 过 程 中 历史 最 修 久 且 充 满 活 力 的 一 类 
随机 过 程 . 自 20 世纪 初 俄罗斯 数学 家 A. A. Mapkos 等 人 开始 研究 
马尔 可 夫 过 程 以 来 ,可 以 说 久 盛 不 训 . 它 有 极为 深厚 的 理论 基础 ， 
如 拓扑 学 、 函 数论、. 泛 函 分 析 、 近 世代 数 和 几何 学 ;又 有 广泛 的 应 用 
空间 ,如 近代 物理 、 随 机 分 形 、 公 用 事业 中 的 服务 系统 .电子 信息 、 
计算 技术 等 等 

马尔 可 夫 过 程 X = IX, : t € TI 根据 其 状态 空间 ( 玉 ,6)、 时 间 
域 T 及 其 概率 特性 来 分 类 ,有 各 种 类 型 的 马尔 可 夫 过 程 . 本 章 作为 
马尔 可 夫 过 程 论 的 开始 , 仅 研 究 一 类 最 简单 的 马尔 可 夫 过 程 一 一 - 
可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 , 亦 即 其 状态 空间 E 是 可 数 集 ,时 间 域 为 
T= 10,1,2,.…|}. 


31 定义 及 基本 概念 


定义 1.1 设 瑟 是 一 个 可 数 集 , 定 义 在 瓦 Xx 瓦 上 的 非 负 实 值 的 
ERE P = (pi, i,; EE) 称 为 转移 矩阵 ,简称 转移 阵 , 如 果 P 满 足 : 

(1) po 20 (i,j € E); 

(2) Pi =1 (V¿€ E). 

设 忆 是 可 数 集 ,= 10,1,2,…| .定义 乘积 空间 O = ET 和 
XE,, E, = E (Vt ET). CO” 中 的 元 素 用 ww = (w(0),w(1),.…) 
K.L A C E, xn € T,iË 
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I |= lw € Q';o(n) € Al, (1.1) 
特别 地 , 若 A 是 单 点 集 17) , 则 记 
= M (1.2) 
EA CE(k=1, n), i € TIT (: = 1," ,n),Wjip 
saqi (1.3) 


定义 一 族 由 0 A Q" 的 推移 算 子 14 :n C T] 如 下 ， 
0, lo)(m) = o(n +m) (6 € Q", m, nET). (1.4) 


F = ol[" |:n€ET, jEE) (1.5) 


< 


是 





in € T, € 已 | 所 产生 的 = 代数 .定义 


fTO, 1, :*, 
Pl a a )])= dagba Baag (1.0) 

则 由 第 四 章 定理 3.2, P' 可 以 唯一 地 扩张 到 a 代数 多 上 去 而 得 一 
个 概率 空间 (2 ” ,FF ,P') (i € 下 ), 称 之 为 由 PP 导出 的 马尔 可 夫 
(或 P 链 的 ) 概率 空间 . 

命题 1.1 在 定义 1.1 的 条 件 下 , 恒 有 : 

(1) m] = K d (YACE, m,n € T): 

(2) 0,/%# "C 2 * (Vn € T), P0, 是 由 (0 ,# *) 到 
( 2" 2") 的 可 测 映射 (n E T); 

(33 i 

(21,° N ) -| ei, D] 


= {w € Q: (wli) eGD €C A} (1.7) 
(a ET, 1< ; < n AECE, nl), 
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P(ANMNB)= P(A,B), (1.8) 


P [sn m, g) 


_ p(n =D "jp (0B) (1.9) 
GEE, n>1,ACE',BEF,j EE). 

证 “由 定义 1.1, 直 接 计算 即 可 得 命题 1.1. 

方程 式 (1.9) 称 为 马尔 可 夫 性 . 

定义 1.2 设 (Q2,9,P) 是 任 一 概率 空间 ,FE 为 可 数 集 ,T = 10, 
1,2,…| 为 时 间 参 数 集 , |X, :n € T) 是 一 族 定义 在 (0 ,8,P) 上 取 值 
于 互 的 随机 变量 ( 即 是 对 任何 zz C T, j; E EEF, 有 {X, =j EF), A 
果 对 任意 的 nn 宇 2, 0 过 1 < 之 … < +L RER i ig € E, SA 


P(X, = i, X, = i), n, X, _ = i) 





= P(X, = ¿,|X, , 5i) (1.10) 


( 当 (1.10) 左边 有 意义 时 ), 则 称 1X, :n € T) 是 一 个 离散 时 间 可 
数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 ,简称 可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 . 称 为 其 状 
态 空间 .如果 存在 一 个 转移 阵 P = (pu, i, J € EF), 使 
P(X, = 了 1X =i)= pu (GJ € E), 
( 当 左 边 有 意义 时 ), 则 称 {X, :n € T| 是 有 具有 时 齐 的 转移 概率 的 可 
数 状 态 的 马尔 可 夫 链 ,简称 可 数 状 态 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 .本 章 所 
研究 的 , 都 是 这 类 马尔 可 夫 链 .PP 称 为 {X,:n ET| 的 转移 阵 ， 
IP(X, = i)i € E) 称 为 其 初始 分 布 . 
容易 证 明 :(1.10) 等 价 于 下 述 两 条 件 中 任何 一 条 : 
(1) P(X, = ii Xo= iost, X, A = tl) 
= P(X, = i | X, = i) (1.11) 
(n >l, iasi, E E). 
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(2) P(X, = ¿, n< v < n + m | X, = i,, 0< v, < n) 
P(X, =i n < v < n + m | X, _ |= i,_1) 
(1.12) 

(n 21, 0< i Kt < -** < tms ti ET, iost sban E E). 
定理 1.1 (存在 性 定理 ) DW Esa E ,T= 10,1,2,:1, 

P = (bij, i,j € E) X84588, ]1u i € E| Z — 4838 2k ( Ep 
“m20, Du = = 1), 则 存在 一 个 概率 空间 (2 ,多 己 ) 及 定义 在 其 上 


的 以 下 为 状态 空间 的 以 1 E E] 为 初始 分 布 的 以 PP 为 转移 阵 
的 时 章 的 马尔 可 夫 链 {XX n > 01]. 
证 “用 第 四 章 定理 3.2 立即 可 证 得 此 定理 成 立 . 
定义 1.3 设 T,E,P,(Q” ,9 P) G € E) 如 定义 1.1. 
(1) n PRERE p: Kn 步 转移 阵 已 "为 


py aP([”)]) (n >0, i,j € E); (1.13) 
P? & (p) ¿j € E) (a20). (1.14) 

(2) ”由 i 出 发 步 后 初 达 j 的 概率 /(” 为 
外 sp ..., "=h, J) (1.15) 

jJ > a j s J 


其 中 六 = E-1;l, ¿j € E, n>1. 
(3) ”由 z 出 发 经 有 限 步 达 j AR fç, 为 


fL, e P'[ Ú Ul; ])= D (i,j EE). (1.16) 
(4) WERE T (o) 为 
1, #ocl j 


L, 2, =, n 1, n 
T; (w) 会 n, # o € e (n > 1) 
Jj 9 j ) 5 j > 
M b 2, 
°° , 右 c C e 
j + Jl», 


(1.17) 
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(5) FHARR z, 为 


°° , # f... < 1, 

Mi i A 一 + * (2 € E) 
Anfi’, £ fii l. 
=1 


Ji 


(6) 无穷 次 返回 7 的 概率 g;, 为 
ssp (A UE] Ge. 


m=] n= m 


(7) P, (A) 会 pn 人 (ij € E,|2| < 1). 
zn = 0 


(8) F, (àa) 会 2 fi; € E,|A|< 1. 


(1.18) 


(1.19) 
(1.20) 


(1.21) 


下 面 我 们 研究 Pp 链 的 概率 空间 (0 P) (i EE) 的 上 述 


语 特 征 量 的 关系 . 
他 题 1.2 (1) i,j = fig (1,7 € E); 


(2) p°? = D ag; (¿j € E,n >1); 
(3) P, (à) L a + E Q)P Q) (al< 1), 


P, (à) = [ci (dal<1) (i,j €E). 
证 ”用 上 述 诸 量 之 定义 并 用 (1.9), 直接 计算 即 可 证 命题 1.2. 
命题 1.3 (1) fi; 一 2 fiy = Fi,(1)= lim F, (A); 


(2) Jipii = lim P, (A); 


= 0 
> 中 . 
(3) 2, bis OF (约定 二 = eo); 


oo ， 当 f. 1, 

(4) mm -4 , Jii < 
Fi (1), 大 fj,; = 1. 

证 ”用 定义 ,直接 计算 可 证 命题 1.3. 
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命题 1.4 大 gi, 一 1, fij > 0, 则 Bi 一 1. 
证 ”因为 


= P[ñ O [:]) 
>P(AUCLA GE] 
-P(A Ol (ñ EA 


= g; — lim im P'[Ü |! |, ATZI) (1.22) 


mi 一 全 OO p-> Q J 


而 s>m>0 时 ,用 (1.9) 有 


P (LI), BL]) 














Co | ; ..., _ 1, , ”… t- 1, £f ` x 
N Vea meg AL 

t= s J +> "g jJ 5 £ , "° °°, ¿£ ， 2? n=t+] J 
(1. Ta s-1, S, ”3 t — 1, £ * 

e -c sc Ja- 
上 二， , ` J o. Z, 1, 1 
一 | 

<P 人 [| al a-s). (1.23) 


SPM $, — co , HS m — oo 得 


im te P (EJ Af) 
<a- im mP (UE) AJ) a2 
H (1.22) 和 (1.24) 及 (1 ~ fi; )< 1 可 得 g = g,., = 1. 


引 理 1.1 jZla,:n 20] 2 3k ñ % 3⁄ 5 $| Ba 23 ,再 设 实 
数 序列 15, n 22 0] 有 极限 5 (b TUE +o), 2 





lim — = 0, (1.25) 


HP CO 
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则 
>'a,b _ 
lim =L = limb, = b. (1.26) 
7I Va, ri 

y=0 

证 ”由 引 理 假设 总 有 

a, 
lim =" =0 (对 任意 N > 1). (1.27) 


>a, 
充分 利用 (1.27) 分 b 为 有 限 或 无 穷 两 种 场合 , 直接 计算 可 证 
(1.26) 成 立 . 


附注 1.1 la < co, 或 lo | 8 HB Sla, = e°, MI 
n=ł n=0 


(1.25) 必 成 立 . 
命题 1.5 对 任何 i1,;j € 万 ,总 


(1) lim (> 0 多 /> pt) ) = (1.28) 
(2) z = f a (1.29) 
r = 1 Sf; 一 1”; (1.30) 


(3) fi; = pi.; + 22bi fi. 
证 (1) 用 命题 1.2 (2) 及 引 理 1.1 直接 计算 可 证 (1). 


2) $ 
则 由 (1.9) 有 


gi; (m + 1) = 2 fig (m) = fig (m). (1.32) 
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右 注 意 :gi (1) 一 fii lim g;; (m) 一 gi,;， 则 对 m 用 归纳 法 可 
WE 
gi; (m +1) = f; y. (1.33) 


所 以 &ij 一 lim g; (m) 一 fij lim (fj )”, 
(3) ”用 (1.9), 直 接 计算 可 证 (3). 


$ 2 ”状态 的 分 类 及 判别 准 见 


令 T= 0,1,2; ], E HTAR, P = (p,;,,i,j EE) 为 E 上 
的 转移 阵 . 称 玉 为 P( 或 者 为 P 链 ) 的 状态 空间 , 称 玉 中 任 一 点 i 为 
PP 之 状态 .在 这 一 节 中 将 要 对 玉 进 行 分 类 . 由 于 分 类 的 依据 仅仅 是 
P, 所 以 概率 空间 和 PP 链 可 以 隐 而 不 现 ,至 多 只 参考 § 1 中 构造 的 
P 链 的 概率 空间 (0Q" ,8 ",P) 就 够 了 . 

在 这 一 节 中 ,T, 玉 ,P,(0* ,FZ*,P') 总 是 给 定 的 ,并 沿用 $1 
的 符号 . 

定义 2.1 称 状 态 i 可 达 j( 记 之 为 i ~ j), 如 果 存 在 正 整 数 
m, 使 p) > 0. 车 i 和 ~ j,i 和 ~ i MRi 互通 , 记 之 为 7 i. 
WR f; < 1, 则 称 7 是 暂 留 状态 , 全 体 暂 留 状 态 用 N Z. # 
fii = 1, WE j ERRERA, 全 体 常 返 状 态 用 R 表 之 . 若 常 返 状 
态 j 满足 m,,; < oo , 则 称 7 是 正 状态 , 反之 称 ; 为 零 状 态 , 全 体 正 
状态 用 R RZ, 全 体 零 状态 用 R° 表 之 .于 是 

E=NUR=NURUR:. 
他 题 2.1 ¿— JS? fl, > 0; i €> f fz, > 0. 


HF _ Hisuppi” < f, < >1 p 即 得 命题 
n n=l 


命题 2.2 j € N €> Y1p0) <o, 
m = Ü 
证 ”由 命题 1.3 即 得 命题 2.2. 
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命题 2,3 若 广 ， = 1, fis >0(i 天 了) W 
(1) ”存在 正 整 数 m 及 正 数 c ,使 
p Sep”? (n20); 
(2) fii = w 一 fji 一 fi = 1; 
D Sa- Sa- D D- 
n=l n= n=1 n = 


证 (1) Hfl >0,0W8#fE M > 1 a =p > 0. 
(1.9) 及 命题 1.5 有 





| = ITM, M+1, M 2, -::' 
= P([7 1 uE] P m" N = | 


(08 ens 


È C 


Jo ¿ , l 5, 


< af. tP Ü äl | 

一 af;.; 十 (1 一 Zii) = af; i. 
H a >00, 0S fF S1, fl, = 1. 所 以 存在 M 使 8 = p™ > 
O. T py "0 > pi pep = app) WE m = M + M°, 
c = aß 即 为 所 求 .(1) 得 证 . 


(2) KX fii =1 所 以 ;E 尺 ,由 命题 2.2 知 > p = oo, 
n=0 


BJB(1 48927 pi) = so Aj EREE = 1. 总 之 我 们 由 fi = 
n=0 


l, fij >0 推 出 了 万， = 1, fi. 一 1. 当然 由 f. = 1, f;.. = 177 
可 推出 f' = 1, flu = 1.(2) 证 毕 .由 命题 2.2 及 1.5 得 (3). 
定义 2.2 I Q 一 (gq;,;， 2 ,] < E) E EZ#BEBE E C E, 
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ËR Q, 一 (Qj 1, < E,) 为 Q on E. 《对 于 行列) [uj Bt , 亦 有 类 
似 定 义 .) 
定理 2.1 E= NUR =NU(RF UR’'), PP 有 如 下 形式 : 





即 是 PonR = Pa, Pon R* = P., P on N = Q, Q, = (p,,, 
¿€ N, j€ R),Q.=(p,, EN, jER'), p; = 06G € R, 
JER), p = 0(G € R',j€ R). Po,P, 分 别 为 定义 在 R°, 
Rt 上 之 转移 阵 . 

证 (1) #¿C€CR,BD f; = 1.# fl, >>0, 则 由 命题 2.3 有 
fi; = 二 1, 即 7 € R. 这 就 证 明了 ， 

i E R, j € N= fi; = 0 = p;,, = 0. 

2) # € Rt (Am fi = 1, mi, < so), fi > 0, 则 由 

命题 2.3 知 :万 |) = fi = 广 )=1, 且 存在 正 整数 m 及 正 数 c ,使 
P > cp (—U n > 0). 





再 用 命题 1.2 及 1.3 有 
L = (F;;(1))" = lim (1 — A)P; (2) 


= lim (1 TA) 2 bia 
> lim (1 — A )c y Dina” = a > 0, 
所 以 ; C Rt. X SÑEUEHH T.: 
iE R*, j ER? = f), = 0 = p; = 0. 
(33 #¿i€ R, fi > 0, 则 由 命题 2.3 (1) 有 /, =1. 假 
Bj € R, 则 由 (2) 3; € R', 了 矛盾 ,所 以 这 就 证 明了 : 


m 一 
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¿€ R°, j € R? == fi, = 0 = p; = 0. 

综合 以 上 三 步 ,定理 2.1 得 证 . 

下 面 我 们 对 R'(R' 亦 类 似 ) 再 分 类 . 如 定义 2.1, 对 于 任何 
i J € R, imn J€ fi fl, > 0”. BRRR U EXER 上 
是 一 等 价 关 系 , 即 具有 (1 ) 自 返 性 (i € R 二 >i — i); (i) 对称 性 
(¿j E R, imn j=j —> i); (lI) 传递 性 (i,j,k € R°, inj, 
j ~ k= i — k). MARRA ~A AE R 分 成 一 些 互 不 相交 的 
等 价 类 : 

R° = RI+ R2 + 

由 命题 2.3 得 知 若 i,j € R;, 则 fi = 1, 若 i € R%, j € R°, 
m Z n, 则 广 ;=0. 由 此 ,我 们 得 到 

定理 2.2 E=NUR=NU(R UR':) 

= N U (UR;,) U (UR; ), 





PP 具有 下 述 形 状 . 
N R3 
N| 0 Qo Qo … Qu Q: 
RI| 0 Po 0 0 0 
R: | 0 0 Poz Ü 0 


R! 0 0 0 - P 0 
R;| O 0 0 >} 0 P. 


Ea £ P on R° = P,,, PonR; = P. ,, Pon N = Q, Qon = 
(Pij LEN, jE R,), Qon = (pij, ¿€ N,j€ RI), pu = 
0 (i E Rn j ERa), p i =0 G ER], j ER), Pons Ps, 
分 别 为 R, ,R， 上 之 转移 阵 . EAR (R) 都 称 为 一 个 “ 零 
X EŠ) 零 类 和 正 类 统称 为 常 返 类 . N 中 每 一 状态 自 成 一 个 
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EX 2.3 j E BJ Ez f £ J E FB, 如 果 ¿ € J, 

j € J=> p,., = 0 (Bl ; € J> Op, = 1). 
TEL 

定义 2.4 ”对 任何 JCE, 记 ft” = p [z Je, aji 
fa = DA = V1], 2 = al] Xe, 
J = {ii € E, f, = 01. 

命题 2.4 AJEJ E E 63k 3E MO i) 了 封闭 ; 
(ü) J OJT RHA. 

证 (O Ric], j EJ, Wpf < f = 0, f; >0, 所 
以 p; = 0, 此 即 了 封闭 . 

CG) 取 zE7.(a) 若 ) 蕊 了 , 则 由 (|1),， 记 =0.(b) 若 
j EJ, W piy < fi, = 0. 综 合 (a)、(b) TA: 


>) p; = 1. 
j€ J NN 

AJ n SA. 

个 题 2.$5 对 任何 i € E, [j:j € E, >o 封闭 . 

证 DAC I: EE, fi >00}, LEIJ EE, fi; >0}, 
则 f, = 0; fie > 0, fL, = 0, 故 ppi = 0. 

定义 2.5 #KE RB 2J8)(sk P ETA), 2: E #AFBJ 00 P 
于 集 ] ,反之 称 E ERTAK. 

他 题 2.6 不 可 约 的 充 要 条 件 是 f*, > 0 (i,j € E). 

证 ”充分 性 显然 , 必要 性 只 需 注 意 : 若 fia, = O, HM 
1j:j € E, fij > 0] E E 的 封闭 真子 集 . 

fl 若 存 在 io € E, fi fl, >0(jEE), 则 巨 是 不 可 
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约 的 . 

定义 2.6 BRICE, imi, Bin: ph >0,7 之 1 的 
最 大 公 因 子 G.C.D. In: >0,n2>1] 8; ZAW ZH d. 

他 题 2.7 Æ fj: 2>0, fl, >0,W d, = d.. 

W BRERA i~i, jaj, imj, Aib did, 均 有 定义 
且 存 在 正 整数 * mr Eppe > 0. FÆ: p > 0 => ptn 之 
peppe > 0 = d, 能 整除 (s + n + t) H p” > 0 可 推出 
pP > 0, 故 又 有 pÈ > 0 => d; 能 整除 (s + 2n + t). AZA 

p? > 0 = ad, ERR x. 

所 以 d, ERR d, E d. d; 地 位 之 对 称 性 得 ad = d}. 

命题 说 明 i € N, fi, > 0 一 >d, 有 定义 ;i,j € RI (R° ) 
= d, ,d, 有 定义 且 相 等 . 

下 面 再 把 每 一 个 R (或 R: ) 分 成 循环 子 类 . 

由 命题 2.7 知 : 任 取 i C R. d 有 定义 ,是 不 依赖 i € R°. 
故 可 定义 4; 为 类 R,, 之 周期 ,用 a"(m) 表示, 以 说 明 它 仅 与 R%,， 有 
KMS iE R, AX. Æ d (m) = 1, 则 说 R° 无 周期 . 

命题 2.8 Z flfl, > O.M 

(Í) PEPE > 0 =d] (m + n) (d| k ka 能 整除 ); 

(|) puri > 0 =d, 

G) £ M(i), AÈ pi > 0 (m > M(:)); 

(V) 存在 r ,使 pi) > 0 =n = r,(mod d; ); 

(V) Æ K(i) A n > KU) => pi) > 0. 

证 (i) pp® >0 = pit) >0=>d,| (m+ n). 

(i) H // > 0 H: FE u 2 1 # ph > 0. 所 以 由 
p rp? > 0 8 pph > 0, pp > 0. H (i) 得 
dil Cni + v), d, | (mn, + v) 从 而 d, 





(71 一 n2); 








(ni — ni). 
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(ü) ”由 4d; BJE SOMI: fffE nl,… n, ,使 
Iot > >0, d; =G.C.D. {n,n}. 
用 数论 中 一 条 初等 定理 得 知 ; FE MG), “m > M(i) 时 有 
md; = Yene, 是 正 整数 ). 所 以 


pee > |] O >0 (m > M(:)). 

(iv) HCI) 即 得 (iv) 

V) 由 所 ; >>0 及 (iV) 得 知 存在 md; + r; E pri > 0. 
H(i), R KOG) = m + M(i) 即 为 所 求 . 

定义 2.7 设 玖 是 不 可 约 的 ,d 为 其 周期 (由 命题 2.7,EE 中 任 
一 状态 i 之 周期 d; 不 依赖 i, 故 可 以 d, HECH P) 之 周期 ) E 
d >1,$ Hi; =G.C.D. [a] pi? >0,7 21] ,# a| H, ; , WEK 
i，] RARR ~, WE ixj. t d = 1, 则 称 玉 (或 者 P) 是 无 周 
期 . 

命题 2.9 定义 2.7 中 确定 的 关系 是 一 个 等 价 关系 . 

证 (1) BiR, ÑH d = H, , 即 得 i =ç ;. 

(2) ”对 称 性 , 设 i 之 j, 任 取 m, 使 pl > 0, 于 是 dm. 又 由 
命题 2.8 (i) AE pi; > 0,JlJ d| (m + n), Ad| n, Ad| H., 
ËD ; =< ¿. 

(3) ER, iss, jak, ERs, t, Epe > 0, pt) > 
0.FE d|s, d| t IH 4682.8 (i)a p 2) > 0 (IN p? > 0) 
—> + = s + z (mod d). 

再 注意 d| (s +t): pn > 0 =n = 0 (mod a). J B 
¿ <= R. 

命题 2.10 ERTH, i~ j, A] d = H, . 

证 BH: = 8, IER z Epe > 0, 按 命题 2.8 (ji ) 可 取 
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mo W p?p rt”! > 0, 于 是 
py" pi mta > 0, 
LAS| (£ + mod), ò| (t + (mo +1)d), MMS |d , M i == j= 


dj13, 所 以 = ó. 
命题 2.11 ERTH, p pr? > 0, 


mi = m,(mod d) => j == J, . 

证 设 pp >0, mi = m;(mod d), 则 由 命题 2.8 
( Í ) 知 : pi", >0 =p > 0 => m, tn = m,(mod d) 
=>n = 0 (mod d), W ji © ja. 

MA2 设 忆 不 可 约 ,周期 为 d, 则 关系 从 恰巧 把 下 分 为 
d 个 不 交 的 循环 类 : 玉 = Ci U C, U … U C,, ij 同属 于 一 个 特 
环 类 C, 的 充 要 条 件 是 i =s j ,而 且 “i € C, jECn=>p;; = 
0"( 从 而 pi >0, i €C., j € C,=>q - r = s (mod d)). 

证 AIR d >1, T = 是 一 个 等 价 关 系 , 所 以 可 以 把 五 
分 成 才干 个 不 交 的 循环 类 ,使 i,j 同属 于 一 个 循环 类 的 充 要 条 件 
是 i 守 . 故 为 证 命题 ,只 需 证 明 两 点 ; (1) 循环 类 的 个 数 恰 为 d; 
(2) i € C, EC 入 =0( 注 : 记 C, = C, 当 1<r<d, 
m = r (mod d)). 

(1) ” 先 证 循环 类 之 个 数 不 超 过 4d, 反之 , 必 有 状态 io ,i ,，…， 
,使 7 与 i 无 关系 之 (s Z t, 0<< s, td), K Mm,” m, 使 


d 
[| 27 > 0, 由 命题 2.11 有 m, #m (mdd) (1<< s, < 4, 
k=1 0k 
s Æ 上 ,由 命题 2.8( 计 ) 再 取 mo ,使 p."”> 0. 用 命题 2.11 又 有 


m, Z mod (mod d) (1< s< d), d PERS Im 1  <cd| 
每 一 个 都 不 能 被 d 整除 ,又 互 不 同 余 ,是 不 可 能 的 ,这 就 证 明了 循 
环 类 的 个 效 不 超过 d. 
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于 是 可 令 下 = O, U G, U ::: U C, ,再 证 每 个 C, 非 空 , 由 命 
题 2.10 知 :i 与 ;属于 同一 类 一 > p,,; = 0, 现 在 各 个 类 中 取 一 非 空 
者 ,认为 这 是 C1, 任 取 i € Ci ,由 
1 = DP 一 > Pij 


| C 
JEY, k 


d 
得 知 存 在 12 € UG ,使 Pii >00, UAE la 者 为 C Ed = 2, 
则 终止 , 设 4 > 2, 由 命题 2.10 知 po = 0 (jE€ Ci), 又 p> 
0, A 之 Pi ,i, Pijo 所 以 Pi = 0 (Jj € C1), 而 Pi, , = 0 
(7 € C, ) , A 

| = 2 pi, = 2; Pi, ,; 
JEE 2 
jE YG 

d 
因此 存在 13 € UC: ,使 Pi, ,i > 0 ,就 认为 含 L3 者 为 C, , d — 3 
则 终止 d > 3, 骨 仿 上 做 下 去 ,da 次 以 后 得 到 4 个 状态 二 TEPES ? 


d=] 
使 i € C,1< =< d), H|] p; >0. (1) 证 毕 . 
k=] 


(2) ĦEi € C,, j € C, p = 0. 

¿€ C,, j EC, p>0, 推 证 8 = a + 1 (modd), 8# 
实 上 ,不 妨 令 B Sa, Bixi jail E0 中 找 出 的 ， 
BA brin > 0), 所 以 存在 m 及 m Ep? > 0, pF > 0, 因 
此 ， 

P > PRE bi Ub, PU >0, 
但 又 有 pi,; >0, 所 以 由 命题 2.8 (G) A md + B— a + m'a=1 (mod d), 
所 以 8=a + 1 (mod da). 

定理 2.3 HERTHA, AMA d, IE T2 NX d 个 互 不 相交 


的 非 空 的 循环 类 : 忆 = Ü C, ,这 时 尸 有 如 下 形式 (d > 1 8): 
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即 是 Pon C, = P, 是 转移 阵 ,六 = 0 (¿€ C., € C.), a = 1, 
2 … d ,此 外 PP 是 不 可 约 的 ,无 周期 的 . 

证 ”只 证 Pon C = P, 是 不 可 约 无 周期 的 转移 阵 ( 其 他 论断 
前 面 诸 命题 已 证 ). 

任 取 i € C, ,# Pi,j >0, $p bi >0, 则 必 有 六 | ,使 
Pij, Pii U Pha >0,PrUU AmA 2.12 § j, € Carls T Jd- < 
Crg-1， 有 所 以 J c Card 一 C, ;可见 ; c C. J € Ca > Pj; = 0 ， 


此 即 已 是 转移 阵 . 
任 取 i,j € C, ,由 玉 不 可 约 知 :存在 m, 使 p'” >0, 因 i,j 同 


属于 一 个 循环 类 , 故 必 有 m = rd ,所 以 pe = p? = p™ > 0, 


£, J t,J 
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所 以 已 on C, 是 不 可 约 的 . 
最 后 证 明 P on C. 是 无 周期 的 . 任 取 i C C ,由 命题 2.8 (li ) 
必 存 在 mo, 使 p>0, pte >0, 此 即 po > 0, p| tb > 


0, 所 以 G.C.D. [m : 0”) > 0| = 1. 至 此 ,定理 证 毕 . 

由 定理 2.2, 对 任意 EE, 可 分 解 成 E=N U (URS) U (UR; ), 
由 于 P on R| = P, 是 不 可 约 的 (P on R} = P, , 亦 然 ) , 若 令 R> 
(R; ) 之 周期 为 d (m) (d* (nn)), 则 由 定理 2.3,R?,(R? ) 恰 可 分 为 

d) (m) 


d° (m) (d° (m)) 个 循环 类 R = Ú RCR = Ú Rš (0), 


t=] 
Pi om PO 是 不 可 约 无 周期 的 转移 阵 , 且 
“bi; > 0, i € Ri (s),j € R, (z) =>: - s = r (mod d° (m))”. 


定理 2.4 对 任意 E, A 


(1) i€ RS J pi = < f; = 1g = 1; 
n = 0 


i€ Rt S p = œ, Fí, (1) < o> f = 1, 
F, (1) < og, = 1, Fu (1) < °°; 
(2) ¿€ R, i~n j =f} = fij = fia = fi = 1, gi 
= Bij T Bii T 8;,; = 1. 
证 ”由 命题 1.3,1.5,2.3 立即 得 定理 2.4. 
注 “在 本 章 中 ,和 矩阵 (特别 地 , 向 量 ) 的 大 小 的 比较 、 极 限 等 
等 ,都 是 逐 元 意义 下 的 .例如 Qo = (P, ij € E),WJ QC > 
Q” 定义 为 qu 2 q (Vij € E)，limQ' 定义 为 
(limgq isj € E). PERIE) 亦 用 0 表示 . Win kt akak 
不 ,例如 下 =E UE, ENE =Ø, Q = (q, ijEE) 有 
时 表示 为 
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Eb] 上， 
E, | Q oe 
E2: (Q3 Qz 





Q = (qu, EE, JEE), 1=< s, <2. 
93 RA EHH 


在 这 一 节 中 ,但 设 下 是 可 数 集 ,P = (p, iJ € E) E E kE 
的 转移 阵 ， P = P” = (pf), i,j € E) E n HRE, (O, 

“,P) (i € EE) 是 如 $1 中 所 定义 的 PP 链 的 概率 空间 ,本 节 研 
冯 的 主要 内 容 是 lim p; 存在 的 充 要 条 件 是 什么 ? 当 此 极限 存在 
时 ,如 何 求 ?有 何 性 质 ? 以 及 状态 的 区 分 等 等 . 

引 理 3.1 设 { 户 :2 之 直 ,|2:72 人 0 是 两 个 非 负 实数 序列 ， 


,< l, p, X1, po = 1, 


= fbe (n 21), (3.1) 

j| G.C.D. {n: f, > 0, a >1! = G.C.D. lin:p >0, n Èl}. 

证 令 了 = minin:f, >0,n 宇 1), 则 s = minin:p, > 0, 

n 之 11. 骨 令 dw = G.C.D. [n:i > 0, s< 2 < N], dh = 

G.C.D.In:p, >0, s< 2n < N] (N=: s). BB d, = s = d. 
设 dw = du , 推 证 :du = dha ERE, 


N 
Pn+1 = 2 fpr + fx+1 
# fna > Ü, WJ pwr+! 之 0, 所 以 由 归纳 法 假设 得 
dnai = G.C.D. {dy:N+1} = G.C.D. Id :N + 1] = dha; 
£ fN 一 0 = 一 Ste CN 一 dnai fv 一 (), PN+! > 0, 
则 存在 V, YSN ,使 pw, ， > Ü. 因此 
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dulv, dal (N +1-— x), 
从 而 由 dh = ds fdh (N + 1), do| (N +1), PA daa = dy = dw 
= dha. AL, TEA da, = zN 对 一 切 N > 5). 引 理 证 毕 . 
定理 3.1 若 i1 是 常 返 状态 ,其 周期 为 d,, 则 





lim p; 一 d;|m;,; (3.2) 
(EF m ,是 平均 再 现时 间 , 当 65 = + co, a 是 实数 时 ,此 后 恒定 义 
a — 
= 0). 


证 ”由 于 i 是 固定 的 , 简 记 p f) d. m. 为 p,,f,,d， 
m. 显 然 {f,:7n li,i pain 之 01 满足 引 理 3.1 HRI. S r, = 


> £. (a >0),MlJ 


v=n+t+! 
n — pn 一 D fp = Dl, T Fy) Pr-,, 
” n-i 
从 而 >, r b... = ur Yy Pn- -1—y ANE n 之 0, 但 Fo Po 一 L. st U 
y=) 一 站 
X rp, = 1 (n — 0), (3.3) 
vy 二 


A À= lim sup pa = lim sup p, BA in) 使 lim p, =À. 


用 (3.1) K > f, = 1 可 证 : 
n=] 
S > 0, lim Dm, = A= lim Pm, ~- 一 A”. 


í 


所 以 ,反复 利用 上 述 推 理 可 证 :“z = Xos Ss, o,s 正 整数 ， 
f > 0, 1 < ; S= lim pyr = À”. 
用 引 理 3. 1 及 d 之 定义 得 知人 存在 5 ,大 >0,1<j =< /使 
d = G.C.D.1s 3 所 所 以 由 数论 的 一 条 初等 定理 可 知 :存在 so 


使 s > s— d 2,657. 办 此 , lim Pen -oa = À (s= so ). 1 n 一 
= 
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(m 一 s )d ISA (3.3) FEE p, = 0 (33 v Z 0 (mod d)), A 
Sa 


— raP(n -so -vd = 1. 
W= 


当 》 ru < co BF, fE Estrh k — co 并 应 用 控制 收敛 定理 (注意 
v = 0 
lim Pe, -oa = À, s È so) 可 得 





À> Ira = ]. 
y=0 
M4 ra = oo 时 易 证 A = 0. 总 之 恒 有 
y=0 
À = . . 
XAA f, = 0 (4 v Z 0 (mod d)) , FF 
] R! 
La 4 2 n 
ABD ragun = T BILA = ER p = liminf put 


之 可 证 8 = 各 .定理 证 毕 
系 1 Rij 同属 于 某 个 周期 为 d 的 常 返 类 RR (或 R°), 
R, = R%(1) U © U RS(d), i € RS (s), j € R92), A 
O, # r= t-— s (mod d), 
imay Sid g, 
i,j 





t — s (mod d). (3.4) 


证 ` >r (z — s) (mod q) 时 , 系 1 的 论断 显然 成 立 . 当 
r = (t — s) (mod d) 时 ,由 命题 2.3 有 


m 


>; f = 1. 


y=] 


再 注意 :pi = 0 (34 y Z 0 (mod 4)), 故 


第 六 章 ”可 数 状 态 的 马尔 可 夫 链 235 


pi) = 3 v d+r pea) | (3.5) 
在 (3.5) 中 令 x — œ 并 应 用 引 理 1.1、 定 理 3.1 即 得 (3.4) 中 第 2 
A. £ 1 得 证 . 
对 于 任何 周期 为 d 的 状态 j, 总 令 


fu (r) 一 > fi. 


定理 3.2 (1) 若 j 不 是 正 状态 ， N) limp: = 0 (V; € E); 
(2) ” 若 j 是 正 状态 ,周期 为 di ,平均 再 现时 间 为 mj, B. 
(a)” 若 i 是 常 返 状 态 但 与 ;不 在 同一 类 中 , 则 
pi? =0 (Vn2>1); 
(b) ”车 i 与 ) 同属 于 一 个 正 类 ,i C R:(s), j € RI(t),MJ 
pi? = 0 (3 n Z t — s (mod 4d)), 而 


limpi” = ( 当 y = t-s (mod d)); 


JoJ 


(9 #i 是 暂 留 状态 , 则 对 一 切 ,有 


lima = fo,(r) -2 


y — iF Dx 


证 ”由 命题 1.2.2.2 及 定理 3.1 系 1 即 得 (1). 由 定理 2.2 得 


(2)(a). 由 定理 3.1 系 1 得 (2)(b). 由 (3.5) 式 及 引 理 1.1 和 定理 
3.1 得 (2)(c). 


定理 3.3 ”对 任何 站 € E,é 


下 在 ,其 中 my = film (3 ; 是 暂 留 状态 时 ,定义 m; = eo). 
# H = (m, i,j € E) 为 PP 的 遍历 极限 

证 ”由 定理 3.2 立即 可 得 定理 3.3. 

定理 3.4 lim ”存在 的 充 要 条 件 是 每 个 正 状态 的 周期 者 
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是 1. 如 果 条 件 成 立 , 则 limP ”= 玖 = (m, i,j € E), zi; 由 定 
理 3.3 所 定义 ， 

证 ”由 定理 3.2 和 定理 3.3 即 得 本 定理 . 
下 面 我 们 研究 H 的 性 质 及 求法 . 
命题 3.1 V iC E, ;€ RI(R) 亦 类 似 ), 有 
fi; = firt (fi,R: 之 定义 见 定 义 2.4). (3.7) 
s 1, e, k-1l, Ë 
证 ' = P || + + 
fir, > (Ri), o, (RIY, R 
| l, v, k=l, k, EDERREI 
( . 





“人 


- SIP 
f=1 Ri), ., (RIY, R}, j °` J, ° 
i ' k 1, Ë ° m | 
"Hr S De RE RT 8 [7]. 

(3.8) 
用 (1.9) 并 注意 fr = 1 GE R;) 可 证 (3.8) 右 方 第 一 项 为 0, 而 
第 二 项 等 于 


P Olla. ay FInd) 


ifl m a 
< P (vl |)= Sij 
所 以 Fie < 万 ) 而 小 于 号 不 能 成 立 . 命题 得 证 . 
命题 3.2 II = HP = POI = IP. 
证 ”用 控制 收敛 定理 可 得 
PI = P|lim = D) P” )= IimP( 45 po] 


p= Í 
_ 1: 1O 5 () | n + 1 _ 
= lin( (ÈP n - P ]= r. 
用 Fatou 引 理 可 得 
Dfe 1% po) . {1 <a poen 
NP = (iim g DP” )P< im[; DPA) n, 


vy 二 1] 
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说 
> 





则 HP1 = 1, 故 上 式 不 等 号 不 可 能 成 立 , 所 以 IP = IH. 
H H = JP 得 有 = HIP) (n 之 0), 所 以 [7 = n >P | 
V=] 
(n 2 1), Z n — œ 并 用 控制 收敛 定理 可 得 
— t 1 - (1 _ . 工 (v) | __ 2 
I = lim DP )= n[lim 7 oP )= I. 
命题 证 毕 . 
定理 3.5 j 
E=NUR=NUR U R*= NU (UR,)U (UR;), 
则 开具 有 下 述 形式 ， 





N R RR R; Ri 
| 0 0 A(1) AQ) A(3)::: 
R°) 0 0 0 0 0 
Ri| O 0 B(1) 0 0 
Ri| 0 0 0 B(2) 0 
0 0 


0 0 8B(3) … 


EP rx = 0 (¿€ E, j€ NUR), A(m) = (mj € N, 
JE Ra), B(n) = H on R. ; Mij 一 O (i € (N U R), 
j E Ri) m (a) = (z j E Ri Jea AERA 
RA R; 的 行 向 量 ,a(m) = (Sie, i EN) EA fie 为 分 量 、 
定义 域 为 N 的 列 向 量 , 则 有 Bln) = lz (n), Alm) = 


a(m)x(m), 此 外 还 有 B(n)1 = 1, 即 是 B(n) 是 行 行 一 样 的 每 
个 元 素 都 大 于 0 的 转移 阵 . 
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证 用 定理 3.2 及 命题 3.1, 为 证 此 定理 ,只 需 证 明 B(n)1 = 
1 即 可 .事实 上 ,由 命题 3.2,I 采 = I 得 B(n) = B(n)*, 即 1x (an) 
= (lx (n)(1z (n)) =1(z (Cn)Dr (n)= (x (n)1)(1r (n)), 
1x (n) 每 一 元 素 均 为 正 知 x(n)1=1, 故 Bl(n)1= (lx (n)) 
1 二 1(x (n) 1) = 1. 定 理 证 毕 . 

定义 3.1 称 Q = (g. i) € E) EHRE, WR g 20, 
人 q+ 全 1(i,j E E) BERERE Q 具有 区 结构 ,如 果 巨 可 分 成 


不 交 子 集 的 并 ;EF = G U F; U F, U n (G a% F. 可 为 空 集 ) ,使 
Q 具有 下 述 形 状 : 
(z F, F, 








C(1)q (1) C(2)q (2) 
F 10 lg (1) () 


Ü 0 lg (2) 


其 中 C(m) 是 以 G 为 定义 域 ., 分 量 为 非 负 实数 的 列 向 量 ,g (n) 

是 以 F, 为 定义 域 分 量 为 非 负 实 数 的 行 向 量 , 且 g (n)1 = 1. 
WAN E Q@ 具 有 并 结构 , 则 必 有 Q” = Q (注意 g (n)1 = 1). 

又 由 和 定理 3.$, 开 是 具有 已 结构 的 ( 取 G = N U R°, F. =R}, 


a). 


命题 3.3 Q = (qu, ij EE) 是 准 转移 阵 ， 则 
imt EQ = 了 存在 且 具 有 了 结构 (QY 是 QH v RR) 
证 令 A 是 外 之 一 点 ,Es。 = EU {A IA] 表示 由 A 构 


g (n) = x(a), C(m) - | 


成 的 单 点 集 ),6 = 1 Q1, 则 Qs = ( “] 是 定义 在 E, 上 的 转 
移 阵 .由 定理 3.5 知 
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1 < 
” -一 y b, 
miN = tm x 24 
0 1 





存在 且 有 IA, Him EY Q 存在 也 有 也 结 构 ， 

命题 3,4 Q 是 准 转移 阵 且 Q = Q 的 充 要 条 件 是 Q 具有 区 
结构 ， 

证 “充分 性 由 也 结构 之 定义 即 得 .必要 性 由 Q = 1 Y1q' 
及 命题 3.3 即 得 . 

他 题 3.5 FEE, JCE) RAFI HEJ: 

(1) fig = 0, fir = 1 (2 < E); 

(2) J| CJ, > fis < fo; 

(3) f; 对 具有 完全 半 可 加 性 ; 

(4) LI 是 不 交 封 闭 集 — flu, = > 万) 

(5)” 若 J 性 EE 固 定 , 则 或 f*;=1( 对 一 切 i E E),&inf f; =0. 

证 (1)、(2) 显然 成 立 . 


3 — i n _ 1 n 
D Siw, -riol y Gle 69 
所 以 fry, < US, 
(4) EI DSA, ¿ > Bf, 


Pintu ]))= o. 


故 由 (3.9) 即 得 (4). 
(5) 由 (1.9) 得 


L= fi,, = P(A |) 
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3 | 


< ， | j 

; s t MAM — 1, n x 
-oP IB .. J, Ja- sa 
<P (À 1] = Efa), 


令 n — co 即 得 :1 fi < (1- f ,)(1- itfi), (S) FE. 
& y = H 1, 


N | >'a(m) 
y = RÜ 0 ; (3.10) 
R* 1 


HÆ yon N = Salm), yon R° =0, yonR'=1, alm), H 
之 定义 见 定理 3.5. 

本 书 中 全 用 (rm)j 表示 定义 域 为 中、 分 量 有 赛 的 列 癌 量 全 体 ，; 
(1) 表示 定义 域 为 儿 诸 分 量 之 绝对 值 之 和 收敛 的 行 问 量 的 全 体 . 
# J = 玉 , 则 简 记 (mm) (Le 为 (m)、(L). 用 e;(e;) 表示 对 应 于 i 
的 分 量 为 1、 其 他 分 量 为 0 的 列 ( 行 ) 向 量 , 其 维 数 视 需 要 而 年 . 

命题 3.6 Jey: € El 或 无 0 或 有 无 穷 多 个 0. 

证 R°, P on R° 是 转移 阵 ,而 lim(P'™on R°) = 
0, 故 R 必 为 无 穷 集 , 由 (3.10) Hileyi € E] 有 无 穷 多 个 0. 

若 R° 是 空 集 ,再 设 1i:efy = 0, i € El] Z@.B(3.10) 和 命 
题 3.5(4) 及 定理 3.5 知 : 当 i € N 时 有 e'7y = 2 Rt = fir 


所 以 由 (3.10) 及 R 是 空 集 知 : 
(= liey =0, iE E| = liy =0 € R°| 
= [ifie = 0, i € Rt} = R* (R* ° 
(R' 之 定义 见 定义 2.4). 车 R' 是 空 集 , 则 ely == 0 (i € E), ñrEll 


ERE ”可 数 状 态 的 马尔 可 夫 链 241 


3.6 成 立 , 若 R* 非 空 ,用 命题 2.4 AR (R*)° 为 封闭 集 , 故 P on 
(R (RY) 是 转移 阵 , 若 注意 尺 +(R 六 CN ( 因 R? 是 空 集 ) 知 
lim (P on R* (RJY = lim (P™ on R* (Rt y) = 0, 
所 以 R1 (R) 是 无 穷 集 ,命题 3.6 证 毕 . 

命题 3.7 下列 陈 述 等 价 : 

(1) II z£ 3F45 F; 

(2) R = Q, fie = 1 (; € N); 
(3) infle;y:: € E} > 0. 

WUE 由 (3.10) K ey = fia (i € N) AG) (2). 而 
(1)=> (3) 显然 ,下 面 证 明 (3) 二 > (2). 若 (3) 成 立 , 则 R° = Ø, 
ffor = inf firt >O, 

用 命题 3.5 (S) 得 fi kt = 工 (对 一 切 ; € E), (2) 成 立 . 

由 命题 3.1、3.7 及 定理 3.3 知 :“ = 1x, m” 1 = 1,x > 0 
SR = 人, 恰 有 一 正 类 , 目 fie = 1 G € ND.” 

定义 3.2 PREE P (或 对 应 的 己 链 ) 是 无 耗损 的 ,如 果 荆 
是 转移 阵 ; 反 之 称 P 是 耗损 的 . 

5| 理 3.2 设 a(n)= (aoln) aln), a = (au ,ai ， 
ua) 之 0, (n) = 1 (n 1), 
Bo 
B = B: 


3 








lima (n) = a. F$] AAH- R: 


(1) lim sup 2 ai (m) = 0; 
(2) a (n)8 < c (n = 1), lim8, = ©, B> 0, 
则 a 1 = 1. 


242 随机 过 程 论 
证 BO) 成 立 , 则 对 任 给 s > 0, 存 在 ko ,使 
sup $ a (n) < 5 
HH lima (n) = a 得 :存在 No 使 | a (No) 一 a; < (= 1, 
2,… ,ko). 所 以 


ko ki 


“12 Da > IG (No) -z6 ) 

>1- YaN) -$ >1-e 
由 e 之 任意 性 得 1 > 1, 再 用 Fatou 引 理 得 a 1 = 1, 
设 (2) 成 立 . MJ c > Ya (1)8 = (inf B) >a (z), 故 


sup Ža; (n) < c/ nf A ,由 (2) 即 得 (1). 引 理 3.2 证 毕 


定理 3.6 E = 1{0,1,2,.…}， 
Bo 
p= |, 20, 


lim 8, = °°, PB < B, 则 卫 是 无 耗损 的 . 
E HO € E FUE, a (n) = (i oP), a = eH, 

,=1 
用 引 理 3.2 (2) 即 得 a 1 = 1, 故 H 1 = 1 定理 得 证 . 


定理 3.7 RE = 10,1,2,…|， 
bo 








a 龙 正 实数 ,PB < co, eiPB8 之 eB 一 a (REE HARRAN), A] P 
是 无 耗损 的 . 
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证 ”由 假设 知 :存在 > 0 使 pg 委 8+pb1 故 PP g < co 
(n 之 1). 再 用 假设 ,存在 c >0 及 一 个 列 回 量 a，a 只 有 有 限 个 分 
量 为 1 其 他 为 0, 使 P < 8 — a 1 + ca. H P8 + a 1 < ñ + ca 8 


1 po P ' e] Ë - "| 
(YP | P8 + a1< 2 P Bte n 2 P a. 
注意 P'…8 < co (n21) 可 得 : 
1 1 (n+1) Ë - "| 
ol PB -~P" B+e n oP a. 
& n — co 即 得 a 1=< cHa < cH = cy. Winfle, y:i € E] > “ > 


C 
0, 所 以 由 命题 3.7 知 P 是 无 耗损 的 . 

定义 3.3 ” 称 分 布 行 8 (0220, 8'1 = 1) 是 转移 阵 P (或 对 
应 的 了 R) 的 平稳 分 布 或 不 变 测度 或 谐 测 ,如 果 BP = 0 

Ë z P = z, z Ell), x >r 为 左 方程 . 

定理 3.8 下 列 4 条 陈述 等 价 : 

(1) 方程 xTP=x,x € (1)” 有 非 0 解 ; 

(2) 有 正 状 态 存在 ; 

(3) 左 方 程 有 非 0 解 ; 

(4) 已 有 平稳 分 布 存在 ， 

证 ” 先 考 察 > P = x ,x E(D 的 通 解 .用 控制 收敛 定理 
nigar P=r ,x € (I), > TI =x' ,x € (1). 再 用 定理 3.5 
得 ;x on (N U R°) 为 0, 若 记 x on R} 为 ;“, 则 再 用 定理 3.5 有 

z = (0,0,s1,s2,"") = (0,0,51,53, OH 

0 0 all)r (1) a(2)z (2) … 


0 0 0 0 
= (0,0,s1,s5%,°…)10 0 1x (1) 0 
0 0 0 Ix (2) 


一 (0,0,six (1) sx (2),:), 
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BJ > on (N U R°) = 0, z o R} = sn (n), s = s,1, 


> lsali < >. 
反之 , 任 给 满足 上 述 要 求 之 z, 3 > P = =, z € (!), 
故 “zP = z”, x= EUY 之 通 解 为 


N R? R: R; ... 
TT = (0, 0, sıx (1), sor (2), e), 
(3.11) 
> | sw|< e. 


(1) 二 > (2). 由 通 解 之 形状 即 得 
(2) 二 > (3). 在 (3.11) 中 取 s, > 0, s = 0 (¿ > DOEKES 
程 之 非 0 解 . 


(3) 一 (4). 设 过 是 左 方程 之 非 0 解 , 取 B =r MHP 


(4)=> (1) ,显然 ， 
定理 3.9 车 书 是 不 可 约 的 , 则 
(l) Z24338 => lI = 0; 


(2) z BAF FRE — II = 1x ,其 中 x = Lr, x Æ 
左 方 程 之 唯一 非 震 解 (党 因子 除外 ), 正 = R , E. z 是 已 的 唯一 的 
平稳 分 布 . 

证 (1) 由 左 方程 只 有 等 解 ,用 定理 3.8 知 :无 正 状 态 , 故 I 攻 = 0. 

(2) 由 左 方 程 有 非 零 解 知 有 正 状 态 存在 ,而 己 不 可 约 , 故 玖 
= Ri. 故 左 方程 之 非 0 解 为 ;x = s m (1), s, > 0, fü H = 
Ix (1) , 故 


1 
H = 1-2 ). 
H HP = H z = r (1) 是 P 的 唯一 的 平稳 分 布 . 
对 一 般 的 转移 阵 P 而 言 ( 可 能 是 可 约 的 ), 解 左 方程 ,其 通 解 
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必 为 0 的 地 方 对 应 的 状态 就 是 N U R ,其 余 的 地 方 就 是 RI, R, 

…, 而且 x (x) 也 得 出 了 . 根据 定理 3.5 I KA, 只 需求 出 

alm), l 就 完全 求 出 了 .下 述 定理 就 回答 了 a(xm) 的 求法 . 
定理 3.10 对 任何 转移 阵 P 而 言 ， 


N alm) 
R° U 
YR: 0 
R;, 1 
UR; 0 
Æ 
y y 
() 0 
(P|0 = í01,0< y < 1) 
1 1 
0 0 
0 e J 688. 


证 ”由 PH = 五 并 应 用 定理 3.5 了 的 结构 再 注意 z (m) > 0 
即 可 发 现 它 是 解 .再 证 最 小 性 . 任 取 上 述 方程 的 一 个 解 


OC 
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令 n — co 并 用 Fatou 引 理 及 定理 3.5 五 的 结构 可 得 


y y 0 a (m ) 
0 0 0 0 
| 0 Z= H 0]2 HI01= 0 
1 1 1 1 
0 0 0 0 


至 此 ,到 的 求法 及 NU R° 与 UR， 的 区 分 已 经 解决 .本 节 最 后 
一 个 问题 就 是 要 区 分 N 5 R'. 
命题 3.8 ÆRJCE, J #0, A = PonJ, 则 
(1) limA = a Ë: 
(2) Aa =a,E a £ÇAy = y, 0 < y < 1) 的 最 大 解 ; 
(3) a= ea =1- fi, G €J); 
(4) Sasali € J), 2, = 0 G € J°), 2 = 
(a, i € E), We, (Pa) = 1-—- fl G; € E). 
WE TR C J 了, 则 由 测度 P' 的 定义 有 
srann p Í ATK 
e:(A"1)= P LALI) 
(1) (3) 得 证 .再 证 (2). 用 控制 收敛 定理 得 Aa = A limA"1 = 
lmA" 1 = a. # Ay = y, 0X y< 1,M| y = A"y< A"1, Mi 


yS limA"1 = a, (2) 得 证 .最 后 证 (4). 用 (3) 有 


天 一直 


l- fi x P(A)= >p. AG 
= X b- fir) = Xp (eza) 
JEJ jEJ 
— Xb. a, = e (Pa). 
命题 3.9 下 列 陈述 等 价 ， 
(1) fir =1(i € E); 
(2) fir = 1( EJ); 


A , . —l_ —— 


—f 
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(3) a = 0 (a 之 定义 见 命 题 3.8); 

(4) (Ay = y, y 宇 0, y € (m)》 只 有 0 解 

证 (1)=>(2) 显然 . (2) 一 >(3), 只 需 注意 ea = 1 - fip 
(i 站).(3) 一 >(4), 设 yy 为 方程 之 解 ,不 妨 令 Ay = y, 0<< y < 1, 
由 命题 3.8 (2) 有 0 委 y 委 au MSR a = 0, 故 y = 0, (4) 成立. 
(4)= (1) ,由 (4) 成立, 再 用 命题 3.8 (2) 得 a = 0, 从 而 Pa = 0. 
但 ec'Pa =1- fj G € E), MA fip == 1 G € E). 

系 1 设 A 为 状态 ) 之 余 阵 , 即 是 A = Pon (E — 1;]), WJ F 
列 陈述 等 价 : 

(1) fi = 1 (i 6 E); 

(2) fa = 1 (¿> ;); 

(3) a = ÜO(a = lim A”1); 

(4) 《4y = y, yZ20, yE (m)) 只 有 0 解 . 

Æ 3.11 任 取 状态 j, 设 A 为 j 之 余 阵 , 则 

(1) 《Ay = y, y>0, y € (m)》 只 有 0 解 =— ; 是 常 返 状 
x . 


(2) 《4y = y, y>0, y € (m)》 有 非 0 解 , 且 PP 不 可 约 
— j 是 暂 留 状态 . 

证 ”由 命题 3.9 系 1 中 (1)<=>(4) 即 得 本 定理 的 (1). 再 证 
(2). P AIHA, 是 常 返 状态 , 则 fu. = 1 (i € E), E H Bi 
3.9 的 系 知 (4Ay = y, y 20, y € (m)) RE 0 f, (2) 证 毕 . 

我 们 称 4Py = y, y220, y € (m)) XEDE. WMA Hi ZA 
EE BH A = P on (E — {11 ) , 则 称 人 《Ay = y, y> 0, y € (m)) A 
j 右 方 程 ,引进 

条 件 (LC); 左 方程 有 非 0 解 ; 

条 件 (RC); :7 右 方程 有 非 0 解 ; 

条 件 (RC) : 右 方程 有 非 0 解 ， 

(LC)((RC),(RC);) 表示 (LC)((RC), (RC),) Z £f. 


248 随机 过 程 论 


定理 3.12 Z P +T, W 

(1) (LOE = Ri = (RC), -j € E); 

(2) (LC), (RO, (TRA j € E) (LC), (RC);( 对 一 切 
j € E)E = RI; 

(3) (RC), (s£ 4 j € E) (RC) Gth j € E) 
E = N. 

证 ”由 定理 3.11 及 左 方程 之 通 解 的 形式 即 得 定理 3.12. 

定理 3.13 下列 陈 述 等 价 : 

1) 瓦 不 是 一 个 常 返 类 ; 

(2) Py < y, yZ: 0, y € (m)》 有 非常 向 量 解 ; 

(3) 《Py < y, y 之 0》 有 非常 向 量 解 . 
(第 向 量 者 , 即 诸 分 量 相等 之 向 量 . ) 

证 (1)=> (2). i E AARAA. SIAS E = 10,1,2, 
… 小 ,0 是 暂 留 状态 . 取 

1 


fio 


由 命题 1.5 (3) 有 
foo 
fio 


Py = < y. 








显然 f;。(i 之 1) 不 能 全 是 1( 否 则 由 命题 3.9 的 系 得 fr, = 1, X 
与 0 是 暂 留 状态 矛盾 ) ,而 且 由 /¿ < 1 知 Py 关 y. 总 之 , 当 玉 有 
暂 留 状态 时 ， 
¿Py< y, y220, y € (m), Py Z y) 
有 非常 向 量 解 》 
再 设 下 无 暂 留 状态 ,由 (1) 成 立 和 已 至 少 含 两 个 常 返 类 ,不妨 
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A Rt ,Ri 非 空 , 取 向量 y 满足 :ey” = cl 之 0 (i € Ri), ew 
= cy 20 (j € Ri), c Z ca, ey =0(kEE- Ri U R), 
则 Py = y . 帮 
(Py < y, yZ20, y € (m)) 
有 非常 向 量 解 y”, (1) 一 > (2) 证 毕 . 
(2) 一 > (3) 显然 . 
(3)=>(1). 令 E= |0,1,2,--], P = (pu, ij € E), 


poo = 1, Po = 0 (221), Bu = pu Gi 21, j € E), H = 


im 5 PO, A = Pon (E — 101) = Pon (E — 101), 


> Bw{/lyY /0yy  /1y / 9 

P esp (A (1))= n PA 
由 命题 3.8 (1) 及 (3) 得 ( 取 101 为 那儿 的 三): 

limP” e = G 之 定义 见 前 ) 
从 而 Ile, 一 下面 证 明 :y 是 《4Py < y, y 宇 0, eby =]1 的 最 小 
解 .y 是 解 在 (1) =>(2) 的 证 明 中 已 证 . 再 证 最 小 性 , 若 y > 0, 
eoy = 1, y> Py, M y > Py > n > P) y, 从 而 
y> [+ >P), 

2 n — co J] Fatou 31418 y > Ty > He, = 最 小 性 证 毕 .现在 
设 (3) RL, FE y 220, y 之 Py, y 是 非常 向 量 . 不 妨 令 esy > 
e1y ,又 不 妨 令 esy = 1 > ery (否则 以 eyy 除 此 向 量 ). 由 y 之 最 
小 性 知 y < y, EA fio = ey< ¿y <1, 所 以 EE 不 是 一 个 常 返 


定理 3.14 下 列 陈述 等 价 ; 
(1) 五 有 暂 留 状态 ; 
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(2) (Py< y, y220, y € (m), Py Z y) ARE; 
(3) Py <S y, y: 0, Py Z y) ARR. 
证 “(1)=> (2) 在 定理 3.13 的 (1) 一 >(2) 中 已 证 . 
“(2)=> (3)” 显 然 成 立 . 
(3) 二 >(1). 设 y 之 Py, y Z 0, Py Æ y. #ËE 
P* = diag([1 + ey] 1, i € E)Pdiag([1 + ey], i € E), 
其 中 diag(g;, i € E) 表示 对 角 和 矩阵 , 主 对 角 线 上 对 应 于 i 的 元 素 
为 q.) WeP” e = e; (P* Ye (v 220, i € E), B 
P*1 = diag([1 + ey] 1, i € E)P(1 + y) 
< diag([1 + ey] ,i € E)(1+ y) 
= 1, 
H Py < y, Py Æ y 知 上 式 中 等 写 不 能 成 并 , 故 
1—P'1—0, 1-P'1=<0, 
所 以 存在 io € EE 及 正 数 c 使 1 - P' 1> ce, .因此 


n=l n—l 
1> 2,(P*) A- P' Z c>; (P' Ve. 
v=0 v=0 
特别 地 ,有 
n-i n=l n=] 
" x Vy _ 7 (v) — (v) 
l > ei 2, (P ) "e; =c) e; P eio = c2 bua (n 21). 
所 以 2 pii < 中, 即 in 是 暂 留 状态 . 


定理 3.15 jË P ja 2 93.13 所 定义 若 忆 是 无 耗损 的 M P 
证 E=10,4,2,:: 1, 1,2,0 都 是 PP 的 暂 留 状态 , 则 


n=0 
XH P ZELA Lp G>1, n20), K 1,2, 都 是 
P 的 暂 留 状态 ,所 以 及 = 0 (i 之 1), 从 而 由 P ZEER 
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I 
~ x ~ ~ fo. 
1= Ill = I> e, = e = y = 


所 以 foi = 1 (i 之 1), 再 用 命题 3.9 的 系 得 f, = 1, 此 即 0 是 常 
BRS. 


94 ”实例 及 应 用 


在 这 一 节 中 , 仍 设 下 是 可 数 集 ,P = (p, i,; € E) E E E 

的 转移 阵 , P = (pi. ij € E) 是 HEBE, 
n= lm DP”, 
E=NUR=NUR UR’= NU(UR,)U (UR;). 

本 方 主要 研究 二 类 问题 ,一 是 ;当下 为 有 限 集 时 ,P 之 状态 空 
BE 及 下 有 何 特性 ;二 是 : 当 五 为 可 数 无 穷 集 时 ,有 各 种 实际 背景 
的 特殊 的 P 的 状态 空间 五 及 了 开 的 特性 及 开 的 求法 . 

先 设 E RARR, PEE 上 之 转移 阵 , 有 

命题 4.1 R=- @, R*= @. 

证 H E ZABT E $e EE AHE 3.5 中 并 的 结构 
即 得 命题 4.1. 

命题 4.2” 下列 两 条 件 等 价 ， 

(1) H X34305]; (2) 瓦 没有 暂 留 状态 . 

证 H R° = OREM 3.5 即 得 . 

pz 4.3 ”下列 两 条 件 等 价 : (1) 开行 行 一 样 , 即 开 = 12; 
(2) E 恰 合 一 个 正 类 (NN 可 能 非 空 ). 

证 “(1) 一 >(2) 万 显然 . (2)=> (1), RE = R U N,# 
N = ,由 定理 3.5 得 卫 行 行 一 样 ;车 N 关 作 , 取 i C€ N.H H1 
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= 1 及 命题 3.7 有 fie = 1, 故 再 用 定理 3.5 知 下 行 行 一 样 


俞 题 4.4 ”下列 5 个 条 件 等 价 : 
(1) H > O; 
(2) KAET i,j € E, PEERAA n OTRA i,j), 1È 
pi” > Ü; 
(3) 下 是 不 可 约 的 ; 
(4) E= Ri; 
(5) H > 0,BE II = 1r 行 行 一 样 
证 (1 (2). E i,j, pu) = 0 (对 一 切 n > 1), Wi 
- lm De = 0, 故 (1)=> (2). 
2)=>(3). 由 (2) 得 广 > 0 (对 一 切 i,j € EF), PRIH. 
(3) 一 > (4). 由 命题 4.1 及 定理 2.2 即 得 . 
(4) 二 > (5). 由 定理 3.5 即 得 . 
(5) 二 > (1) 显然 . 
命题 4.$ ”下列 两 条 件 等 价 : 
1) 已 不 可 约 且 周期 d = 1; 
(2) 存在 正 整 数 M, 4% P™ > 0. 
证 (1) 一 >(2). 由 不 可 约 及 命题 4.4 知 x,; >0, 由 d=1 知 
limpi = my (i,j € E). 
H E WARRT: IM, %4 n > M £i pi) > 0 (¿,; € E). 
(2)> (1). # P nÍ 2J sk P 0248 d > 1, 由 定理 2.2 及 定 
JE2.3 可 看 出 无 论 n 为何 数 , 已 ”总 有 0 元 素 . 
命题 4.6 É Ej S 个 元 素 , 则 
1) f; > 0=> AELEZA m <S, p™ > 0; 
(2) fi; > 0, iZ > HAERA m S —1,1E p™ > 0. 
证 ”由 矩阵 论 Cayley 定理 ,P'S 可 表示 成 1,P,…, PE 的 
线性 组 合 (I 是 单位 阵 ), 从 而 对 任何 n > S, P® 亦 也 表示 为 


Tonk 上 
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1,P,…,P p's. DREM, 
p° — > c P (n > S). 
若 ; 天 7 B p 00 = 1⁄2 5S 一 1), 则 p? = 0 (H n 21), 


Š 
WO = 0.(2) E. PHP = YC, Pr E pO = 


(u= 1,2,-: S), H| p? = 0 (对 一 切 22 1) Am fl: =0, 故 
mU. 
命题 4.7 1 是 PP 的 特征 根 且 对 P 的 任何 特征 根 入 ,都 有 
A 1< 1. 
证 ”由 (I-P)1=0 知 1 是 PP 之 特征 根 .再 设 和 是 PP 之 特征 
根 , 则 有 x 使 
x (AI—-P)=0, z Z0, xz = (x, € E). 
由 àr; = 2 =b. (Jj € E) 得 
KD > iz |< > |z |p; = zl|， 
j =£ ICE J€ E i€EE 
故 |A| 过 1 
命题 4,8 II = lim (1— a4)(IT—- AP) '. 
证 ”由 命题 4.7, 已 之 任 一 特征 根 之 模 辟 不 大 于 1 所 以 
(I- AP) 存在 ( 当 )< 1), B(I- AP) = > AM"P" .因为 


n=0 


im L5 P = = JI, 


WH— O ti y= =Ü 


所以 lim (1 — VYP = = I. WIE. 

ij 4.1 自由 随机 徘徊 设 E=10,+1,+2,…|, P=(p,,, 
¿J € E), piit= qi, Dia = bo b 2>0, g, > 0, pi + q. = 1 
(¿C E), p j = 0(3 i — |> 158; = j). 

显然 P AEA B[2J BJ , BIR d = 2.8 > P = x” (ië z ° = (=;, 
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i € 五)), 得 
(DT 一 qix; ) 一 (Pix; 一 qirt isg ) — C (3 €E E). 
M M 
所 以 由 Mc = 27 (Di 2-1 — cz) 得 | M| <25; |; l (M > 1). 
i=| i=0 


因此 《x = xP, x € (/)》 的 通 解 为 
(Pi-i qix; ) = Ü) (1 < E), 


即 
x, = Popi Piia (i > 0). 
q gq;  * q; 
qoq |" U Q ¿+ ， 
三 —— O). 
Toi pip ap (i >0) 
人 


Po Pitt pi- qoq 1 U q -;+1 
8 = (PP pr + Laidan ), 
2; qiq2 di P- Db-2 P; 


À >P = x ,x E€ (/) 的 通 解 的 形式 看 出 . 
当 6 = oo 时 , 左 方程 只 有 0 解 , 故 了 = 0; 
当 ó < oo 时 , 左 方程 有 非 0 解 z = (x, EE), 其 中 x。= 1, 


z = EP Pi (; > 0), z, s PE G > 0), 


q 5 q; `` q; P-A b -2 7 
„m 1，， 1 ; 
所 以 I = 7 1x = TT s1z . 


考虑 A = Pon (FE 一 10|) 为 0 之 余 阵 , 解 0 右 方程 (Ay = y, 
y 之 0, yE(m)). 由 Ay=y 得 ( 令 y= (y, €E- 10})) 


qı qiq; . 
al = 1A T gan g ETA ; i 之 1,， 
“| | pi PiP: >! _ 
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0, = ] P 1... 1 P-1''P-i Poi teh, 
Gd-1 dd-i 


qd -1 

则 由 定理 3.12 有 
ó < co ( 即 (LC) ) OE = Rj; 

ó = ©, 0, = 0, = ° ( 即 (LC) ,(RC)o) €> E = R; 

0, ,0, 中 至 少 有 一 个 有 限 ( 即 (RC)0) SE = N. 

例 4.2 0 处 有 反射 屏 的 随机 徘徊 . 设 E = 10,1,2,…j}， 
(Pijs J € E), boo = ao, Po = bo, po,; = Ü (;>1),3: >1 
o pi; = 0 G= jBR|; — ;|> 1). 
1), b, > 0 (¿> 0). 


P = 


时 ， piit = Qis Pii = b 
a, +b =1(¿ €E),a, > 0 (¿ > 


显然 P 是 不 可 约 的 . 解 z = =P (=° = (zz …)), 即 
ao bo 0 0 … 
0 5, OÜ `° 
ñ 一 (Zo Zis Z...) 


(Tosti Za Ü) 
Í Í Í 0 da 0 b, °" ° 


— Oo (n > 0). 


Lanti 
É Antl An Ul 


_ bb itib 
邻 6 = > 一 一 e< c < (LC). 故 
n=0 Antl An A, 
ô = co => JJ = 0: 


ò < oo = = 1, m = (mnr, =), 
_ 1 (De ) _ 1 
Katt 一 ] + ë aa, "a, (n > 0), To 二 1+5 + 


考虑 A = Pon (E 一 101) 为 0 的 余 阵 . 解 0 右 方程 (Ay = y, 
y> 0, y € (m)). iU 
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ai 
H Ay = y fiy T y = pI 


Aad: An 


(yn ~ y, ) 一 =" (y, _ yn) 一 b b... b, >! (n > 2), 
故 把 上 述 各 式 求 和 即 发 现 : 


(L| Aal GC, 


yn+1 = ra Sa )y (n > 1). 


Ai G, GQ 


若 令 0 = (1+ i a Siae ga) ML 8 < oo €> 0 右 方程 有 非 0 
解 . 所 以 





ó < co <—— E = R; ; 
= co, 0 = o° 4> E = RI; 
0 < co < E = N. 
例 4.3 在 0 处 具有 吸收 屏 的 随机 徘徊 . 设 瓦 = 10,1,2,…}， 
P = (pij, ij € E), bua = 1, poy =0, 当 ;过 1 时 , 记 ; = qi, 
bai = pi, ba = 0 (8 ¿= j 或 |i-j|>1), p + q, = 1, 
b; > Ü, q; > 0. 
显然 PP 是 可 约 的 ,0 是 正 状 态 , 其 他 都 是 暂 留 状态 ,因此 工 = 
(mjs i,j € E) HE moo = 1, m. = a.(i21), m; = 0 G € 
E, J] 之 1), 即 


用 定理 3.10 | 


da 
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1 1 
(U) (P ” = ”|,0< y, <1 G1) 


的 最 小 解 . 解 之 得 
Yn 一 (nVn—!l 十 PnYati (n > 1), yo 一 l. 
BI q, (y, — Yn-1) = Pal Yasi T Yn) (n = 1), 故 


di q, 


+1 Yn 一 T 之 . 
Ynti T y pap D 1) (n1) 





XÍ n A18) £ RAI 





k + + 
4 1= (14 4! gn ) -1) (+> 1). 
Vk+l 2 pp (yi ) ( 1) 


N _ 29 qui qda 
8 2 pp JI 


(1) 2358 = co 时 ,方程 (U) 恰 有 唯一 解 
Yo 
y 一 |) = 1, 








WI = (10),BËB fl =a, = 16(G € E). 
(2) 24 B< co 时 ,对 (U) 的 任 一 解 





有 0 过 lims =1+B( -1). 克 yi 之 1 一方 ,从 而 


k . .. 血 
Yı = ] 一 了 (1 十 >; I dn 





" 
> 
Be 
AT, 
Am 
V 
pk 
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~ 1 
Yo 
~oo dyl B 
> j| 1 qi 
1 -二 (1+ ) 
> 8 


是 (U) 之 解 ,所 以 y 是 (U) 之 最 小 解 . 故 H = (X 0). 
特别 地 ,者 q, = qg, b, = p, i] 


(1) <, B= =, = (10); 


(2) P > + W, n = (X0), 


l 
` gi p | 
CIFA 
例 4.4 更 新 过 程 , 设 E = {0,1,2}, P = (pij, 
is} € E), Pio = qis Dia = Pi, pi,; = Ü (Cj 闫 0 或 j 关 i +1)， 
p, >0,g;>0,p,+9g=1(i€ E). 
显然 PP 是 不 可 约 的 . 解 左 方程 ,发 现 : 


(1) 346 = 》 ,pop1…p; < s 时 , 左 方程 有 非 0 解 :x = 
i=0 
(L, Pos popis) AX 
_ [l DEAE S 
II = (z7): =] yalt 
(2) f 686 = oo 时 , 左 方程 只 有 0 解 ,也 = 0. 
ZEA = Pon (E 一 101),% 0 右 方程 . 
《Ay = yv, y 20, y € (m) 


发 现 : 当 0 = |] zp. = 0 时 ;0 右 方程 只 有 0 解 ; 当 98 > 0 时 ,0 右 方 
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程 有 非 0 解 .所 以 : 
ó < oo =E = R]; 
ó = o, 0 = 0 =E = RY; 
ó = oo, 0 >Ü =E = N. 
直接 计算 可 知 :《4y = y, 0 < y 二 1 的 最 大 解 是 
a| 


o 4 d; 一 P: P + 1 "° ' (1 之 1), 





所 以 由 命题 3.8 得 上 六 = 1 -a(i 之 1), 从 而 
foo = Poo t baa fu = qo + po (1 —a,) 


= qo + poll — pip )=1- [a 
例 4.5 排队 过 程 (一 ). E = 10,1, 2, eja P = (b. 
1,] € E) 是 下 列 形状 之 转移 阵 : 
ko ki bk, Ë; 
ko ki bk, k 
P=|0 ko kyi Ë, `l, 
0 0 k, k, 


ko >0, ky tky +: >0, > k=1. 


显然 已 是 不 可 约 的 , 令 KOA) = Zaka (là x1), 


X(A) = D za £ = (zoti) € (L) (l A |<1). 


解 左 方程 4zP = x ,x 20, x € 《1)》 即 等 价 于 解 母 函 数 方程 : 
1 
À 


A2 1 


zÀ = >z=PA, =“ >20, > C€ (/), A = 
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此 即 
K(X) 
K(A) 

X(A) = >z | AK(A) í, 

A K(X) 

Tk a) 45 

X(à) = mAsa, A| < 1. 
各 左 方程 有 非 0 解 ,由 上 式 得 知 z, > 0, 故 由 上 式 得 


. K(AÀ)- A _.. z K (À) 
和 了 XQ) 29 


此 即 lim S K < l. 反之 车 lim SE 





Ë < 1, Z UË Z J; Ë £ aE 0 R >° 


使 
， _ 1 - AKO) 
所 以 
su. dK 网 
(1) 当 lim y 2 1,# I = 0; 
(2) im Ë < 1,# H = 1, # HOA) = ='A MI 
H (A) = CX(A) 
_ Cü - AKQ) 
~ K(A)—-A ' 
; ¿J - ,dK 
HIO) = x1=1, 得 C=1- lim. 


下 面 研究 状态 空间 E 的 分 类 . 


(1) lim 由 Ri. 


(2) 若 lim S m = 工 ,考虑 
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1 0 0 0 

ko AL Ñ> k3 
ko ki ka |, 
0 R Ri 


Y? 
I 


则 有 


Y? 

.. W O e =— 
l 

(> DOD e O 


所 以 ,由 定理 3.6 知 己 是 无 耗损 ,再 用 定理 3.15 知已 有 常 返 状态 ， 
由 于 已 不 可 约 ,再 注意 (1) ,可 知 这 时 下 = R°. 


s+ dK a, _ 1 
3) Alim gy > L ko >0, k 20, 27k =1 得 知 存在 


0< <= <1,Ë K(a) = a. 


y FEE a E, H 


所 以 由 定理 3.13 知 E 不 是 一 个 常 返 类 ,而今 P 不 可 约 , 所 以 
E = N. 


例 4.6 HAEC). E E = {0,1,2,7}, P = (Pijo 
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i,j € E) 是 下 述 形 式 的 转移 阵 : 
B a 0 0 0 
Bl a, a Ü 0 
P= ñ a, ay ao 0 


ps a, Ga, CI Ag 


>` ai =1, 有 =aa+a tl (i 0), a >0, a, + as +: DO. 
i=0 
显然 ,P 是 不 可 约 的 . 令 A(X) = X ai, 


° = im = $ ia; = E DA 
5| 3f 4.1 SPRTH LAHT - = (zi E E), z —& 0, 
| z; | A JE, > zi = co, >p < >= H E Z E 31k zs. 
iEE 


证 HP ie >> PPU] BEN z >, a) 
y=1 
有 界 得 :x 2 z H.#t E 8 iE3k28 Mh PRTI = 1: 行 行 
一 样 ,从 而 x 之 x ir = (Y x;)x', 此 为 不 可 能 . 
:= 0 


用 引 理 4.1 来 处 理 例 4.6. 
(l) &po[1, Wr = (1,1,…) 是 1 之 转 置 ,有 
P = (0,1,1,…) < V. 
所 以 由 引 理 4.1 知 PEERS, KII = 0. 
(2) 若 o >1, 则 必 存 在 9,0<0<1,A(0) = 0, 从 而 
(1,0,0°,…)P = (1,0,0,.…), 
此 即 左 方程 有 非 0 解 , 故 玉 = RI, H = 1(1,0,02,..:.)(1— 0). 2E 


意 :由 于 I = lim L 51 PO 唯一 存在 , 故 9 也 是 唯一 存在 的 
考虑 A = Pon (E -10|), 解 0 右 方程 
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i 
ep 


Yo ay ag 0 Ü … Yo Yo 
0 e 
《 J! _ A2 a, A9 Yi ,y= Yı >o. y c (m). 


J> A3 A3 G í Qo `” | | Y2 y2 


令 A = (1 YOA) = Ay, MA Ay = y, y > 0, 
yE (m ) 5 


YQ) = Ahy = (AR Aa) AA) AG)... 
B AY(A) = A(A)Y(ÀA)— aoyo: DREP 
E ao yo(l — À) 
(1—A)Y(A) = A(A)—A 
所 以 
~ i _ do Yo 
2 (y Yi-1 JÀ G U aa — aA 


(定义 Ëy I 一 0, | À | < 1). 显然 , Ü 右 方 程 乙 任 一 解 y 都 满足 y,,， 之 
yi (i 之 0). 所 以 ,大 0 右 方 程 有 非 0 解 y, 则 limy; 存在 且 >0. 故 把 
上 式 对 à A 1 取 极 限 即 得 


ao Yo 
a la +a, tu 7 = tip Yi — yA = limy; 


A*I 
是 有 限 正 数 .因此 , 厂 0 右 方程 有 非 0 解 y, 则 必 有 
一 (a| 十 aa + .) > 0, 
le BI o <1. 0I, o 21H, 0 ADERE 0, AME LH ARK. 
有 前 已 证 明 p > 1 =E = Ri, 所 以 p=1 一 >E = RI. 4 0o<1ff, 


可 证 ; 若 Y(A) = VE YQ) = 4y, 则 > 是 0 右 方程 的 非 
0 解 , 所 以 ,o < 1 =E = 六 .总 之 
0 > 1 =E= R; 
0 =1 =E= Ri; 
0 <1 =E = N. 
例 4.7 交换 过 程 . 设 某 容器 内 之 质点 ,每 隔 一 单位 时 间 发 生 
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一 次 变化 ,已 在 其 内 之 某 质点 可 逃离 此 容 妖 (其 概率 为 gq) 也 可 留 
在 其 内 (其 概率 为 p), 不 在 其 内 之 质点 也 可 进入 其 内 ,进入 的 个 数 
服从 参数 为 A 的 Poisson 分 布 : 
A 
° zi: 
Ia A H.A. AH H jh riu. H & 表示 时 刻 n 时 此 容 
器 内 之 质点 数 , 则 18, :7 220; 是 一 个 马尔 可 夫 链 ,其 转移 阵 P = 
(Pijs is} 之 0) 如 下 : 
Pij = P (ên 一 j|, = i) 


:>0| 





L om 【一 FI ~ A A 
Cp 4 š r | 
min(i,7) Tti 
. A’ 
一 - C, Jm 1 me À | 
> P 4 (J — m )! 


(p>0,g>0,p+g=1,4>>0,1i,7 之 0), 此 处 C, 表 i 个 元 
RPR m 个 的 组 合 数 . 
显然 ,p; ; > 0 (i, 守 0), 所 以 PP 是 不 可 约 无 周期 的 . 
解 左 方程 {xP = x ,x > 0, x € (/)). 令 
1 


X(s) = xS, gls) = et" (ps +q) (¿220, 0 < s < 1). Mz 
是 左 方程 之 解 的 充 要 条 件 是 :x 220, xz € (1), 
pols) 


X(s) = = PS = x p(s) 








= e U 2 z (ps +q) 
:=0 
= eD X ( ps + q). 
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若 令 Y(s) = esX(s), 则 上 式 即 是 
Y(s) = Y(ps+q) (0 < s< 1). 
PL f(s) = ps + q, 5) 为 /的 2 重复 合 图 数 , 则 由 上 式 得 
Y(s) = Y(/(s)) = … = Y(f"(s)). 
显然 当 0< s< 1B s< f(s)<S << f"(s)< 1,Wklimf"(s) = 
0 TE, Ħ#H po + q = fco) = o K p +q = 1Ífñ o = 1. 所 以 
Y(s) = lim Y(/*(s)) = Y(1) = c, 
BJ X(s) = ces? .因此 左 方程 有 非 0 解 ,所 以 = R'E H = 


f f _ 4. Fa , 一 f às f 
lr, zx =eqx, rS = > rs = el, JR Ë] x’ = (oTi, T, 
i=0 
e), 
À À VY 
x = ef. l) ji! (¿> 0). 


S5 马尔 可 夫 链 的 泛 函 的 极限 定理 


在 这 一 市 中 , 恒 设 {1X,:;n > 0] 是 概率 空间 (0,7P) 上 的 一 
个 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 链 ,其 状态 空间 E = R, 由 一 个 常 返 类 所 
构成 ,其 转移 阵 为 P = (pj, ij € E). Bi f 是 定义 在 上 的 一 


个 实 值 函 数 ,y, = f(X,), S, = = Xy, n 二 0,1,2,…. 由 于 EE = 
Ri, Pr TER € E, Ix. n0 无 穷 多 次 处 于 状态 i 的 概率 为 
1. 因此 除去 一 个 OQ 中 的 零 概率 集 A ,对 每 一 个 wE Q - A, 序列 
iX,(w):n > 0| 有 无 穷 多 项 为 i. 不 失 普遍 性 , 可 设 对 每 一 
w € N, 1X,(w):n > 0] #J&— 4 E 3 i 的 子 序列 , 令 此 子 序列 
为 : lX. Go) iy = 1,2,- 1, JERI + (irw) E IX (o):n > 0] 
B v 次 处 于 状态 i 的 时 刻 ,显然 ， 

Ti(i,w) < rio)<…< (im) w C Q, iE E, 
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limz, (i, w) =o, w EQ, i CE. 

简 记 r. (i, -) 为 r,(i). 再 令 
Oi) = Ti) — r (i), 

(n, i) 是 由 不 等 式 

Tiinandn(i) (n >1) (5.1) 
所 确定 的 唯一 的 非 负 整 值 随机 变量 (显然 ,zt,(i),p,(i),l(n,i) 
都 是 随机 变量 ). 由 于 本 节 均 考虑 E 中 一 个 固定 状态 i, 所 以 有 时 
把 i 略 去 不 写 ,而 把 r, (i) o (i), az) 简 写成 r. ,0,4(n). 邻 


Y, 一 2 y> (5.2) 
j=T 
则 
rvi In) (7) l, 
S, = y; 一 y; + Y, 一 J; > 
J= 0 J = 0 u= l J=n+] 
1 l tin)+1 
G Y = 25 Y(n)= > y WE 
= i= n+l 
⁄ ia) 
S, = Y + >Y,- Y(n). (5.3) 
v = Í 
定义 5.1 令 


npi? = P(X, =j, X, € H, 0< # < n| X, = i} (5.4) 
为 由 :出 发 中 间 未 达 互 而 于 第 ” 步 到 7 的 概率 (ij € E, HC E, 
n > 1), ,api; 一 > upi” , 


e; = ipi; (i, JEE), (5.5) 
I ( f) = 2e fG) (i € E), (5.6) 
称 7 (F) 是 有 限 的 ,如 果 (5.6) 右 方 的 级 数 绝对 收敛 , 即 
TI(IfI)<%. 


5| 理 5.1 HE =R 是 一 个 常 返 类 ,如 果 对 某 个 i C E, 
7 (f) 是 有 限 的 (相应 地 , 非 0), 则 对 一 切 i € 下 ,了 (FF) 都 是 有 限 
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的 (相应 地 ， 非 0), EXZO 和 5 了 5(g) AARD, 
%(f)/S E) R 3582 i. 

证 明 参 见 |12」 p.82 定理 6. 

引 理 5.2 ŽRE =R 是 一 个 常 返 类 , 则 {Y,(i):v 守 1| 独立 
同 分 布 ( 此 处 了 (如 (4$.2) 所 定义 ,那里 把 1 隐 去 了 ,而 此 处 要 区 
分 i, 故 标 出 之 ). 如 果 了 了 (f) 有 限 , 则 Y,(i) 的 期 望 存 在 而 且 等 于 

E(Y,(i)) = 5(f) = 2 bi ü) ( >1, i € E). 

j€ E 
(5.7) 

证 ”参见 [12] p.78 定理 3 及 p.81 定理 5. 

注意 ”由 引 理 5,1,9.(f) KWE RER HE (HUI (e) HIRR 
F i OER ZU 的 有 限 性 及 比例 Z T, (e) 时 ,i TRE. 

定理 $.1 设 忆 = R, 是 一 个 常 返 类 , 若 I(f) 和 9(g) 两 者 
昼 为 有 限 且 不 同时 为 0, 则 

SIX) _ 
> g(X,) 
h =0 
证 明 参 见 [ 12] p.85 定理 1. 
系 1 #E=R O 是 一 个 正 类 ,FI(f) 有 限 , 则 


im EDA) : 2 (5.9) 





其 中 m = >t 如 (1.18) 所 定义 . 
证 Rg) =1 (Yj E€ E), M H[12] p.49 定理 6， 
Flg) = ipi; = mi. < °°. 
故 由 定理 5.1 即 得 系 1. 加 


系 2 在 系 1 的 条 件 下 , 若 取 |g) = 也 这 :jE E] 为 X, 的 分 
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布 (i 固定 ), 则 | 
lim Ð /(X,) = E(/(X,)), (5.10) 


且 19 3 € E| #%#1X ,X i, 的 平稳 分 布 . 

证 SK q: € El 是 分 布 , 再 用 (5.9) 及 了 (P = 
Df)ipi, 即 得 (5.10). 
至 于 1g :j € E] EIX, n 之 0| 的 平稳 分 布 ( 即 P(X, = j) 
= q，Yn 之 0, j E€ E) W H[12] p.50 定理 得 出 . 

附注 1 系 2 是 马尔 可 夫 链 {1X :7 之 0 的 旋 图 的 强大 数 定 
律 . 当 /是 由 玉 到 RR 中 的 可 数 子 集 QQ 的 一 一 对 应 时 ,| f(X,):n 宇 0| 
也 是 马尔 可 夫 链 . 

Stin), Sa Y, Y (n), Y Cn) 如 本 节 开 始 所 定义 ， 
以 后 恒 设 E( Y.) 存在 , 即 57(f) 有 限 .E = R}. 

B e = E(Y,)/E(p,), f = f-u, z =f(X)=y-u, 


T17! 
Z, = Si zj, U, = > lzi, 
jEr, jEr 


则 有 
qoi I(n) In)! 
S, -— n = Dz + ŠZ,- Z; 
)J= 0 | J=n+1 
记 作 , < , 
== Z + >Z, -Z (a). (5.11) 
u=] 


R E(U:) < o, 0 < 2° = Var(Z,) = E(Z*) < œ (其 中 
Var(Z,) = E(Z;) — E(Z,Y R Z, 的 方差 ). 令 B= xa? ,其 中 
m; =m, H = (xw,;, j,i 《EE) 是 P 的 遍历 极限 ,因为 E = R}, 
从 而 r > 0. 再 令 

Si (n) = ŽE, w, = £, (5.12) 
由 引 理 5.2 FA] W, :v > 11 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序 
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sJ, B. E(W,)= 0, Va(W,) = 1. 对 任意 正 整 数 n,r REXO, 


今 


Q, = 2 Wi, Q* (5) = 2 W/V: (5.13) 
定义 5.2 — 
C = {8:[0,1] PR, 连续 , &(0) = 0! ; 
光 是 使 一 切 h,(t € [0,1]) 为 可 测 的 最 小 c 代数 ,其 中 h, (E) = 
E(t) 是 坐标 函数 (& €C C); W E: EB) Wiener 测度 .于 是 得 一 概 
率 空 间 (C ,WW), 此 即 第 五 章 $2 中 的 Wiener 空间 . 


定理 5.2 — 
L. = dt j= 1,2, bib = 1,2,.., 


u. (tA, ÀL) Tig +: = 0, 

Í m À, tC Li, j= 1, n; 
X = (E(t): E0) 是 定义 在 [0,1] KARRERAK, B Mt T # RR 
个 跳跃 点 以 外 均 连 续 | ,在 X 中 定义 距离 

pe:p’) = Shp | 6 (£) 一 6,(z)| ; 

GRAI 8 o Ff P Eyi, A ktika AX 3 , Ep 9 2 4k 3F4E Ff 
产生 的 5 代数 .于 是 有 可 测 拓扑 空间 (X g, g) i&# C CC (C > 
定义 见 定 义 5.2)CC 外 ，W(C1)= 1, F(&) 是 定义 在 上 的 泛 澡 ， 
且 对 涩 拓扑 来 说 在 C, 上 连续 ,对 2423 来 说 可 测 , 则 

lim PCF (u, (iS (n), S3 (n))) < A) = W(F(E) < à) 


(5.14) 
在 W(F(8) < )) 的 任 一 连续 点 和 上 成 立 . 
本 定理 之 证 明 很 长 ,为 省 篇 幅 , 在 此 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
看 文献 [31]. 
系 1 在 定理 5,2 的 条 件 下 , 若 取 
F(£) = E(1)， (5.15) 
Rig 会 ipi, / m. ij € E] 为 马尔 可 夫 链 |X,:n 2 0] 的 平稳 分 
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布 , 则 (5.14) 化 为 


S 一 
limP(S; (z) < à) = lim P| =. <a) 





DIX) -E(X /(X.)) 


J Var( DAX) 


1 À -1,2 
| e 2 dt, (5.16) 


<À 








ARPE ST K & 2 KFX, in 20 的 中 心 极限 定理 . 
证 BAE: AR FCE) = (1), (5.14) 左 方 的 
F(u,(t;Sr (n), Si (nn))) = S; (xm). (5.17) 
由 于 io S ipi / ma: € E| EX, : n 2201 的 平稳 分 布 且 人 (了) 
有 限 ( 即 E(Y,(i)) 存在 ) ,所 以 
E(Y,(i)) = F) = Of Dip 


= mE(f(X)) (k > 0. (5.18) 
由 m Bo 的 定义 与 定理 3.3 有 
E(p,(i)) = mi = >. (5.19) 
而 
u = E(Y,(i))/E(p,(i)), (5.20) 
H(5.18),(5.19),(5.20) 得 
H T E( f(X,)). | (5.21) 
仿 此 可 证 
B = Var( f(X,)). (5.22) 


由 (5.17),(5.21),(5.22) 和 (5.14) 即 得 (5.16). 
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91 基本 概念 及 存在 性 定理 


马尔 可 夫 性 是 俄国 数学 家 A. A.Mapkop 在 1906 年 最 早 提 
N 一 般 认 为 有 关 马 尔 可 夫 过 程 的 最 早 的 论文 是 L46j. 然 而 什么 

马尔 可 夫 性 呢 ? 通 俗 地 说 ,可 以 认为 它 是 “相互 独立 性 ”的 一 种 
A UR” 设 有 - 串 随机 事件 A, ,A;,,…,A,!,A,,A,;,!,…( 用 严 
格 的 概率 论述 语 说 , 即 A, 属于 概率 空间 (2 ,9 P) 中 的 o 代数 多 
n 之 1) ,如 采 它 们 中 一 个 或 几 个 的 发 生 ,对 其 他 事件 的 发 生 与 否 没 
A SZ ün , 则 称 这 一 串 事 件 是 相互 独立 的 (用 概率 空间 (2 ,9 Z, P) 的 


符号 表示 ， 即 P(N A, ) = || P(A, )) ,稍微 推广 ,如 果 在 已 知 A, 


DEBE F.A... Am， 中 的 某 些 事件 的 发 生 , 与 A,A, 
Ai 中 的 事件 的 发 生 与 否 无 关 , 则 称 这 一 串 事 件 |4,:m > 1| 
具有 马尔 可 夫 性 . 如 果 把 “时刻 2 看 作 现在 " ,那么 马尔 可 夫 性 可 
以 解释 为 知道 现在 ， 过 去 ”与 将来" 是 相互 独立 的 .所 以 说 ,可 
尔 可 夫 性 可 视 为 相互 独立 性 的 一 种 自然 推广 . 

从 朴素 的 马尔 可 夫 性 ,到 抽象 出 马尔 可 夫 过 程 的 概念 ,从 最 简 
单 的 马尔 可 夫 过 程 ( 时 齐 的 、 离 散 时 间 的 有 限 状 态 的 ) 到 一 般 的 

马尔 可 夫 过 程 ,经 历 了 几 十 年 的 发 展 过 程 . 
下 面 我 们 给 出 马尔 可 夫 过 程 的 严格 定义 . 
在 这 一 章 中 , 恒 设 (0,9,P) 是 概率 空间 . (E, E) 为 任 一 可 测 
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空间 , TC 己 [- oo0,c0]. 并 记 E(X,A) = | xar. 


定义 1,1 设 扬 :ET 是 9 中 一 族 单 调 非 降 子 c 代数 族 ， 
IX(t):t ET 是 (0Q,Z,P) 上 的 适应 于 | 天:t €C TI HAE, é) H 
状态 空间 的 随机 过 程 . 如 果 对 每 个 上 € T, o 代数 多 与 84' = 
o(X(s),s 之 1,s € T) 关于 ol(X(t)) 条 件 独 立 , 即 对 任何 A € 
F, BEF, A 

PIANMB!|X(t)) = P(A | X(t1))P(B | X(t)), 
则 说 {X(z):t € T| 是 关于 { 玉 t ET 的 马尔 可 夫 过 程 .特别 地 ， 
# F, = 9 三 o(XX(s),s St,s E€ T), WARRIX OG): ET 是 马 
尔 可 夫 过 程 . 

# E J u S E. 是 的 全 体 子 集 构 成 的 c 代数, 则 称 以 
(EF,6) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 为 可 数 状态 的 马尔 可 夫 过 
往 . 对 于 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 而 言 , 欲 对 五 中 每 一 个 单 点 集 
(i € 8, 必 有 6 含 E 的 一 切 子 集 ,所 以 ,今后 言及 可 数 状态 的 马尔 
可 夫 过 程 , 其 状态 空间 只 需 说 明 E 是 什么 即 可 ,而 《就 不 再 提 及 了 . 

定理 1.1 设 IX(i1):1 ET 是 (0,P) 上 的 以 (EF,6) 为 状 
芒 空 间 的 适应 于 18 í € T; 的 随机 过 程 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(0) XG): € T| ZX-12 ET) 的 马尔 可 夫 过 程 ; 

(i) P(ANMB|X())= P(A | X())P(B | X(:)) 

AEF, BEF = .(X(s),s >t, s € T), z € T): 


(1.1) 
(i) P(X(a) EA IF) = P(X lu) E A| KX(;)) 
AES, ut, t.u € T); (1.2) 
(Ñ) E(ë |) = EI X(t)) 
(EE bo(X(u)), u> 2, t, € T); (1.3) 


(V) E(ë|2) = E(& | X(t)) 
(ë € o(X(u)), E 8 |)< co, ut, tu € T); (1.4) 
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(v) 对 任意 I< u Kee u,, tyu ET, A. € é (¿ = 
1," m ) ,有 


P(ÑIX(u) € A| 1F)= PCIX) € A) | X(z)); 


(1.5) 
(vi) E(é€19.)= E(€| X(t)) (€b, z € T); 
(1.6) 
(V) E(é€ |Z) =E] X(z)) 
(EEF, EEI) < eo, z € T); (1.7) 
(vii) ECE. g | X(:)) = E(€| X(:)) ° E(n | X(#)) 
(ë C€ b%, 7 € b%', z € T). (1.8) 


证 (i= (Ci). (| ) 成立 .由 第 四 章 定理 4.2 知 : 对 任 
f B c %',# 
P(B|o(X()) VF) = P(B|o(XG))). (1.9) 
显然 ao(X(t)) VF, = F. Faw, RB = IX(u C A), A € é, 
u >t, b B € 9', 所 以 ,由 (1.9) 式 得 
PIXU) €C AIG)= P(X(u) € A | X(t)). 
(ii ) 得 证 . 
( j| )— ( il). (| ) yr. IF] u 2t, 1,u € T.— 
L = |f: € bo(X(u)), € #Ë(1.3) R}. 
H (1.2) 知 : 
(a) 1C€C L, 1 € L (VB C c(X(u))); 
(b) 0< ë ëC be (K(u)), & € L—-¿ € L. 
Pr U A ERREEN: bol Xu E L, RIGH 成 立 . 
=> (V) Ai R. fE u 2 t,u,t ET, € C o(X(u)), 
E(]£€|)<e%.%&ë =£ V0,£ =(—¿)V0,ë = 03 ë h 
£ >n £ < nME, E SORE H Z€ > ne < n ME. Wi 
EnEn € bo(X(u)), GAE, EAE BEH(Ii ) 成 立 有 
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E(&, |%) = ECE, | X(z)), 
A n —> œ Í 
ECE |Z) = ECE | X(t)). 
仿 之 有 
E(£ |%) = ECE | X(¢)). 
m E= 8 一 和 ,所 以 由 上 述 两 式 即 得 (jy ). 
(ly )=>>(V). 设 (NV) 成 立 . 任 取 1 过 < `" < u, , t. u, C 
T, A, C é 1< ;< m). 
(a) # m = 1, 则 (1.5) 是 (1.4) 的 特例 , 故 (jV )== ( v). 
(b #(1.5) 式 对 mr = 一 1 成 立 , 令 
B = {IX(u) € Ai}, B=MN{X(w) € AT 
B = B, f B, 
则 由 归纳 法 假设 及 (iv ) 得 
P(Ô XC) < A, | |Z, ) = E(lsp, ` ls. | 2, ) 
= E(ls,E(ls, |Z, ) | Z) 
一 E(1z E(1,, | X(ui)) | F) 


= E(1s,E(15, | X(u1)) | X(2)). (1.10) 
但 是 
P(NIX(w) € A 1 XG))= ECs, ° 1a, | X(2)) 
= E(ls,E(ls, | F) | X(£)) 
= E(15,E(15, | X(u,)) | XG)). (1.11) 
由 (1.10)、(1.11) 得 (1.5). 归 纳 法 完成 . 
(v= (vi). 设 (V ) 成 立 , 令 
L = {1&:& € b%', EEC. REL, 
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(a) 1EL, 1s EL, PBEM, m = |()IX(u,) € Al: 
¿24 A, € 6, j= l, e,m, m>}; MENA, (9) = %:; 
(b OKE EEDI, & € L= € L. 
所 以 由 单调 类 定理 得 :b8' C L  EB(vi) 成 立 . 
(Vi) 一 > (vii). ii = (jv) 可 证 (Vi)=> (vii). 
(vi )—= (vii). (vi) 成 立 . 任 取 A C Z , BEG, mh (vi) 
有 
P(A 1 B |X()) 
= E(1,E (1 | Z) | X(z)) 
= E(laE(ls | X(1)) | X(¢)) 
= E(1, | X(t:))E(1, | X(t)). (1.12) 
H (1.12) 和 单调 系 定理 可 得 
El(la* 7| X(t)) = E, | X(1))E(n | X(t)) 
AEF, Eb, t ET). (1.13) 
由 (1.13) 和 单调 系 定 理 可 得 (1.8) 式 . x 
Vib=>(i1). Ci) 是 (Vilj) 的 特例 ,故此 蕴含 关系 成 立 . 
注意 (1.1) — (1.8) 都 称 为 马尔 可 夫 性 . 
在 定理 1.1 中 ,特别 地 , 取 允 = 台 , ol(Xlu), u <, u € T| 
时 ,我 们 有 : 
定理 1.1 设 |X(1):t ET 于 是 以 (下 ,@ 为 状态 空间 的 随机 
过 程 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 
(i) XG): ET 是 蕊 尔 可 夫 过 程 ; 
(E) 对 任何 正 整数 1 任何 & D t, DDt, t u ET, 
任何 AE GE, 都 有 
P(X(u) € A| X(t), X(t, )) 
= P(X(u) € A | X(:,)). (1.14) 
(jl) IIT ERA n AEI u > +, > Z titu ET, 
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任何 f € bé, A 
E(f(X(u)) IX) XD = E(f(X(u)) | X(t,)). 
(1.15) 
证 (id= (i). 设 (i) 成 立 . 由 定理 1.1 的 (ii 得 知 
P(X(u)€ A | G, ) = P(X(u) € A | X(t,)). 
看 注意 名 DolX(ti)s t XO,)) D Í (X(z,)), WA EAR 
(1.14) 式 . 

(HÑ ) 二 > (il). 用 单调 系 定理 立即 可 证 此 事实 . 

( 首 ) 二 >( i). Ri) 成 立 . 为 证 (站 ) ,用 定理 1.1, 只 需 证 明 
(1.3) 式 (对 多 = 用 ) 成 立 . 为 此 ,用 复合 图 数 的 可 测 性 定理 ,只 需 
证 明 : 

E(f(X(u)) | %)= E(f(X(u)) | X(t)) 
(xz 2 1, u, t € T, f € bo). (1.16) 

HESI, —2 co(X(z)), 为 证 (1 .16) 只 需 证 


| (XG2))P(ae) = | E(/(X(2)) | XG))P(de) 
(对 一 切 A € 4,). (1.17) 


Z 
2= |A E %:A (1.17) 成 立 }， 
M 


= lA= XG.) € A.|: ti < 5 < =: < z, = t, 
A C ó ISS n, nlj, 
M) E. I Z ,2 I d 系 , 而 且 由 (1.15) 有 
MEI. 
XAA (M) = ,所 以 2 必 4d( 观 ) = lN) = 4,. (1.17) 4E. 
定理 证 毕 . 
定义 1.2 WE, 为 任意 可 测 空间 , 称 P(s,z,t,A)(s < t, 
SECTZzEE,AE 人 为 (了 下, 人 上 的 准 转移 函数 ,简称 准 转 移 


A 
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隐 数 ,如 果 : 
(|) 国定 strz P(s,z,t, ') Æ e LWE, H 
P(s,z,t,E)< 1; 
(i) BÆ s,t,A, P(s, *, t, A) E 6; 
(H) XHE s< ¿< u, s. t.u C€ T, z € E, AES, A 
P(s,z,u, A) = | P(s,z,t,dy) P(t,y,u A) (1.18) 


((1.18) 称 为 Kolmogorov-Chapman 方程 式 , 简 称 KK-C 方 程式 ). 
满足 P(s,z,t, E) =1 的 准 转移 隧 数 称 为 转移 函数 .如 果 存 
在 函数 P(:,x,A) 使 
P(s,z=“,t,A)= P(: —s,z,A) (s<t, cEE, AEC), 
则 称 P(z,xz,A) 是 时 齐 的 ( 准 ) 转移 函数 . 这 时 K-C 方程 式 变 为 


p(s +1,x,A) =| P(s,x,dy)P(t,y,A) 
E 


(s£ >0,s+t € T, x< € E, A € ó). (1.18) 

EX 1.3 设 i1X(z):t € T) 是 以 (E,6) 为 状态 空间 的 适应 

FIF) HEIE, P.s, £,t,A) Æ, 上 的 转移 函数 .如果 
E(f/(X(u)) IF) = P, XG), f) 

(¿< u, t,u € T, f € bë), (1.19) 


P, (z, f) = | Pz,z,u dy) (y), (1.20) 


MERX): €E TI 是 关于 {多 } 的 以 P(s,x,i,A) 为 转移 函数 的 
忆 尔 可 夫 过 程 ,或 称 之 为 关于 | 多 | 规则 的 马尔 可 夫 过 程 . 
注意 :定义 1.3 是 与 定义 1.1 相 容 的 , 即 是 说 关于 | 琉 } 的 规则 
蕊 尔 可 夫 过 程 必 为 关于 | 多} 的 马尔 可 夫 过 程 . 事实 上 ,把 (1.19) 
式 两 边关 于 co( X(t)) RRENA Z, D o(X,) 即 得 
E(f(X(u)) | X(1)) = P (X(t), f) G: < u, f € b@), 
(1.21) 
(1.19), (1.21) 和 定理 1.1 的 ( 放 ) 可 知 {X(1):t: € T] 是 关于 
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iF 1) 的 马尔 可 夫 过 程 . 

当然 道 命 题 未 必 成 立 . 

与 通常 一 样 , 我 们 说 {X(t):t ET 是 规则 的 (或 具有 转移 也 
数 P(s,x,t,A) 的 ) 马尔 可 夫 过 程 ,而 不 特别 指出 o 代数 {ZF |] , 那 
MERA F, = o(X(s),s Ê t,s € T). 

转移 函数 的 直观 意义 是 : P(s ,x,t,A) 代表 “给 定 X(s) = x 
HF. XG) € A 的 条 件 概率 ”. 

定义 1.4 #XTI1Z 的 马尔 可 夫 过 程 是 了 时 齐 的 ,如 果 它 的 
转移 函数 是 时 齐 的 . 

定理 1.2 设 i1X(1):t ET ÆN, F, P) EHAE, OAR 
SEH Ept, 2 (E,é) 上 的 概率 测度 ,P(s,x,1,A) 是 转 
AR, TA ERA, RAAZ WIX): ET AAP, r, 
tA) 23645 BA VA j 为 初始 分 布 ( 即 1 = P ° X; ) 的 马尔 可 夫 
过 程 的 充 要 条 件 是 : ATOS LL, A € T, f € 
bé” (E Æ EH n ERE), n 之 1, 都 有 

ECAX G) es XG) 


= | pldæo)| P(O, zoti dri) 
| Phis zits ts dr, ) flasa) 
(P(0,z,0,A) = 14 (xz)). (1.22) 
特别 地 ,车 取 faa) = Hl, (5), 0.2) 算出 了 


j=l 
X(t): € T 的 有 限 维 分 布 . 
证 ”必要 性 . 令 
H= 1f: f E bé", ff 使 (1.22) 成 立 }， 


k 
;二 1 


9 = 14:4=X4,AE El, 
i=] 


.El 


. ea 
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M MÆR, H a (9) = 8”, 所 以 为 了 证 明 (1.22) 对 一 切 f € 
bé" 成立 ,利用 单调 系 定 理 , 只 需 证 明 ， 

(i) 16€ Z 1, EX (VA € %); 

(Ï) 0</, fbëae, f, € #— f € R 
RELEX (VA € 观 ), 其 他 均 属 显然 ,下 面 我 们 证 明 更 强 的 结 
F: 

| £" CH 

ER f EH = b6, 由 马尔 可 夫 性 (1.21) 可 证 : 
E(f(X(1))) = E(P, (X(0),f)) 

x = | pldzo)| P(0,z,t.dz)f(z), 

KEH C Z 
RA C (k < n), WEA, 性 交 事实 上 , 令 = 
o(X lu), u St,u € T), WA 


E(T]A(XG:)))= e(e(]] AXC) 9 )) 


一 E( JAX) ° E (fin (X,,,,) | X(t )]) 


` 


(AX G) aX) 


作 
E 

— | wdzo)| P(0, £o sÉ] dzi) 
E E 


° | PC Tp 1 t, dz, ) ° gC) [| A Ce). 


(1.23) 
但 是 ,由 (1.21) 有 


g(X(t,)) = E(fir(X(ti4)) | X(t )) 


= | PCa, X(t), tisi dr) fesi Cti). (1.24) 
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将 (1.24) 代入 (1.23) 得 
E(]TACXG)))= | ldz) | PO, zost: dx) 


Ë+] 


° | PG, s Tp s Ekti „dzz || £ (=; ). 
i=l 


归纳 法 完成 .所 以 Æ CL .22) 成 立 . 
充分 性 . 设 (1.22) 成 立 . MIEN s <t, f € bé, A € ë, 
有 


| P(X(s), fP (du) 
IX(s)6€ A| 

= | (PG,tdy) f(y) (Pp: X(s) !) (dw) 

_ | pldzo)| PO, zo,s,dz) 

| PCs,z,t,dy)la (z) f(y), (1.25) 
| f(X(:))P (do) 
IX(s)E Al 
= | xldzo )| P(0,ze, s, dz) 


| P(s,z,t,dy)1, (z)f(y). (1.26) 


由 (1.25)、(1.26) 及 P, , (X(+), f) Eal(X(s)) 得 


P,,(X(s), f) = E(f(X(1)) | X(s)) (s< t, f Ebe). 
(1.27) 


任 取 正 整 数 n, ER u >t, > >t, f € bé, A € ë", 
A = iCX) XXX))EA ,由 (1.27) 及 (1.22) 有 


| EX u)) | X(z,))P(de) 
= | P,a (X(t), f)P(dw) 


Im [— L. — imi. 
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一 | u(dzro) P(0,zo,t dz) 
E vE 


° | Plta Cn!] ; É, , dz, ) 


° P, (zn, f)1A Tis, Tn) 
= E(f(X(u))1,). (1.28) 
H (1.28) 得 
E(f(X(u)) | X(t) X(t)) = E(f(X(u)) | X(z,)), 
所 以 1X(i):t € TI 是 马尔 可 夫 过 程 . 再 用 定理 1.1 有 
E(f(X(1)) | 8) = E(/(X(:)) | X(s)) (s< ¿, f € bÓ, 
(1.29) 
由 (1.27)、(1.29) 得 
E(f/(X(1)) |1$)= P,,(X(s),f) (s< t, f € bó). 
即 |XCi)tET 是 以 P(,ztA) 为 转移 函数 、 以 /为 初始 分 布 
的 马尔 可 夫 过 程 . 
现在 我 们 要 问 : 任 给 可 测 空间 (五 ,6) 及 其 上 的 一 个 概率 测度 
u 和 一 个 转移 函数 Ps,z,t,A) ,TIT 含 左 端点 ,不 妨 令 之 为 0, 是 否 
恒 存 在 一 个 马尔 可 夫 过 程 {XX(z ):t ET], EA p 为 初始 分 布 、 以 
Pts,zitA) 为 转移 函数 ?当下 = 10,1,: 1 时 ,问答 是 肯定 的 ,用 
第 四 章 定 理 3.2 即 可 证 明 此 事实 . 当 T= [0,ce) 时 ,回答 是 未 必 成 
VO BARE, E 规定 某 种 特殊 拓扑 , 则 回答 仍然 是 肯定 的 . 这 就 
是 下 面 的 
定理 1.3( 存 在 性 定理 ) EL. C.C.B. T, 空间 ,8 是 全 体 
Borel ,T = [0,%), 4 和 P(s,x,t,A) 分 别 为 ( 玉 ,6) 上 的 概率 
测度 与 转移 函数 , 则 存在 一 个 概率 空间 及 其 上 的 马尔 可 夫 过 
程 | 义 (1 );t EET), 它 以 1 为 初始 分 布 ,以 P(s,z,t AI) 为 转移 
证 ”沿用 第 四 章 定理 3.1 的 全 部 符号 . 任 取 J= ftit] 
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< e (T) (t < ta < : < tr) È 
P,(A) 一 | pldzo)| P(0,z, toda) 


| | PG, stst, , dz, Ma (Tis T) (A € CE )， 


(1.30) 
显然 P 是 8 上 的 概率 测度 .又 因为 对 任 取 了 CCJ I, J € e(T), 
I 一 1 J 一 {£1 ,tt |, 5] < e < Sms Éi < + < tr 5 
任 取 B € 8!, 有 


P,(B) = | pldzo)| PO, zo,t1 dz, J0 
N | PG... ?二 ) Š, dz, Jls (<=, ra Esm) 
=| p(dzo)| P(0, zo, t dr, )*: 
E E i 


° | PQ, L. 1 7 tns AX, Acal yte) ( z, o’ ) 


= P,( (Ii ) (B)). (1.31) 
此 即 1P):JEoeT)} 是 (E,6) 上 一 个 投影 测度 系 , 由 第 四 章 定 理 
3.1 ,存在 一 个 概率 空间 
(Q = E',F= #,P) 
满足 
P- I; = P, (YJE ọ(T)). (1.32) 
HS 
X(t,w) = mlw) = w(t) (à € Q, tE T), (1.33) 
推 证 {XX(1):t € T) 是 概率 空间 (82 ,多 已 ) 上 的 以 u 为 初始 分 布 、 
以 P(s,z,t A) 为 转移 函数 、 以 (E,6) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 
程 . 
事实 上 ,对 任何 了 = {ttn € oT), i <: < t, f. € 
bé ,总 有 
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E(f, (X(t1),…, X(t, ))) 


= | fa Ce, sa, (P e XI Aday), (1.34) 
其 中 X; 一 (X(C) X DT = (=, U Z, ). A X, (w) 


= Aj(w), 所 以 将 (1.32) 和 (1.30) (KA (1.34) 得 
E(f,(X(t1),, X(t,))) 


= IRACA SEE )P; (dx; ) 
_ | pldzo)| PO, zo, ts dz) 


l [PG za y š, , dz, ) fa (=, yy En). 


用 定理 1.2 知 {X(t):t € Ti 是 以 (E,6) 为 状态 空间 、 以 /为 初始 
分 布 . 以 P(s,z t A) 为 转移 函数 的 马尔 可 夫 过 程 . 
命题 1.1 设 |X(1):t € [0,%)| 是 概率 空间 (0 ,多 已 ) 上 的 
以 ( 玉 ,@) 为 状态 空间 、 以 j 为 初始 分 布 .以 P(s,z,t A) 为 转移 
通 数 的 马尔 可 夫 过 程 . 令 9 = o(X(t),t € [0,°o)) 4R A, € 
EOKA <: < + (1< ¿< n, n >1),— 
P(X, € A... X, € A,) 


一 | udzo)| P(0, £o, ti dz)" 
E A, 


° | P(t, sEn-] s É, „dz, ), 


则 P“ 可 唯一 地 扩张 到 9 ”上 去 而 成 一 概率 测度 ,此 概率 测度 仍 用 
Pr 记 之 ,这 时 恒 有 x 
P(A)= P(A) (VA € 09°). 
当 u = e, 为 测度 集中 在 单 点 集 fx| 上 的 测度 , 记 
P“ = P = P, 
则 对 任何 A €C 8" EJ , P'( A) £ z b € sT ñ] 8 3⁄2, E. xF ë E t— 
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概率 测度 ,有 
P'(A) = | (az)P (A). 


证 ”注意 P(s,ziA) 是 工 的 6 可 测 纯 数 , 由 测度 的 扩张 年 
理 立即 可 得 命题 1.1. 
例 1.1 设 {w:t>0 是 (R",%(R")) 上 的 概率 测度 族 ,满足 


mall 7) = | ,pldy)pu((- ,xz 一 3)), 定 义 


P,(x,f) = | (dy) fz +y), P(t,z,A) = P,(z,1lA) 


(t >0, z € R”, A € AIR’)), 
MJ P(t,z,A) (E,é) 上 一 个 时 齐 的 转移 函数 .车 再 任 给 (EE,@) 
上 一 个 概率 测度 y, 则 由 定理 1.3 得 知 存在 概率 空间 及 其 上 的 时 
齐 的 马尔 可 夫 过 程 {X(2):t € [0,0)|, 它 以 为 初始 分 布 ,以 
P(t,<z, A) 为 转移 函数 ,而 且 还 具有 独立 增 量 . 


32 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 


在 这 一 节 中 ,给 定 下 述 对 象 : 
(|) ”时 间 参 数 集 T = [0,%]; 
(Í) 可 测 空间 (下 ,6) 及 瑟 外 的 一 点 A, 记 已 = EU fA}, 
Ea Æ E, EWE ERIAK otta, TECE, ,6 ) 亦 为 一 可 测 空间 ; 
(ji) 可 测 样 本 空间 (2 ,9) 及 了 中 一 族 单 调 非 降 子 c 代数 
lZ t € Ti, Q 中 元 素 用 w 表示 ,ws EN 中 一 个 特殊 点 ; 
(v) XS tET, ART X, : Q > E, ARE X, ,XX,(w) 
分 别 为 Xi),XCtow)) ,满足 
X, (w) = á =X, lw) = A (V: >s), 
Xs (lo) =A (YEN), 
Xolwa) = À; 
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(V) WEA ; € T, 有 了 映射 6.:0 |N 满足 
0. lu) = wa (Vo EN); 
(Vi) 对 每 个 zE Ea, AN, F ) 上 的 概率 测度 P. 
定义 2.1 称 X= (0,Z Z X,,0 ,P' T) 是 一 个 时 齐 的 具 
有 推移 算 子 的 以 (E 2 ) 为 状态 空间 的 随机 过 程 , 如 果 
(i) 对 每 个 上 ER 全 0,co); 有 X € Fles 
(i) ”对 每 个 1,h ET, HX, ° 0, = Xua; 
(j) 对 每 个 上 ER,，BEGCE P'(X, € B) € é, H. 
P(X, = À) = 1. 
EH, EDA 
(iy) 满足 马尔 可 夫 性 : 
(V) P(X- € B| Z) = P%# (X, € B) 
(z € E, B€ é,, st € T), (2.1) 
则 称 X 是 时 齐 的 具有 推移 算 子 的 以 ( E, ,& ) 为 状态 空间 的 马尔 可 
夫 过 程 . 
关于 定义 2.1 的 几 点 注 记 : 
(P) #(Í).(jH ) R, ff cC T, BES, ÆP (X, € 
B) WAH E, 到 [0,1 RSET, P(X, € B) € é, ,从 而 对 任何 


f € bés, A E ° (f/(X,)) € bE 

(Z) REX G, = o(X,,s < t), P = o(K,,s € T), H 
(i) 得 多 C, AW C Z ERS:t € T| 是 多 中 一 族 单调 
非 降 子 c RA RI = %'` B ( li A 

0, € Gnl, 0, € G9° (1,h € T). (2.2) 

(W) (2.1) RSG) 中 的 P(X = A)= 工 是 相 容 的 . 

以 后 ,根据 迟 况 ,我 们 将 略 去 定义 2.1 中 的 某 些 修饰 词 . 通常 
简称 X 是 以 (Es ,6 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 . 


286 随机 过 程 论 


节 题 2.1 设 X= (( ,Z,% ,X,,0.,P' T) £ (E, 6) 为 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 . 则 按 定义 1.2，|X,:t € T] 亦 为 概率 
空间 (人 2,Z,P") 上 的 以 (Fs ,6 ) 为 状态 空间 的 关于 | 丈 | 的 马尔 可 
夫 过 程 . 

证 ”直接 按 定 义 验 证 即 可 得 命题 2.1. 

从 命题 2.1 可 看 出 :X = (Q,Z,% ,X,,0 ,P' 'T) 给 出 了 一 族 
马尔 可 夫 过 程 ,它们 中 每 一 个 以 P 为 概率 测度 . x 

定义 2.1 的 直观 意义 是 : 若 将 X(: ,wow) 看 成 是 某 质 点 在 E, 运 
动 之 轨道 , 则 P 应 视 为 在 时 刻 上 = 0、 质 点 处 于 zx 的 条 件 下 ,质点 
运动 之 概率 规律 ,A MRA E, 中 的 特殊 点 , 当 质 点 运动 到 A 后 该 
质点 就 水 远 停留 在 4 上 , 亦 即 当 质 点 运动 到 4 时 ,可 视 为 该 质点 已 
灭 志 ,从 而 该 质点 初 达 A4 的 时 间 可 视 为 其 “寿命 ”因此 ,我 们 定 
义 过 程 X 的 “寿命 elo) HHF: 

Elw) = inf{t € T:X(t,w) = Al, 若 右 方 集合 非 空 ， 


oo , 反之. 
(2.3) 

右 令 Q 是 有 理 数 集 , 则 
$£ <i = UlX(r) = Al € % C 2. (2.4) 


eQ 
命题 2.2 信和 三 (2, F, F, X, s0 P, T) Æ VA (E, , 6a) 为 


状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 令 
N(t,z,A) = P(X € A) (z€ T, < € E,, A € é,), 
(2.5) 
则 N(z,z,A) £ (E, ,é,) 上 的 一 个 时 齐 的 转移 函数 . 此 外 ,对 任 
一 Xo € Es 固定 ,|X:t E T) AWAZE, F, Po) 上 的 以 
(Ea ,6 ) 为 状态 空间 、 以 N(t,z,A) 为 转移 函数 的 关于 | 丈 | 的 马 
尔 可 夫 过 程 (在 定义 1.3 的 意义 下 ). 
证 先 证 N(z,z,A) 是 转移 函数 .事实 上 ,显然 有 N(1 ,x,.…) 
是 ó, 上 的 概率 测度 旦 N(:z, -, A) € é,. FENG, x, A) W E 
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K-C 方程 式 . 用 马尔 可 夫 性 (2.1) 式 有 
N(s+t,z,A) = P(X, € A) 
= E" (N(s,X,,A)) 


| N(t,z,dy)N(s,y, A). 
E, 


总 之 NGtz,A) 是 转移 函数 . 

再 证 |X,:t E€ T) 是 以 N(z ,zx,A) 为 转移 函数 的 马尔 可 夫 过 
程 .事实 上 ,由 (2.1) 式 有 

PoX € A|2Z) = P(X € A) = N(;,X,,A), 
利用 单调 系 定理 ,对 任何 f € bé, 有 

E™ (FX) | %) = N,(X,, f). 

此 即 (1.19) 式 成 立 .所 以 {X,:t ET 是 关于 | 多] 的 以 (E, ,é, ) 为 
状态 空间 的 以 N (zt ,xz,A) 为 转移 水 数 的 马尔 可 夫 过 程 . 命题 2.2 
证 毕 . 

由 定义 2.1 的 ( 放 ) 有 NGtA, 14) =1, AANG, xr, A) 
全 由 r+ EE, A € 8 的 值 而 定 , 记 此 局 限 为 

P(t,x,A) = N(t,=,A) G €C T, rEE,AES). 

显然 ,P(t,z,A) 是 (EE,6) 上 的 时 齐 的 准 转移 函数 .以 后 如 不 特别 
声明 ,所 谓 马尔 可 夫 过 程 X = (0,Z,Z ,X, 6, , P: T) 的 转移 函 
数 , 就 是 指 准 转移 函数 P(i,z,A)， 

对 于 P(t,z,A), 定 义 算 子 族 
(P.)(z) 会 | P(z,z,dy)f(y) G € T, z € E, f € bê), 

(2.5) 

WUE: {P,:t € T) 是 一 族 由 b& 到 b& 的 正 的 压缩 线性 算 子 , 即 

(i) P.S C bé (Vi € T); 

(ü) f—0, f€ be =P.f> 0; 

(ü) I P,.f| 全 sup | P,f(x>) < sup | f(z) |° | f 





|; 
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(iv) P,(af + Bg) = aP,f + BPP,g 
(V f,g € b,a, BER). 

Ext, E ° = o(X,,u € T,u < t), g — y? = 
c (X, u € T), 9 = o(X,,u € T,u Èt). 

类 似 于 定理 1.1, 关 于 马尔 可 夫 性 (2.1) 的 各 等 价 条 件 , 有 下 
面 的 

定理 2.1 (1) HWX =(0,Z, Z X ,0 ,P' T) Z 1(E, ,6@,) 
为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 则 对 任何 ë € bg, E` (8) € bó,. 

(2) #X =(0,Z% X,,0,,P' T) £ AGE, Ó.) 为 状态 
空间 的 时 齐 的 具有 推移 算 子 的 随机 过 程 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

(0) 和 是 马尔 可 夫 过 程 ; 

(i) (M) P(X € B |Z#,) = P%* (X, € B) 

(r< € E, BES, s,t € T); 
(i) (M) E (/(X,,,) | %) = E* (f(X,)) 


(z € E,, f € bb, s,t € T); (2.6) 
(Hi) (M,) E (El) | F) = E* (8) 
(z € Ez, £ C b%°, tE T). (2.7) 


a, 2: Ei jika p 2 代 之 以 人 8, 则 (2.1) 或 (2.6), 或 (2.7) 还 
FAT 
(V) (M) E (ITA, )) 


= | N(ti,x ,dz1)| Nb — E , z 1 dzz) 
FA Ea 


J N(t, u ta-n- dz.) || £ (=; ) 
j=l 


A 


(<€ # <t, <-— <, LEE, fi, f, € béa). (2.8) 
证 (1) $ IL = |C b. E (£) C bé, ,再 记 ， 


第 七 章 ”马尔 可 夫 过 程 的 一 般 理 论 289 


M = |M:M = X, (A), Ou < <, A; € éa, nl 
TAMER, H o(9) = %°,B P), A SEWE 
(a) 1€ L, 1 € L (VA € NM); 
(b OSE £ € bo, € L=>¿ € L, 
则 由 单调 系 定理 ,(1) 得 证 .而 (b) 显然 成 立 , 又 1E L. FIHUEBH 
Il € L (VA € mM). 
我 们 证 明 比 上 述 关 系 更 强 的 结论 : 
E` (TI (X; ))E bé, 

(VOS <: < tas fii, f, € bêa, n > 1). 
事实 上 , 当 = 1 时 ,由 定义 2.1 的 注 记 ( 甲 ) 并 用 单调 系 定理 可 知 
E (fi(X, )) < bê, . XHEMI 0 < t < < tr ,任何 AA € 
bó, ,有 

E` (JI 6(x,))€ b&,, 
HWE E ( [5 (X, )) E bë, 
由 X 是 马尔 可 夫 过 程 , 故 (M) 成 立 . 由 单调 系 定理 易 证 (Mi ) 
成 立 .所 以 
E'( || £ (x, ))= E ( || 6 (x, JE? (fa (X, ) 


= E (lf(X ES (ña (Xs ))), 





Z J 


而 由 Á. € bé, 得 知 存在 € bë, 使 
g ( X, ) 一 E t, (Siri (Xan ) ) 


所 以 看 令 f . 2 = f; ,ij 
k+l k-i 


E (1 (x, ))= E (S (X, ) 
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由 归纳 法 假设 知 
(E (xa) A(X, ))E bé 
故 (1) 证 毕 
(2) 显然 (M) 一 > (M) (M). 所 以 为 证 (2), 只 需 证 明 
(M, )=> (M,). 


FKE, RM) 成 立 , 仿 (1) ,利用 单调 系 定理 ,只 需 证 明 形 如 


£ = I, ) (f € bE 0 < zt, Leet, n > 1) 
的 & 能 使 (M ) 成 立即 可 仍 对 n 作 归 纳 法 . 
当 n = 1 时 ,由 (M) 成 立即 得 
E (fie X, ° 0, | #,) = E" (f, ° X, ). 
ë (M, ) 对 形 如 £ = ISX, ) (f, € béa, 0 < ti < °: < ta) 成 
立 , 则 由 (M) 有 











E ( [|5 ° X, 0.|F) 
SEA Ke) E "(A ( X, +: ) r) F, ) 


= (lI £ (x E E”, s (fa (X haita) ))|% ). 
H (1) 知 : , 必 存 在 gE ë, 使 
ps (fea (Xi) = (Xur) 


k 





所 以 由 归纳 法 假设 有 
(H X, OA) 
= E (fa (X, )8 (Xy) IL (X...) 2 


= E* (A(X, e (X, A (X )) 
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= FE* (BE (Seri (Xyon DILE (x, )) 


= E* (E (Seri (X,,, ) 





但 是 
E* (fe (X... ) F, ) 


不 依赖 z € Es ,所 以 
E* (firi (Kana ) F, ) [I f(xX, ) 


|| 
QQ 
< 





一 E (A(X, ) F) 


也 不 依赖 于 zx, 因此 
E*: (EF (Sisi (Xs, ) F ) X, ) ) 


= Ex (p( [TA(X,) 机 


—— 


归纳 法 完成 .总 之 我 们 证 明了 ， 
(MU<e (M, )<=> (M, ). 


设 (M) 成 立 . 由 命题 2.2, N(t,z,A) 2 P'(X, € A) È 
(Es ,64) 上 的 时 齐 的 转移 函数 , 且 |X,:t € TI 是 概率 空间 上 的 以 
(Es Ea) AREFE A uO) = 11.4(:) 为 初始 分 布 以 NN 为 转移 
图 数 的 马尔 可 夫 过 程 ( 在 定义 1.2 的 意义 下 ) ,因此 ,由 定理 1.2 得 


AICM; ) 成 立 . 


设 (M;) RA. XER c E EE,， fe bó, ， s,t C T, É | < *** < 


t, = t, À =(1X;'(A,), A, € 64,8 
E (E* (f(X,)1, ) ) 


— Ez [ N, (x, ATX) 
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(M, ) 
=| N(t,z,dz )| N(z:, — tizi dz)" 
Ea Ea 


| N(t, — t,-1 1 Zn- P dz, ) 

Ë, 

| N(s, z, ,dy)f(y) || ta (x) 
À i=] 


(M, ) n 
= E ( J[ 14 (X, ) l /(X,..)) 
一 E (1, ° f( X... )). (2.9) 
令 
L= JA € @;:E* (E (f(X,)1,))= E (f(X,.,)1,)] , 
H(2.9) 知 
#293 2 |A = NX; (A;):A; € ó h S <, = t, nl, 
WAN, E H £. SE d 系 .由 单调 系 定理 知 
LDAM) = (M) = %°. 
所 以 
E (f(X,.,)|%)= ES (f(X)) (s, € T, EE, f € bë, ). 
此 即 (M) 成 立 . (2) 证 毕 . 
定义 2.2 设 有 两 个 具有 相 辣 状态 空间 (EE ,8, ) 的 马尔 可 夫 
T). 如果 它们 的 转移 函数 一 样 , 即 
P(X,€E A)=P(X € A) (¿€ T, =< € E,, A € ëé,), 
(2.10) 
则 称 X 与 X 是 等 价 的 . 
我 们 将 要 给 出 每 个 等 价 马 尔 可 夫 过 程 类 中 的 一 个 特别 好 的 代 
表 一 一 典范 马尔 可 夫 过 程 , 它 的 样本 空间 Q 是 函数 空间 , 它 的 推 
移 算 子 具有 明显 的 直观 意义 . 
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现在 我 们 考虑 下 列 诸 对 象 : 
(i) 三 是 满足 下 列 要 求 的 由 下 到 已、 的 全 体 变换 所 构成 


wļloœ) = A; w(t) = A => w(s)= A (s> it); 
wa 是 W 中 一 特殊 元 素 ,wa(t) 三 A (t € T). 
(ü) Y 是 定义 在 W 上 的 坐标 变换 , 即 
Y(w)= wt) (z€ T). 
(l) ÆW EEX RRIK: Æ = o (Y,,s < :,; € T), 
t € T, Æ =Æ = o(Y.,s € T). 
(iv) ”定义 推移 算 子 o, 3 H W 到 W 的 变换 , 它 满足 
(p(w))(s) = ws + £) (s,t € T, wE W). 
显然 有 
po (to) = wa, Y, ° o, = Ya: (s,t € T. 
EN 2.3 RAME, 6a) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 X = 
(Q ,39,9 ,X,,0,,P",T) 是 典范 的 , 即 沙 数 空间 型 的 ,如 果 
Q = W, SION, RDK, X, = Y,, 0, = Q. 
定理 2.2 任 给 一 个 以 (Es ,84) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 
X, r F— 4824 (E, ,6 ) 为 状态 空间 的 典范 aR T A 34 Y. 
证 ”定义 映射 o 如 下 : 
o: > W, p(w)(t) = X, lw), 
M| Y, ° o = X,G € T), BXH A € é, 有 
op (Y, € A) = X;'(A). 
所 以 o (CL C z Bl 
e€ GÆ (ViET). 
再 在 ( 态 , 光 . ) 上 定义 测度 P* 如 下 : 
P = P ° 0 . 
推 证 Y = (W, ,% , Y, ,9,,P',T) 是 以 (Es ,6 ) 为 状态 空间 


294 随机 过 程 论 


的 等 价 于 X 的 典范 的 马尔 可 夫 过 程 . 为 此 , 只 需 证 明 Y 满足 
(M)( 其 他 均 属 显然 ). 这 又 只 需 证 明 
P'(Y Z (B) C A)= E (Pw(Y, € B») (2.11) 
(z € E, BEG, s,t € T, A € Z). 
首先 注意 : 
o° lws) = g ° p(w)(s), 
BI o ° 0, = @, ° p. | 
EK, & H EE X fEW EBRAR, H H E bæ, WH: o 
€ bY’, H E (H) = E (H° p). 
利用 上 述 两 事实 并 应 用 X 的 马尔 可 夫 性 可 证 (2.11). 定理 
2.2 得 证 . ` 
下 面 我 们 研究 马尔 可 夫 过 程 的 “完备 化 ”. 沿袭 本 节 前 面 的 符 
号 . 以 下 恒 设 
= (0) ,% % , X, ,0 ,P* T) 
是 时 天 的 具有 推荐 外 了 的 (CE 6, ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 
程 . 
我 们 将 要 用 茶 种 完备 化 来 适当 地 扩张 和 多 为 2 和 多 ,以 使 
X = (0,9F,X,,0,P,T) 
MAENRARR REESE. 6 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 
过 程 . 
由 于 定理 2.1 中 已 经 证 明 ;: YA C€ 2°, P* (A) € bé, ,Br U) x: 
& 上任 一 有 限 测度 y, 可 以 定义 


P(A) =| uldz) P(A). (2.12) 
TA P“ 是 98 上 的 有 限 测度 , 且 P 为 概率 测度 的 充 要 条 件 是 v 为 


Ca 上 的 概率 测度 . 行 s, 是 测度 值 集 中 在 z 的 Dirac 测度 , 则 Pe = 
P. 
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定义 2.4 设 (D,9) 是 任 一 可 测 空间 ,是 2 上 任 一 测度 ,2 

是 外 中 的 子 o 代数 . 称 
w% — IB C D:#f#£ B, ,B, € 使 
B, C BC B,, x(B,—- B.) = 0| 

为 多 关于 44 的 完备 化 . 

P WCD) = 9, 9% 是 6a 代数. 

显然 ,yx 可 以 唯一 地 由 2, DKR A 上 去 且 满 足下 列 关 系 : 

p(B) = (Bi,) 

(BEX, BICBCB,,B,ED, nu(B,-B,)= 0). 

扩张 后 的 测度 ,一 般 仍 用 u 378. 

定义 2.5 称 测度 空间 (D ,9,w) 是 完备 的 ,如 果 2 中 的 w 零 
测 集 之 子 集 仍 属于 2. 

命题 2.3 ”测度 空间 ( 口 ,9,y) 是 完备 的 充 要 条 件 是 人 = 9*， 
所 以 (万 ,93 u) 是 完备 的 . 

由 定义 直接 验证 即 得 命题 2.3. 

定义 2.6 设 (D,92) 为 可 测 空间 ,2 是 9 中 的 子 c 代 数 . U E 
乡 上 的 一 族 有 限 测 度 . 称 

D aN % (2.13) 





3⁄9, F U 的 完备 化 . 

特别 地 , 硅 U 是 3 上 的 全 体 有 限 测度 , 则 称 9” 会 37 为 9 的 
普遍 可 测 o 代数 . 

命题 2.4 设 (D,9),9 ,可 如 定义 2.6, 则 

(1) (9 ) = 9U; 

(2) f € % 对 任何 jE U,#£ f. , f. € 2 Ë f, < 
J < f. , nu(fi < fa) = Ü. 

证 (1) 由 定义 即 得 . (2) 用 单调 系 定 理 可 证 . 

定义 2.7 设 (D,29) 是 可 测 空 间 , 避 是 2 上 的 一 族 有 限 测度 ， 
D 是 9” 中 的 子 c 代数 , 称 
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DQ (D) 会 A:HAN u E U, FE A, EE 9, 使 A-A,， 
4 -4AE9, 且 pn(A-A4)=AA-A4)=0.| 
KD E9 中 关于 U 的 完备 化 .显然 2 (97) 是 o 代数 
命题 2.5 设 9,9,U 如 定义 2.7, 则 
(1) 于 (90)= |A € 90: 对 每 个 六 EU， 
A A, € D, nu(AAA,)= 0| 
= Q l4 € 7: JA, E2, A (A,AA) = 0) 
= [lo (92, U M“), 
EPN 是 FF 中 的 一 切 震 测 子 集 . 
由 (1) 即 得 
AC27,A(A)=0(Vrz € U) 
& A € OM A E9 (9 ). 
(2 ) 26(9")= Q A: JD, € 2, A, , B, € 29,4 
D,- A, C A C D, U B,, 4(A,) 一 4(B,) = 0}. 
由 定义 直接 验证 可 得 命题 2.5. 
命题 2.6 2,2 £ U 如 定义 2.7, 则 
1) 2 C 9” CD (97 )C- 2U , 
(2) 92%" (97) = 97; 
(3) (% (2)) (2) = 97(9U). 
由 定义 及 命题 2.5 可 得 命题 2.6. 
他 题 2.7 设 (E,,6,) 是 可 测 空间 ,U, 是 @ 上 的 一 族 有 限 测 
度 ,9; 是 i 内 的 子 o 代数 (i = 1,2). 假 定 fE@/6, fc 29. 
若 对 每 个 pr EU, 及。f € U, , W 
FED (E D (E). 
WE RAEE), EETA) € 95 (eA ). si Sk 
上 ,由 假设 ,对 任何 wpE LU, 有 yy= us fl E UU,. 所 以 ,由 A G 
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D (&: ) 及 命题 2.5 (2) 得 知 :存在 D, € 9,, A,,B, EG, 
D, - A, C A C D, U B,, x(A,) = v(B,) = 0. 
$ D, = f ` (D,), A, = f '(A,), B, = f ' (B, ),WI 
D, -— A, C f (A)C D. UB,. 
m real, f€ S|9 AAH D € 9, A,B, € é Ë D. = 
f (D,) € %, A, = f '(A,) € &, B, = f '(B,) € &, 
u(A,)= ° f (A,)= @(A,) = 0, a(B,) = vy(B,) =0. 再 一 
次 应 用 命题 2.5(2) 得 f (A) € Dr (é: ) .命题 证 毕 . 
系 1 2 2.7 F 2 = é (i = 1,2), 则 
f € &lé ,U f €e U— fE ee, 
其 中 UI。f = l|viy = yu. f, # € TD 人 以 后 一 直 活 用 此 符 
F. 

系 2 车 命 题 2.7 中 名 = 86,，U, 是 8 上 一 切 有 限 测 度 (i = 
1,2), 则 

fe ale== re eje (E 是 “普遍 可 测 "a RA). 

下 面 我 们 将 马尔 可 夫 过 程 X = (0 ,Z,Z ,X,,0, ,P* T) 完备 
化 . 令 U, = IP':z € E,1, U, = IP:n 是 6, 上 一 切 有 限 
WEL, F= F, G= (G), # = FAA = FU (ZU), 
G, = (%/) 2 (@) = (4) ((g99): ). B4 22 9, F, D 4,. H 
命题 2.6 (1) 有 

F, = FP (F DÉ ; (2.14) 
G, = (8?) ( (82) 82) D (82 y. (2.15) 

定理 2.3 ”活用 上 一 段 的 符号 . 设 X= (,F, F, X, 9 P, 
T) 是 以 (Es ,E64 ) 为 状态 空间 的 马 氏 过 程 , 则 

(1) 对 任何 上 ET 有 X EIIE, EAX ECHE: 

(2) EIT E € bg (或 8 之 0, £ € 2),# E` (ë) € ë; ; 
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(3) ”对 任何 : ET, fEbEx AE (f(X,))€C é ,特别 地 ， 
对 任何 上 ET4E 久 Ni 4) 人 POXEA)EGC 

(4) ”对 任何 : ET, 有 O73 C4, 从 而 0;'93CI (V ,—> 
0); 

(5) ttt € T, z € E,, £E bZ,# 

(M, ) E7 (£ ° 0, 12% )= E* (£). 

证 (1) U = U, = 1P :是 6 上 的 有 限 测 度 },，V = 
iy:4 是 6 上 的 有 限 测 度 |, 6 = %', ó, = 68, 则 由 (2.15) 有 
DGV = éF. 

m e = ó LAA X, E&E, U. X CTY, 所 以 ,由 命题 2.7 
# 2 X, € S | ,更 有 X, EGJE. 

(2) ËJ P € U,,HT%= (9?) ,EE€ b8, 所 以 由 命题 
2.4 (2) 得 知 存 在 £6 € b%', ë SESE, E“(ë, — ë,) = 0. 
H E (8) < E (E) SE (&,) (Vx € EE), 而 且 由 定理 2.1 


(1) 8 E'(&)€ é, (i= 1,2), H. 
|. (E= (£) — E'(&.))a(dz) = E" (ê, — £) = 0. 


(2.16) 
表 一 次 应 用 命题 2.4 (2) 83 E (E) E g, mP € U, 可 以 任意 ， 
PD u 可 以 是 6& 上 任 一 有 限 测度 ,所 以 E (E) Ee. 
(3) ”由 (1) 和 (2) 立即 得 (3). 
(4) ”由 (2.2) 式 有 
0, % Cn G LTS (,,h € T), 
用 命题 2.7 来 证 (4). 为 此 , 令 &@ = 9° (i =1,2), 9 =%,,, 9, = 91， 
U = V = U, # = (g9)U, @ = (GPE) = (9°) (G), 
0, E 9%|9 , 0 € Bg. 
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所 以 为 证 (4) ,只 需 证 明 

Us。0 CV. (2.17) 
FKE, AERP EU, Sv = P“ ° X: |H E 3 2.1(2) 的 马尔 
可 夫 性 (M: ) 有 


Pr 。b-I(A) = E (1, ° 0.) = | Ps (A)P#(de) 


|! 


|. P(A)(P ° X, )(dy) 


|! 


| P(A)v(dy) = P(A) (VA € 9°). (2.18) 
(4) 得 证 . 

(5) 由 (1) 和 (C2) 知 E* (8) € 和 59, 而 人 9 C Z; , B P) A uE 
(M) ,只 需 证 明 对 任何 A € 2 ,有 

E (£. 9, + 1) = E (L.E * (£) ). (2.19) 

LAFF, ÆI 在 乡 中 关于 U, = |P :x € E,l 的 完备 化 , 即 
F, =" (ZU ), 所 以 由 命题 2.5(1) 知 :对 每 个 A € Z# P: C 
U, VA A, € Z (EP (AAA, ) = 0. 因 此 ,为 证 对 任何 A EE 到， 
(2.19) 成 立 , 只 和 需 证 明 对 任何 A € Z , (2.19) 成立. 事实 上 ,对 任 
2 z € E, , t € T,# ë, -EzE YNJHE ¿ 如 下 : 


(A) = F. X;'(A). (2.20) 
仿 (2.18) 式 (下 面 的 6. ,4,t 分 别 相 当 于 (2.18) 式 中 的 jy,v,h) 有 
P (07 (A))= F(A) (A € %°). (2.21) 


由 P Ru 的 定义 知 :对 任何 &E b2,# 
E (£) = | Er(é)u(dy) 
= | EE (ECP > Xi!)(dy) 


= E (E% (6)). (2.22) 
LAFI = ( 乡 ) ,所 以 由 £ € bg 及 命题 2.4(2) 得 知 存在 7 € 
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bg ELEA Ereg, P'(T) = 0.@16 ° 0, Z 7 ° 0, C 
0. (T). 因此 ,由 (2.21) RA 
P*(& ° 0, n° 0,) < P' (08, ' (T)) = P(T)= 0. 
(2.23) 

H | E- p |€ b%#,(2.22) 和 7 的 选取 可 知 

E (E* (| £- 71) = E] &-71)=0. (2.24) 
由 于 7 E bg ,对 X 用 定理 2.1 (2) 的 (M,) 有 

E7 (147 ° 0,) = Ec (E*(2)1 I) (A EF,). (2.25) 
H(2.23),(2.24),(2.25) 得 

E (1.8 ° 0.) = E” (147° 60, ) 

= F (E* (€ë)1,) (VA € 2). 

定理 得 证 . 

定理 2.4 jÜ X = (0,Z,2 ,X,,0,, P T) E A(E, ,é,) A 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 则 和 = (0 ,Z,# X, 0 PT) 是 以 
(E, Ea ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ,更 是 以 ( 羽 , E) 为 状态 空 
间 的 蕊 尔 可 夫 的 过 程 . 

由 定理 2.3 立即 可 得 定理 2.4. 

正 因为 定理 2.4 RA, FAE, E) 为 状态 空间 的 马尔 可 
Ku X = (0 ,#,Z , X, ，0 PT), PREA E, a Ri F = 
,== 多 .今后 如 不 特别 声明 , 恒 作 如 此 假设 .于 是 有 

GCF=F, % C Z =F, 
A&E X = (0,%,%,,X,,0,,P°' ,T) EDA (E, ,6 ) 为 状态 空间 
的 马尔 可 夫 过 程 , 则 X = (2,9,9,,X,,0,, PT) 亦 然 . 

以 前 我 们 曾 直 观 地 把 P 看 作 是 过 程 由 xz 出 发 的 概率 测度 ,下 
面 给 以 精确 的 论述 . 

定义 2.8 PAE, ca) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 
X = (0,Z#,Z ,X,,0, ,P*” ,T) 是 正规 的 ,如 果 对 任何 x E E, RA 
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iziEE, 有 HP(X, = z) = 1. 
命题 2.8( 零 一 律 ) J X = (Q,Z,Z ,X,,0, PT) 是 以 
(E, ,64) 为 状态 空间 的 正规 的 马尔 可 夫 过 程 , 则 对 任何 A € %, 
P'(A) 29 0 X2 1. 
证 ”对 任何 BE ,有 05(B) = B, 所 以 任 取 A € ,由 于 
g = (8), U, = {PP :4 是 6 上 的 有 限 测度 } ,所 以 存在 B, B 
EP, B: CACK, 
F (B3 -B)=0 (Yr€ E). 
但 是 A -0 ACB -606 Bi = B-B, G'A- AC 6;!' BE- 
Bi = Bš 一 Bi, 所 以 
PP(0OA-A)=P(A-0'A)=0. (2.26) 
注意 :3 C Z = ZF, 用 (2.26) 及 正规 性 和 定理 2.3 (5) 有 
P(A)= P(ANMOG (A))= Er (1, -14 ° o) 
= E (1, * E" (14))= F (1, ' E*(1,)) 
= (PF(A)Y. 


33 售 时 及 强 马 尔 可 夫 性 


在 32 中 ,我 们 引进 了 时 齐 的 具有 推移 算 子 的 马尔 可 夫 过 程 
的 概念 并 研究 了 马尔 可 夫 性 的 各 种 等 价 描述 , 如 (2.1), (2.6), 
(2.7) 式 ,在 这 三 式 中 ,zt 是 确定 的 常数 .对 马尔 可 夫 过 程 来 说 , 若 1 
代 之 以 随机 变量 r，(2.1),(2.6),(2.7) 是 否 仍 然 成 立 ? 在 相当 长 
的 时 间 里 ,人 们 猜测 它们 会 成 立 .但 到 20 世纪 40 年 代 ,Doob 提出 
这 不 是 一 个 简单 的 问题 .1956 年 ,JprrKkrH 和 IDuicepuu 深入 地 研 
完了 这 一 问题 ,建立 了 强 马 尔 可 夫 过 程 的 一 般 概 念 (参见 [18]). 

在 这 一 市 中 ,我 们 将 要 研究 强 马 尔 可 夫 过 程 .为 此 ,首先 要 引 
进 停 时 概念 . 本 节 恒 设 (0,9) 是 可 测 空 间 ,T = [0,%],( 在 T= 
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10,1,…,%| 的 场合 ,相关 的 定义 、 命 题 是 完全 类 似 的 ,我 们 略 去 
不 论 ,读者 可 作 练 习 推演 . )} 多 :ET 是 中 一 族 单 增 子 o 代数 . 
È Pa ANAO), $, = VZ, (0 < : < >), %- = %, 
Fa = Fo- = Ío, = Z. 

显然 , Ft ET), 8 ET EA Zrh j nye T o 代数 族 ， 
HF- CC S, (Vre€T. 

定义 3.1 称 9 中 的 非 降 子 c 代 数 族 | 到 :上 ETI 是 右 连续 的 ， 
如 果 

9 =Z (€T. (3.1) 

显然 ,1F, :上 € T] 是 右 连续 的 ， 

EX 3.2 PEF T:N TELF t € Ti 停 时 (简称 停 时 )， 
如 果 


ITS EF, (WEER, ). (3.2) 
右 注 意 tr = co = () -— ir < | € F= Fe, MD m(3.2) 等 
t TF 
TSt] €Z (Yt ET). (3.3) 
显然 还 有 
Ir>4 CZ (YtER,). (3.4) 


他 题 3.1 对 多 中 任 一 单 增 子 o 383812. € T), X 
G) rc 是 | 多] 884 =>+- Z |2 | 停 时 ; 
(2) 是 | 胞 ,| 停 时 的 充 要 条 件 是 : 
Ir <+] EF (YET (3.5) 
证 (1) HZ C Z, B0). 


(2) Hir<;| =N 





r<itTlRkIr < = Ulr<:- 
1 | 
元 | 印 得 叶 (2) 


HUE X = (Q ,Z,Z ,X,,0,,P' T) 是 马尔 可 夫 过 程 ,5 是 
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如 (2.3) 所 定义 的 X 的 寿命 , 则 《是 |3,, | 停 时 ,其 中 
g? = (X ,s < t). 

命题 3.2 3 ri, r Š 2912, 停 时 , 则 ri + ti maxit, tt, 
minir, r, 1 FA. 

证 由 Imaxlz ri < zi = trn < I D Ic <l #B 
maxiti, T2) fB; H miniral St = Iz < lU iz, < t| 
得 mini r ,rz 是 停 时 .又 因为 

tr + > > t] = Íz, + r; > t,0 < +, <t 

U {rt+r >t, = 0! 
U fri >t, t, = 0! 
U {iri > t,r, > 0j 
= A, UA; UA; U As, 
令 Q 为 有 理 数 集 , 则 有 
= d Ur < thn > t-ri € š, 
A, = lz = Ol > EF, 
Ñ = in >t = EF, 
= |r > >0 EZF, 
j BI i PRR. 

@pR03.3 若 |zc | 是 一 串 { 多 1 停 时 ， ia 亦 然 , 若 | 匈 | 还 
E 25 £ 25 65 , A] inf ra » lim inf Ta » lim sup rz， 竺 为 ;多 | 停 时 . 

证 ”因为 


r Sth= nir, <th: 


| su 
linf r, < |= Ur, < t|; 


lim inf +, = = sup in int T, 


lim supt, = inf sup r 
n — o P n kl SUP n? 
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故 命题 3.3 成 立 . 
定义 3.3 Ær ÆT) 停 时 , 称 
FIA EFs ANITI EF, VET) (3.6) 
>J tHo 代数 . 
BA Z 是 o NA, E r= a EAA, MF, = Z +Z 可 理解 为 
某 物 理 过 程 到 时 刻 r 为 止 的 全 部 信息 .“ 停 时 ”zr 的 含义 意味 着 当 
我 们 仅仅 知道 到 上 为 止 的 信息 后 ,就 能 断言 r 是否 大 于 +. 
# r Efa) 停 时 , 记 
Zi 全 {AEANIrE ER,, Yt ET. (3.7) 
mE F. Æ oo 代数 ,而 且 
Fa SAER: ANİr<tl EF, VET (3.8) 
命题 3.4 RF o RAIF, A 
(1) rt 是 | 停 时 — < € š; 
(2) Tis 《2 CAKA 停 时 ，,r， < r> F C Z, ; 
(3) r, AIZ) 停 时 (n 2 1), I7) 右 连 续 ,tr = inf e, => 
Z, = NF.. 
证 (1) 由 {tral 站 {rt € Z, CZ (Va,t€ T 
立即 得 (1). 
2) ÆRAEF DM|Añ 16 <= (ANic |)N 
l SI EF, (Yt ET), ER AEF, . (2) 得 证 . 


(3) ”由 命题 3.3 知 ft 是 停 时 . 故 由 (2) 知 多 NEA ALY 
面 ,车 A € 门 5 , Ml 
An Ir <:| = Añn(Ulz, < tl) 


= U (A Ir < EF (Vvr€ T. 
(3.9) 
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又 因为 {9.1 EAER, W r EIR) 停 时 的 充 要 条 件 是 :rt 是 
|Z. | 停 时 .再 由 (3.8)、 (3.9) EAA ET, 
命题 3.5 Krno W 212 停 时 ， Iz < Ir < |， 
[ri = rl YATIA NF. 
证 (r< lir <i = UG <rilr < z, < t1) € Z 
r€ Q 


(V: ET), 所 以 
tri < Ta | C F, . 
又 因为 


tr < rr < t | = Y tas r < Tni € Z 


ETQ=(Qntloc)UiQ 是 有 理 数 集 ), 所 以 
tr < T2! C Z . 

已 之 ijr < z, € Z, NF, 

由 ir <r] EF, NF MEIZ n Sni 和 tr = r,! E 
RFEA nz. 

定义 3.4 BAE, , 纪 ) 为 状态 空间 的 随机 过 程 X = (r , Z, 
9,X,0, 产 ,是 | 多 | 适应 过 程 ,简称 适应 过 程 , 如 果 {|X :FE T| 
是 第 四 章 定义 1.1 中 的 {和 | 适应 过 程 , 即 X, € FE (V t € T). 
PR X 是 可 测 的 ,或 关于 {8 | 循序 可 测 , 亦 即 {X, :t € T) 是 第 四 章 
定义 1.2 中 的 可 测 过 程 或 关于 | 多 1 循序 可 测 . 

MA3. 6 Ü X = (Q ,Z,Z ,X,,0.,P' T) 是 以 (EE,,@,) 为 
状态 空间 的 循序 可 测 的 过 应 过 程 是 | 多 | 停 时 , 则 X € FE. 

证 ”只 需 证 明 

“B€ & => X, € Blir < zl € Z” 

BH uJ. 

事实 上 EB € 6. 令 B,(s,w) 为 X(s,ww) 在 [0,1:]x0 上 
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HR, (o) = (r(o),o) (w € Ir < ti), Yo) 是 
X(rlw), w) f#Elr < 1 EWER, BJ g = @, - Y,. HT X Eñ 
序 可 测 的 ,所 以 
$, € 2([0,:]) x %|é, (V t € T). 
HA: ffR0< u, < u, ISt, AEF, A 
P; (Cus ]X A)= lu < z<<u, I A C Z, 
即 是 更 € Z|2([0,:]) x Z . &Z HE S 832 BJ u #JFE2 
V = @, ° Y, €C Z |ë, , 
故 证 (B)ESF .而 于是 久 (t(w),w) 在 {tf 过 +1| 上 之 局 限 , 所 以 
iX.€BIiNn ir < z] € 多. 命题 证 毕 
R *X=(0O,Z, ,X,0,,P,T) 是 以 (EE,,@) 为 状态 空 
间 的 可 测 适 应 过 程 ,H E HAT), 8) Xy € HO. 
证 SF, =A ET), 把 命题 3.6 应 用 于 X = (n ,Z,3,, 
X.,0.,P* ,T) 即 得 系 . 
下 面 我 们 研究 以 (Es ,6 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 X = 
(2 ,到 到 0, 产 ,T) 的 停 时 .根据 定理 2.4, 不 失 普 遍 性 可 以 假 
KG.Z=% Z =F, .@°, 9,92) ,9, 的 意义 如 $2. 我 们 将 要 考虑 {天 | 
停 时 及 19,1 停 时 (1 , 停 时 ,有 时 亦 称 为 X 停 时 ). 如 定义 3.3, 若 
r EIF, 1 (sk19% 1) 停 时 , 仍 记 
=lA:ACZ, AP 1r7< 1 C Z, C [0,%]i, 
% =1lA:AC%, AN ker E€ Y, t E€ [0,œ]}. 
命题 3， 7 WX =(0,Z%2 X, ,0 Pr T) 是 以 (E, ,@ ) 为 
= AmE, F = Z, 2 = Z , + AIZ (FAT 
jp 9 内 关于 U, = [Px € EL! 的 完备 化 , Pp (@. ) = 
FAF) = FFP) = FF), A 
(F) =F, (Fa) = Fa. (3.10) 
证 RAE (8), 由 定义 及 命题 2.5(2) 知 :对 每 个 P € 
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U, , 即 对 每 个 x € E,, FED, EF., A,,B, € F, D, - A. C 
A Cp, U B., P'(A,) = P'(B.) = 0, 所 以 
(D ir< i -A flilir<:)CAñDn Ir < ¿zl 
C(D Airs UB fl ir < tl). 
而 由 D, € Z ,8 
DAISH € Z, 
又 显然 有 
A ñ ic< t, B. rir < 1 € š, 

P(A Y ir< tIl) = P'(B, Y ir < t|) = 0, 
所 以 ,A 由 ft 过 tj € Z= F. AE,A € Z , BJ (2 ) C Z. Tü 
Z C (F) 是 显然 的 , 故 E) = F. URI F) = Z. 

XAA Z, CZ (对 一 切 s > 上 上 成立) ,所 以 
(多 ) CC 到 =Z (对 一 切 s >t RX), 
(#, ) C (Z, = Z, 
而 
(Fa) D Z. 
是 显然 的 , 故 ( 丈 , ) = F, RERNE. UEF) = F. 
特别 地 , 当 多 = 9, F, = 2, FF ,# 
命题 3.7 jJ X = (0,9,2 ,X,,0,,P' T) ŽALE, ,9 ) A 
状态 空间 的 随机 过 程 ,rz 是 | 弥 }| 停 时 ,(@.) 是 乡 Æg = (Q?) = 
乡 : 内 关于 U, = |P“: A E 上 的 有 限 测度 | 的 完备 化 , 即 (3 ) 
= Ga (G2) = Gz (2) , Wl 
(Ga) = Ga, %, =G. (3.10) 
命题 3.8 jÜ X = (Q,#,Z ,X,,0 Pr,T) 是 以 (EE é.) A 
状态 空间 的 循序 可 测 的 随机 过 程 , 罗 = 有 丈 , 多 = 到 ,rz 是 | 多 | 停 
时 , 则 
X, € Z |ë, (3.11) 
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证 ”由 命题 3.6 有 
X. € Z |ë,. (3.12) 
为 证 (3.11) È, BEN 2.7, 2. 6.6. £a, {Pix C Eal, luiu 
为 é, 上 的 有 限 测 度 |, X 分 别 为 命题 2.7 中 的 9 ,6 2, ,2 U, 
U, , f , JJ 2; 是 & 中 的 子 o 代数 , 且 由 (3.12) R 
X C€ &é|é, X, EDID. 
TA, AEA P € U, ,P'X 是 6 上 的 有 限 测度 ,所 以 由 命题 
2.7 得 
X, € DP (EN /Dr (E). (3.13) 
而 今 由 (3.10) R 9 (46 ) = FaF) = F = Z, X 
22 (62 )= 6@7 ,所 以 (3.13) 即 (3.11) R. 
下 面 我 们 给 出 一 个 命题 , 它 使 得 研究 13,, | 停 时 的 问题 化 为 
研究 | 乡 , 上 停 时 的 问题 . 
他 题 3.9 邻 tc 为 {8,,|] 停 时 , 则 对 6。 上 任何 一 个 有 限 测 度 
u, fikk — 19 | 停 时 r 4 P(r Z <.) = 0. 
证 ”如 能 找 出 一 串 12) ir, K — B 2°] 停 时 
[z] Er y z Pa r Z zt) y = 0, WJ H T, = lim inf zt) 即 
为 所 求 ( 因 为 由 命题 3.3, T, EA S | 停 时 ). 事实 上 , 令 


c+] 、 ti _ 
r (o) -| 2" 3 当 o € < z < | k = 0, 1.2, 
°°, TO 


Mhl x< = U 
k2": 

E % RE rO EI | 从而 
AP = | = Ele az, 


所 以 存在 A;” € Gar ,使 
P (AP AAP )= 0 











Z | 及 命题 3 148117) < +] 


PLE ”马尔 可 夫 过 程 的 一 般 理 论 309 


今 
B” — A, B: = (A - UA”), 
J 
k (n) 
一 ， ， = 12 …， 
z™( ) — B = a € b; k 
o, 当 wEN-UBY, 
£1 


则 由 Bi E por H Z EI 停 时 ,又 因为 
P“ (Ax ABP K P(Ar AAR )+ P (AAB ) 

一 P“ (A ABP ) = P“ (Ai _ B” ) 

= P*“ (VAr A )< P(A AS ) 


JSk 
< >P ((AP2 U (APAAP)]N LAP AA ))) 
j<k 
< AJP (APA )+ P (AP AA) 
<k 
+ P(A AAP )) 
= Ü, 


帮 Pr (z+” 关 +”)= 0. 命 题 证 毕 ， 
对 于 任何 由 2 BLO, o] 的 变换 吾 , 定 义 推 移 算 子 9,, 如 下 ， 
Gy(w) = Dve). (3.14) 


显然 ， 
X, ° Oy = Xay (+: €C T). (3.15) 


命题 3.9 X= ((1,#,Z2 ,X,,0,,P' T) 是 以 (E,,@,) 为 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 . 车 对 任何 | 多 | 停 时 rt, 有 X. EFIE, 
NETIPA O G C Fa RA 0 CF 

证 — 

M= |A:A = NX (B), ti << t < B, € &, 
i = len; n l1}, 
M = JAA ER, 0 (A) € Fah, 
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MER A E MA 
I CA) = A0 (X; (B ))= AX, < 0) (B,) 


= NXT, (B) € F,,. (3.16) 
mM r (038. (M) = 8, (3.16) REEM DM, AAM — 
3 .命题 得 证 . 
定义 3.5 É X=(0,Z, Z ,X,,0 ,P' T) ED (E, ,6,) 为 
状态 空间 的 随机 过 程 . 称 X 具有 强 马 尔 可 夫 性 或 者 称 X 是 强 马 尔 
可 夫 过 程 , 如果: 
(i) X EFE (tr 是 {到} 停 时 ); (3.17) 
(ii M) E (SX) | FA) = E%( f(X,)) 
(f € bé, x= € E,, t € T, - 12 1 HJ). (3.18) 
显然 强 马 尔 可 夫 过 程 必 为 马尔 可 夫 过 程 , 因为 (S.M,) 
=> (M,). 
附注 1 Æ X ÆI, E F= ,多 = 乡 , 则 由 命题 
3.8 得 知 (3.17) REV. 
附注 2 ”由 定理 2.1(1) 知 :E*(f/(X,)) 是 xz 的 8 可 测 函 数 ， 
所 以 由 (3.17) 式 可 知 (3.18) REME F. 可 测 的 . 
以 后 如 不 声明 , 则 约定 ;:E 上 的 函数 了 自动 地 延 拓 到 下 上去， 
并 满足 f(A) = 0. 根据 此 观点 ,be 可 视 为 bé, 的 子 空间 :bé = 
(f: f € bé,, FCA) = 0 因此 (2.5) 式 中 定义 的 由 b& 到 b& 的 正 的 
有 界线 性 算 子 已 ,也 可 把 be 按 上 述 延 拓 的 意义 理解 . 任 取 f C & ， 
f(A) = 0, 定 义 
(Pf)(z)= E*(f(X,);X, € E) = E*(/(X,);X, € E) 
= E(f/(X)) (z € E,, t € (0,%)), (3.19) 
P, = 了 为 恒 等 算 子 . 
显然 ,由 P(X, = A) = 18 


ww ITIUI—— DT 


Ria 22 i 
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(P,f)(A) = E°(/(X,); X, € E) = 0, 
H (3.19) K# P,f C bé, ,所 以 己 仍 为 由 beE ( 按 延 拓 的 意义 , 即 be 
视 为 bé, 的 子 空间 ) 到 bZ 的 正 的 有 界线 性 算 子 . 
定理 3.1 ZZ X = (0,Z,Z ,X,,0,,P”,T) £ (E, ,é,) 为 
状态 空间 的 随机 过 程 , 且 满足 (3.17) 式 , 则 下 列 陈 述 等 价 . 
(0) 和 X 是 强 马 尔 可 夫 过 程 ; 
(|) (SMY Er(/(X,,,)) = E*(E% (f(X,))) 
(f € bé, = € E,, t € T, < £ |Z], 停 时 ); (3.18) 
Ci) (S-M Y Er(/(X,.,)) = E (E (f(X,))) 
(f € bó, , z< € E,, t € T, TIZ! m); (3.18) 
ii) (SM) E (F(X) F.) = E*(f(X,)) 
(f € bêa, x € Ea, t € T, +z £. |Z. ] 停 时 ); 
(v) (S-M,) E (° 0. | F.) = E* (ë) 
(€ € bI, x € E,, r £: ]|% | 停 时 )， (3.20) 
uE (id= (i). W( i) 成 立 , 令 
H= 1f:f € bé,, 且 对 一 切 x € E,, t € T, |Z | 停 时 t+, 有 
E*(f(X,,,)) = E (E% (f(X,)))] , 
右 能 证 AD bé, , BI] ( l| ) 成 立 . 事 实 上 , 光 是 向 量 空间 ,b& C > 
le € 交叉 因为 对 任何 f € bb , 必 有 = (f - FA)) + 
fA(A)1s ,所 以 f € ÆA PE 
(=> (ii). (i) 成 立 . 由 定义 2.1 附注 ( 甲 ) 有 
E’ (f(X,)) € bé,, 
青 用 (3.17) 式 得 E": ( fF(X,)) € F.. ARKEO 成 立 , 只 需 证 
明 对 任何 zE E,, ET, f € bé, BIZ! 停 时 +, 有 
E (X, ,);A) = E (E%(f(X,));A) (A € Z). 


(3.21) 
事实 上 , 
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tlw), X o C A, 


. OO , 当 o € A, 
Mhira Kul =| rlu n ACZ, (NAC Z), Hl z, 121 
停 时 ,所 以 ,由 (让 ) 有 
E (F Xoe ))= E (E (f(X,))) 
= E (E? (/(X,));A ) 
+ E (E (fF(X.)); Q — A) 
= E (E) (f(X,));A) + AAPA- A) 
(3.22) 
(最 后 一 个 等 式 由 已 (X = A) = 1, X(%)= A m). XAK 
E (f(X,., )) = E* (f(X,.,);A) + f(A)P'(Q - A), 
(3.23) 
由 (3.22)、(3.23) 48(3.21) 式 . 
(H= (iv). 设 ( 首 ) 成 立 , 则 关 必 为 马尔 可 夫 过 程 ,由 命题 
3.10 有 9,8 C Z (r 12, ) 停 时 ), 故 
f°。0.€ bg (rE [Z | 停 时 ,& € b9’). 
而 由 (3.17) 式 及 定理 2.1(1) 知 EX (£) € Z .所 以 为 证 (iV), 只 
需 证 明 ， 
E’(£°0.;A) = FE’(E*'"(é);A) (3.24) 
(对 一 切 z E E,, £ Eb9 ,rt 是 | 多} 停 时 ,A € Z ) R. AHA 
调 系 定理 , 则 只 需 证 明 (3.24) 式 对 一 切 x EE, EEX r E12 | 
停 时 ,A € Z 成立, 其 中 


X= U, 
A = EE = 6X), 0 过 下 < =: < tn, 
j=l 


fi Ebé j= 1, m). 
今 对 n 作 归 纳 法 . 当 n = 1f, EEA, IHEMIF | Biz, A € 


(N Wnt 
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Z ,由 (让 ) 立 得 (3.24) 式 对 此 € 成立. 设 (3.24) 式 对 任何 & C 
Ha 12) 停 时 rt, 及 A € Z 成 立 , 推 证 (3.24) RIIHEN e C Z ` 


Z, Er, K AEF RELEE, IER é = H f(x )e x, 
j=l Í 


今 





Ta = TE, (3.25) 
则 由 r, ELZ) 停 时 ,zt 之 z, t, 之 t, 及 命题 3.4 ( j ) 知 
A €Z C ， (3.26) 
H 
ÎI, EDF, CCbz . (3.27) 
H r, 是 1 多 人 27) 式 和 ( Da 
E (ë, ° 8 z | Z F.) 
一 E (Ix ttr ) | Z, .) 
=E ( fy (X... DIEAS F) 
一 = IO. )E' (Sal Xetea) F, ) 
= Lp X...) ' “Em (f, (X, “L. 2), (3.28) 
所 以 
E" (ë ° 9 ;A) 
= E ( [J fCX,.. ) ° E” (ACX, -4A ) 
(AEF . C Z, ). (3.29) 
#* 


= “x EE, 1<;< n-1, 
as fi(TIE (flX ,  );A), z€ E, j= n -1, 
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则 由 r, = z+. 及 (3.29) 式 并 用 归纳 法 假设 得 
E (& ° 0.;A) = e (TCX,.);4) 
= e (Ile (x,)): 0; A) 
“p(me(Ñsceo)a) 


= E: (Ex ( PD (fa (Xa e DIIS, ));A ). 
(3.30) 
(HE H ( ili ) 有 
ED (AX , D = EX) 15, ), 


n—1 
H||£(X )Ceb% 得 
j=1 J n-li 


[T/CX,) ERX a) 


1 


一 E ( || £X) Z, )= E (£o | F) 
(对 一 切 x c Ea), 


所 以 
并 一 ] 
Ex) ( J] AX, ) e EP GX, -a )))= EO (8). 
j=l 


(3.31) 
H (3.30), (3.31) 式 得 
E*(& ° 8,34) = E (EO (6); A). 
H BP (3.24) AXI — H EE Z x EEL (F) 停 时 z 及 一 切 A € Z 
RAL. BAEZ. (ii = v) 获 证 . 
(Ív)=>( i). (iv) Kar. JR f € bé, £ = f(X,),JB(3.20) 
式 两 边 取 期 望 即 得 ( i ). 
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RO iX=(0O,Z,Z ,X,,0,,P* ,TT) 是 以 (Es,64) 为 状态 空 
e RT kit, I = F, F, = Z, Wl | 
(1) 对 任何 | 多 | r z, + C T,3# 


0-19g C Z..,, 从 而 0-1 C 5; (3.32) 
(2) “对 任何 | 多 | 停 时 rzE E, ZAER £ € b2,# 

E (£ ° 0, | 2 ) = EO (E). (3.33) 
证 (1) 由 命题 3.10 有 

09 C Fars GLP C Z. (3.34) 


nB 2.7 RF, 2. 8, Pir € E, , Pu E é, 上 的 有 
限 测 度 } 分 别 相 当 于 命题 2.7 中 的 6 ,8,9 ,2 ,Ui,U,, 则 由 
(3.34) 式 , 用 命题 2.7, 为 证 (3.32) 式 , 只 需 证 明 U9-' C U, (IN 


(3 


为 9 = (8A (IA) =9% (E), Fa, EF, = (F) = 
9 (6 )) .事实 上 , 任 取 产 EUD), 定 义 y，= P' e X ARACE 
g ,由 强 马尔 可 夫 性 (S. M,) 有 

POI (A) = E (1, ° 0.) = E (ECO ,)) 


— | E (14 ) (PX-')(dy) 


= | E Qa )»(dy) = P(A). 


WERU, 0 C U. (1) 证 毕 . 

(2) 由 (3.32) 式 第 二 式 及 上 E bZ l £ ° 0, € bZ,#k(3.33) 
式 左 端 之 条 件 期 望 存在 . 而 由 (3.17) 式 及 定理 2.3 (2) 可 知 
EX) (£) € F, WEM 2.3(5) 可 证 (3.33) R. 

命题 3.11 Ü X = (0,#,2 ,X,,0,,P' T) £ A (E, ,6 ) 为 
状态 空间 的 强 马 尔 可 夫 过 程 ,= 多， Z =F, p, 3325121. 
[$| 停 时 , 则 gp + z 0. 是 | 多 停 时 . u 

E — Q 为 有 理 数 集 ,6 = 7 + r ° 0, , 则 
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I£ < t| = Y. |[p<t-—r, r° 80, <r}. 
r€ (0,z) 


Ir < rEg. (3.35) 
再 用 7 是 {到 | 停 时 及 (3.32)、(3.35) 式 得 
[r° 0, < r| = 0, Íz < r) E Fp. (3.36) 


所 以 由 Fa, 的 定义 ， 
< t —r,z ° 0, <r] 一 ire < r] iln+r <t] € Z. 
从 而 | 上 < 1 EF, (G€ [0,°)), Bl £ 12 | 停 时 . 

显然 ,命题 3.11 中 ,把 条 件 改 为 y 和 + 分 别 为 { 甩 上 K1 | 停 
时 ,命题 的 结论 仍然 成 立 .但 命题 之 结论 可 否 加 强 为 y+ z ° 0, 是 
lZ 1 停 时 , 尚 属 未 知 . 

定义 3.6 设 B 是 一 个 Banach 空间 . 称 由 B 到 B 的 算 子 半 群 
IF, :t € [0,%)| 是 强 连续 的 ,如 果 

lim | Ff- F fl =0 (t € [0,%), f €B). 


对 于 以 (Es ,6 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 X = (Q ,Z,2 , 
X,,0.,P,T), 在 (3.19) 式 中 我 们 曾 引 进 过 一 族 由 b& 到 b8 的 算 子 
{iP,:t € [0,°o)1, 

(Pf)(x)= E*(f(X,); X, € E) = E*(f(X,)) 
(£ € (0,%), f € bê, x € E,), (3.19) 
P, = 了 是 恒 等 算 子 ， 
bE = {f:f(A) = 0, f € bét, 
# fE bé 中 引进 范 数 | £] = sup | f(x) 1, 则 be 成 为 Banach Z 


E, {P,:ż € [0,co)}| 是 有 界线 性 算 子 族 . 而且 用 K-C 方 程式 易 证 
P, ° P, = P,,,(s,t € [0,%)), | P, | 过 1 所 以 |P:reE[0,co)| 
是 b6 上 的 一 个 压缩 型 半 群 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,以 bgE” = {f:f(A)=0, f € bE) f& bé, 
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有 完全 类 似 的 结果 
下 面 我 们 研究 b& ”上 的 压缩 型 半 群 1P, :zt C [0,co)} 的 预 解 
式 . 
定义 3.7 称 以 (E。 ,6& ) 为 状态 空间 的 随机 过 程 X = (Q ,Z, 
多 ,Xi0 ,P*' T) 是 乡 可 测 的 ,如 果 
X(C, -) € (BAT) xP YE. (3.37) 
I A Mu TAE ZT) M ó, LARWE, T) x 2° 2 
KCB) x 6°) 关于 À x P“ AZEM. E XES 可 测 的 , 则 由 
(3.37) 式 及 命题 2.7 系 2 得 
X(:,:) € (@(T) x 9 ) fe (3.38) 
对 B(T), E, 上 的 一 切 有 限 测 度 1 Mae RA, MERER r E be, H 
(3.37) 有 





/(X(:, ')) € KZT) x $°). (3.39) 
任 取 f € bé" ,由 (3.38) 式 有 
f(X(:, -)) € b(2(T) x gey, (3.40) 


命题 3.12 RAE, E) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 X = 
《0 99 ,X, ,0, PT) ÆG 可 测 的 . 任 取 了 Eb6( 相 应 地 b@* ) , 
则 
(t,£) (Pf)(z) (z€ T, < € E,) 
ZA Jf (CT) x E) ( 48 8 Mb (@CT) x ENTA, jt. j 
CACT) x Ea) ACB) x ó, ) X TÀ X u 的 完备 化 . 
证 <S = |]B =< AxXA:A C 2(T), A € %°|, 
X= {h:h € b(3(T) x %°) B 
| hC, w) P (de) € b(2(T) x 6,)|, 


M) 3 E H #.,BHB |(9) = 2(T) x 8". 又 显然 1€ 交 且 任 取 A x 
AEM, VS 
h A laxa € b(%(T) x 9°), 
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| oO)P' (dw) = 14 C)P' (A) E€ BACT) x &,) 


(上 式 用 到 了 定理 2.1 (1):P (4) € b@ ) ,总 之 
h = lx EX (VA XA E€. 
所 以 ,用 单调 系 定 理 可 证 
H= b(B(T) x %°), 
从 而 ,对 任何 € KAMT) x 2°?) ,# 


| oao)P' (dw) € b(2CT) x 8,). 
而 对 任何 f € bé, HH(3.39) 有 f(X(:, -)) € b(2(T) x %9) ,所 以 
(P./)(z) = | f(XG o ))P* (dw) € KCT) x 6,). 


当 f € bé" 时 ,类 似 地 (在 应 用 (3.39) 的 地 方 改 用 (3.40)) 可 证 
(Pf)(x) € b(%@(T) x E)". 
定义 3.8 设 X= (0,8 Z ,X,,0 PT) 是 以 ( ,8 ) 为 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 且 是 9 可 测 的 ,对 a >0，FEbe&*, 定 
义 


(Uf)(z) a| se”(PA)(z)d 


_ 区 (| EAX ar) (z CE). (3.41) 


BU 为 X 的 a- 位 势 算 子 ,而 称 { Ur :a > 01 为 X 的 预 解 式 , 或 半 
REIP, t € T) 的 预 解 式 . 

命题 3.13 设 X 和 jiLia > 0] 如 上 , 则 

(1) f€ bé" (相应 地 ,bl) => Uf € bé" (相应 地 ，b@) 
(Ya > 0); 

(2) f, € bE (相应 地 ,bg)，c € R (G = 1, n) 
>U (Zah) UGU A) € bë" (相应 地 ,bb) (Ya > 0); 


t 
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(3) ol 人 sp lA ST (Va >0) (Il 2 


sup i fa) |, f € bé" <, bó). 

(4) ”满足 预 解 方程 式 : 

U — U’ = (B-a)U UP (a>0, R>0). (3.42) 

w (3.42) PP U ° Uf = UP. (Ya > 0, 8 > 0). 

证 (1) 任 取 f C bé" ,由 (3.40)， 

f(X(:, :)) € b(@(T) x 9) 

(4 Æ ZMT) 上 任 一 有 限 测 度 ,w 是 68 上任 一 有 限 测度 ). 

自 先 我 们 证 明 


| SXG, .di € (GO JP 
今 
MA) = | e“d: (A € 2(T)), 
yb 2.4 及 fF(X('，')) € b(2(T) x 99 得 知 存 在 
FPC, +) € bET) x 8°) 使 
FPPC, < /f(X(:, DIK (., .), 
(A x PEAP = ft) = =0 (YP, p E é, 上任 一 有 限 测度 )， 
石 令 
gi (° paf e “f(t,.) 
— | FPG, OAH ES (Ee 上 有 限 测度 )， 
用 Fubini 定理 立 得 
P(g1” 关 gy” )=0 (对 6 上任 一 有 限 测度 j). 
所 以 
| “(XG dt € (9°) 
(对 é, 上 任何 有 限 测度 ¿). 
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m f 48 2 BJ , P UJ 
| AXC, -dt € b(89): = by, 
所 以 ,由 定理 2.3(2) 知 
"(esx )e pe: 
AEE SE bé" , 则 有 f(A)=0 及 P(X,= A)=1, 故 
E° ([ EFX, w) dr) = 0. 


故 Uf € bë". 

(2) ”显然 成 立 . 

(3) 和 (4) 通过 直接 计算 即 可 得 .定理 证 毕 . 

本 下 剩余 部 分 恒 设 E, 是 度量 空间 ,6 = 2(E,). 

定义 3.9 称 X= (899 X, 0 PT) 是 右 连 续 的 ,如 果 
Vw E 0Q,X(',w) 是 右 连续 的 . 

定理 3.2 KX =(0O,Z 2 , X ,0 P T)# A (E, ,8 ) 为 
状态 空间 的 右 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ,二 F, F, = F, (Arn th RE 
2.4k X £ 1 (E, ,EX ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ). 若 存 在 一 个 
由 瓦 上 的 某 些 连续 函数 所 构成 的 向 量 空间 了 ,使 

(1) ”对 几乎 所 有 的 w € 0Q, 及 任何 a > 0,44 f € L, 
UfA(X(',w)) 在 [0,Y(w)) 上 右 连续 ,其 中 5 是 X 的 “寿命 ” 

(2) IE FEdffff+£G, Ef, C L, f, A Lo. 
则 X = (0 ,%,2Z2,. ,X,,0,,P' T) ACE, ,6 ) 为 状态 空间 的 强 
ERTI, XTA. 

证 ”由 于 和 是 右 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ,所 以 X 是 循序 可 测 
的 .而 多, DF, ,所 以 X BEYT. LAAF, F =F, 
MATZ, = Z. .因此 ,用 命题 3.8 可 知 :对 任何 {入 | 停 时 z 及 任何 
F 1 停 时 wn, 均 有 
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X € Ffês, X,€ Feli. 

因此 ,为 证 X ` # X BJSN U (E, ,é, ) 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 只 

需 证 明 对 任何 | 多 ,上 停 时 7 ,有 

(S: M YE (/(X,,,)) = E (E (f(X,))) 

(= € Ea, t € T, f € bó). (3.43) 
若 能 证 明 (3.43) 对 一 切 x € East € T. (Fn) 停 时 7 及 一 切 
f EL 成 立 , 则 由 上 满足 性 质 (2) 可 知 :(3.43) 对 一 切 x € E, 
t € T, {Fu | 停 时 7 及 一 切 1 (G 是 E 中 任 一 开 子 集 ) 成 立 . 再 用 
单调 系 定理 (注意 :全 体 开 集 构 成 世系 , 且 它 产生 的 代数 就 是 6) 
可 知 (3.43) 对 一 切 zE Eat € T. {F} IFR} n RHS E bé sË 


一 


`. 


下 面 证 明 (3.43) 对 一 切 f € 工 成 立 .事实 上 任 取 ffEL, 作 


©, 当 7 = eo, 
则 7, Y 7 所 以 由 三 的 连续 性 及 X(.,w) 的 右 连 续 性 可 知 
lim f(X,.,)= f(X;,.,). (3.44) 


由 7 是 {多 ,1 停 时 及 命题 3.1 得 





Ja T 5 | C Fyn”. 
HJH X 的 马尔 可 夫 性 得 
E ( E (/(X,); Ma = >) 


= E” (SO); 7 = >). (3.45) 


由 元 满足 (1) 及 
t > => U ( f(X (:))) = 0 
(注意 :f € L, AT f 是 定义 在 上 的 函数 , 按 以 前 的 约定 f 自动 
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扩张 到 EE。 上 去 而 使 f(A) = 0, 此 处 5 是 X 的 寿命 . ) 可 得 
lim U (f(X,,)) = U"(f(X,)), [a.e. J. (3.46) 
H (3.44), (3.45), (3.46) 并 用 控制 收敛 定理 再 注意 /( X. ) 
= f(A) = 0 可 得 


| E. (f(X(t + 7)))d 


I! 


lim E” (小 e “f(X(z + Ja) )dt | 


l! 


im DE [| e “(XG + 起))dis = £ J 
— 0 2 2 


M PO 1 _ 


I! 


p-> CX 


mD E (S E EAOa =) 


- [EE EO AXE dr. (3.47) 
由 Laplace 变换 的 唯一 性 ,从 (3.47) 3: (3.43) 对 一 切 f € L F 
立 .定理 证 毕 . 
系 ”在 定理 3.2 的 条 件 下 ,X = (0 ,9,9，,X ,0 P, 了) 是 
(E, ,84 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 . 
证 ”在 定理 3.2 条 件 下 ,X ”是 强 马 尔 可 夫 过 程 ,更 是 马尔 可 
KAE. m Z. 也 9 ,9 站 乡 故 系 成 立 . 
定理 3.3 #X=(R,9, 2a, X, ,0 PFD 是 以 (EE,,@, ) 为 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 , 则 
% =%, (¿C€ T. (3.48) 
证 由 X 是 马尔 可 夫 过 程 得 知 
E" (£ o 0,|%,) = EXG) (£) 
(Vt ET, 4 是 86 上 的 任 一 有 限 测度 ,& € bg) .但 是 由 定理 2.1 
(1) RX) € Z%/ë, 得 
E“ (£) € 8P. 
所 以 
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E" (E° 0,|%,) = E (E ° 0,|%). (3.49) 
推 证 
E“ (E| Gn) = E (E|). (3.50) 
利用 单调 系 定 理 ,只 需 证 明 形 如 


¿= [AX (f € bé,, 0 < zt, < 
i 二 1 
<t << tu LEK t, nl) 


的 & 能 使 (3.50) 成 立 . 
事实 上 ,对 这 种 €, 总 可 表示 为 


e= (TACXG))G .0), G = TIA - D), 
而 对 这 种 ,由 (3.49) 总 有 


E" (E| 9) = (TT f(x) )) )E*(G ° 09.1%) 


(3.49) 49) 


GTAGxGD)))B(G， 9, |82) 
= -EELS | 
(3.50) 得 证 ,因此 取 & = 1, , A € 0 ,由 (3.50) 得 
l, = E" (1, |2) = E, 12°), (3.51) 
而 (3.51) 右 方 关于 $ 是 可 测 的 ,所 以 存在 &* € 90 ,使 PE 
EL) = 0, 即 存在 人 € 8 ,使 P(AAA,) =0. 因 此 ,由 命题 2.5 
(1) 得 知 
A € (@) 2 ((@?)U2 g, 
U = 1P :4 是 6 上 有 限 测度 }. 
这 就 证 明了 ;9 C %. 
为 了 完成 定理 3.3 的 证 明 , 先 证 明 
相 理 3.1 <(D,29) 为 可 测 空间 ,|9,:1 C T) 是 名 中 一 族 单 - 
增 子 ao 代数,U 是 外 上 一 族 有 限 测 度 , 名 ,= 9U(9U) 3 9, AFU 
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在 3 中 的 完备 化 , (9 ) 之 定义 类 似 . 则 








(2) = (@,), a (1 9,. (3.52) 
证 EM 为 中 全 体 j 2348. mA 2.5 (1) 有 
(2,, ) = Qe(% U M”), (3.53) 
(2,), = (19, =N QE. UM“), (3.54) 
所 以 

(9,),D (2a). (3.55) 

今 任 取 A € (9,), ,由 (3.51) 式 可 取 s, yt, 使 
A < (la (9, UM) (2—1). (3.56) 


但 由 命题 2.5 (1) 有 
Noc(2, URM“) 
ACT .n 
= (AC: 3A272 E2, u(AP AA) = O|, 


(3.57) 
H (3.56), (3.57) 得 
A = AP ACA AA), AP ED, , (AAA) = 0 


(对 一 切 uE U, n > 1). (3.58) 


> 


_ co GO n _ w co (n) oo 
E Y DAs ü lim NAs < (12, ü a , 


ulA,) = plAAA) 
uU N, (AP = AD) aCA, YCA - Am) 


< on (A — A)+ Sala- A) 
n= n=] 


= 2 (AAA) = = 0. 
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所 以 A, EM (Va € U). H A, = A,AA fA = A,AA,. 而 
S A, EM", A, € 9,. ,所 以 
A € o(p UM“) (Va € U). 
因此 再 用 命题 2.5(1) 得 
A € (e (9,, UR) = 2 (27)= (9,.), 





所 以 
(3 ) c (24). (3.59) 
H (3.55) #l(3.59) 即 得 引 理 3.1. 
现在 利用 引 理 3,1 来 完成 定理 3.3 的 证 明 . 由 引 理 3.1 及 前 面 
已 证 明 的 30% CS 有 
Ga = (G) = (0 ) C $, = 9, 
m] % C %, ERAD. WER 3.3 得 证 . 
定义 3.10 D X=(0,Z 2 X 0, PT) ÆU, 6) H 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ,E, 是 度量 空间 ,6 = 2E), {Put € 
10,%)| Æ X ET Æ K Banach 空 间 b& 上 的 压缩 半 群 , U.a >0| 
是 其 预 解 式 . C(E) 表示 已 上 的 全 体 有 界 连 续 函 数 ( 当 然 C(E) CC 
bé). 
(1) #P,(C(E)) C C(E), V: €C [0,%o), 则 称 久 是 Feller 
过 程 ; | 
(2) # U'(C(E))C C(E), Va > 0,WER X Æ Feller 
过 程 . 
命题 3.14 Feller 过 程 必 为 弱 Feller 过 程 . 
证 ”因为 
(Ufe) = | e“(P.D(z)d: (f E€ be), 


HA, Æ X Z Feller 过 程 ,用 控制 收敛 定理 立即 可 得 
f € C(E)=> PS € C(E)=>= U f € CE) la> 0). 
故 Feller 过 程 必 为 弱 Feller 过 程 . 
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定理 3.4 设 X= (0,22 Xi，0 PPT) 是 以 (EGG ) 为 
状态 空间 的 弱 Feller t, F = F, F = Z , B) X* = R,P F, 
X 0 PT) RAIE, Ea) 为 状态 空间 的 强 蕊 尔 可 夫 过 程 , 久 亦 

证 ”在 定理 3.2 中 取 上 = C(E), MWh X 的 右 连续 性 及 弱 
Feller 性 得 知 工 满足 定理 3.2 中 的 条 件 (1). 令 下 为 EF 中 任 一 闭 集 ， 
o É E 中 度量 ,再 令 


F, = z € E:o(xz , F) < 





N 中 


K, = |= € E:o(z， F) 之 





_ plz,K,) 
fatz) = Plz, Kna) + polz, FP,)’ 


则 Fn K, EWR , fa € CCE), f, v 1. EBL = C(E) 满 足 定理 
3.2 中 的 条 件 (2). 故 由 定理 3.2 立刻 可 得 定理 3.4. 


34 马尔 可 夫 过 程 的 分 类 及 轨道 性 质 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 对 马尔 可 夫 过 程 进 行 分 类 ,并 介绍 其 轨道 
性 质 . 

设 X= 1X,:t ET 是 概率 空间 (0 ,8Z,P) 上 的 以 (E ,6) 为 状 
态 空 间 、 以 Pl(s,zx,t,A) 为 转移 函数 的 马尔 可 夫 过 程 ,CC 
[0, co . 我 们 对 X 分 类 的 标准 依据 下 列 四 要 素 : 

(1) ”时 间 域 T; 

(2) ”状态 空间 (E,@); 

(3) ”转移 函数 P(s,z,t, A); 

(4) ”轨道 X(.,w) 的 性 质 . 

定义 4.1 车 上 述 马 尔 可 夫 过 程 X 的 时 间 域 工 是 一 区 间 ( 有 
限 的 或 无 穷 的 ) 则 称 X 是 马尔 可 夫 过 程 , 若 T 是 可 数 集 , 通常 取 
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T = |0,1,2,::1, 则 称 X 是 马尔 可 夫 链 ; 依 状态 空间 (下 ,6) 来 分 
类 , 当 五 是 可 数 集 时 (这 时 6 可 取 为 下 的 一 切 子 集 ) 称 X 是 可 数 状 
AHB. ACE, E) 是 一 般 的 可 测 空间 , 称 X 是 一 般 状 态 的 ; 依 转移 函 
数 P(y,zriA4A) 来 分 类 ,; 若 P(y,z,li4)= Pt-yz,A) 是 时 
齐 的 , 则 称 X 是 时 齐 的 ,反之 称 X 是非 时 齐 的 ; 依 轨 道 X(.,ow) 来 
分 类 , 奉 儿 乎 所 有 的 轨道 都 是 连续 函数 时 , 称 X 是 纯 连 续 的 , 若 几 
乎 所 有 的 轨道 都 不 是 连续 函数 , 称 X 是 纯 间断 的 . 当然 , 既 非 纯 连 
续 亦 非 纯 间 断 的 X 也 是 存在 的 . 

由 于 马尔 可 夫 过 程 X 的 概率 规律 性 由 其 有 限 维 分 布 族 所 决 
定 , 而 有 限 维 分 布 族 又 由 初始 分 布 与 转移 函数 决定 .初始 分 布 很 简 
单 ,从 理论 上 看 ,有 时 可 以 适当 取 , 所 以 转移 函数 对 马尔 可 夫 过 程 
来 说 至 关 重 要 .马尔 可 夫 性 在 分 布 隐 数 上 的 表现 就 是 KK-C 方 程式 . 
下 面 我 们 就 来 分 析 各 种 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 X 的 转移 函数 的 形 
趟 及 K-C 方 程式 的 表述 . 先 就 以 前 三 个 标准 一 一 时 间 域 TT、 REE 
间 (E,6)、 转 移师 数 来 观察 : 

1) ”一 般 状 态 非 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 

其 转移 也 数 为 Pl(s,zx,t,A)(s,t E10,C), st, z € E, 
A € @), K-C 方 程式 为 


| PGs,z,t,dy) P(t,y,u, A) = P(s,r,u,A) 
(stu E [0,C), s<t <u, xz C€E, AE 8. 
2) 一般 状态 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 
其 转移 函数 为 P(t ,zx,A) (t C€ [0,C), zx € E, A € OÓ, 
K-C 方程 式 为 
| PCs z,dy)P(t,y,A) = P(s +1,x,A) 


(s,t,s+ ttE[0,C), s,:>0,xE E, AE 8&8). 
3) 可 数 状态 非 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 
HBR PCs, i,t, A)(s,t E[0,C)(s<t)i €C FE Eu 
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数 集 , A C E) 由 转移 窍 阵 
P(s,t) &(pi;(s,t), i} E E) (EL[L0C)， < t) 
所 决定 (其 中 p;;(s,1) = P(s,i,t, 1j1)), K-C 方程 式 为 
P(s,t) P(t,u) = P(s,u), BR 
2 ba Cst) Pey (eu) = Ó; (s, u) 
(ij EE,s<t<u,s,t,u €[0,C)). 
4) 可 数 状态 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 
其 转移 函数 Plt,i,A) €C [0,C), i € E En] 22 E, AC 
E) 由 转移 矩阵 
P(t) S(p, (t), ij € E) G € 10,C)) 
所 决定 (其 中 p (G) = P(t,i,171)), K-C 方 程式 为 P(s)P(t) 
= P(s+z), B} 


S bials) pr (t) 一 bi Cs + E) 
REE 


(ij EE, s,t,s +t € [0,C)). 
5) 一般 状态 韭 时 齐 的 马尔 可 夫 链 
其 转移 归 数 为 Pm,rn,A)(n>m, m,n =0,1,2,..…, 
z€ E, A € é), KC 方程 式 为 


| Pon,z,n,dy)P(n,y,k,A) = P(m,z,k, A), 


(m<n<k,m,n,k =0,1,2,:-, > € E, A € @. 


H P(m,z,n, A) 的 参数 m Mn 取 离 散 值 及 K-C 方程 式 可 
MI: P(m ,z,n A) A P(m,z,m+1,A)(m = 0,1,2,:: 


', = 和 
E, A € @ 所 决定 , 且 K-C 方 程式 与 


| Plm, x,m +1,dyPlm+1,y,m +2,A) 


= P(m,z,m +2,A) 
(m = 0,1,2, , LEE, AECE OS. 
6) 可 数 状 态 非 时 齐 的 马尔 可 夫 链 
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其 转移 因数 P(m in A) < n m,n=0,1,2,, í € 

E 是 可 数 集 ,A C E) 由 转移 矩阵 
P(m,m +1) (p. (m,m +1),i, € E) (m = 0,1,:::) 
所 决定 (其 中 pi; m,m +1)= P(m,i,m + 1 ,17|)), K-C 方程 
式 为 
P(m,m + 1)P(m+1,m +2) 
= P(m,m +2) (m = 0,1,2,.…). 

7) “一般 状态 时 齐 的 马尔 可 夫 链 

其 转移 函数 Pln,x,A) (n = 12 7EE,AEG 由 
Pr,A) 全 Prz,A4) 所 决定 ,其 K-C 方 程式 等 价 于 


P(2,r.A) = |P(z,4y)P(y,A) (a CE, AGO. 


8) ”可 数 状 态 时 齐 的 马尔 可 夫 链 

其 苇 移 畏 数 P(n,i,A) (n=1,2,…, iE ERKE, AC 
E) 由 转移 矩阵 

P = (pj, ij € E) (其 中 pp, = P(1,:,1;1)) 
决定 ,其 KK-C 方 程式 等 价 于 
P? = (P(2,i,{j}), i,j} € E). 

前 面 是 根据 第 1 至 第 3 个 标准 来 对 马尔 可 夫 过 程 进行 分 类 
有 的. 下面 我 们 研究 马尔 可 夫 过 程 的 轨道 性 质 . 

容 匈 看 出 :第 五 章 §1 研究 的 Poisson 过 程 是 可 数 状 态 的 时 齐 
的 纯 间 断 的 马尔 可 夫 过 程 ;第 五 章 Š 2 研究 的 Brown 运动 是 一 般 
状态 的 时 齐 的 纯 连 续 的 马尔 可 夫 过 程 .Levy 过 程 是 马尔 可 夫 过 
程 , 但 一 般 来 说 , 它 既 不 一 定 纯 连续 也 不 一 定 纯 间 断 . 

下 面 我 们 给 出 马尔 可 夫 过 程 轨道 纯 连 续 的 一 个 判别 定理 .这 
束 是 下 面 的 著名 的 [prHgnn-Kinney 定理 . 

定理 4.1 设 X= [X i € T=[0,C)] 是 以 (R,F(R)) 为 
状态 空间 、 以 P(s,xz,1,A) 为 转移 兄 数 的 可 分 的 马尔 可 夫 过 程 ,人 
可 为 自 实数 亦 可 为 co. 令 V(rz)=R-(x- ezte) Iae 
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邻 域 之 补 集 ， 
ot) & sup P(s,x,s+u,V.(z)), (4.1) 
rR OSL 
如 采 
im E -o (Ve >0)， (4.2) 
上 一 人 十 t 


则 几乎 所 有 的 轨道 X w) ÆTL, Ep X 2 53k bk 00 R 
夫 过 程 ， 

证 明 参 见 |76] §5.3 定理 1. 

注 条件 (4.2) 的 概率 意义 是 : 当 在 时 刻 s 质点 处 于 x 时 ,经 
过 一 段 短 时 间 (< 1) ,质点 跑 出 x 的 e 邻 域 的 概率 对 x 和 s 一 致 
地 很 小 ,小 到 比 z 的 阶 还 要 小 (1 — 0 时 ). 

下 面 我 们 研究 定理 4.1 的 逆 问 题 .首先 我 们 引进 几 个 概念 . 

定义 4.2 ” 设 (E,o) 是 度量 空间 ,G 是 EE 中 开 集 ,C HEX 


或 oo, 
f:[0,C) >E, 
今 
re & rof) infit € [0,C);:o (/f([0,:]),E — G) = 0| 
(约定 inf (Ó = œ). (4.3) 


命题 4.1 若 太 在 10,C) 上 连续 且 G 是 开 集 ,0< r <œ, A] ro 
Æ JIE — G 的 时 刻 , 而 且 
fir) € G (E—- G) (G ZG >B 6,). 
证 由 xj 的 连续 性 及 rc 之 定义 和 G 是 开 集 , 立即 可 得 
flte) € G. 
下 面 证 明 firs) € E-G. ERe >0, 由 pb(f([0,z +e])， 
E - G) = 0 得 知 存在 e, 一 a < 0, fËš 


o(f(ze +e), E-G) < >. (4.4) 
£ a < 0, 由 (4.4) K f oC, A) 的 连续 性 得 
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o(f(zç +a),E —- G) = 0. 
这 与 rc JE X FB Bl a = 0, 即 
o(/f(zc),E — G) = 0. 

fH E — G 是 闭 集 , 所 以 flrs) € E - G. 命 题 证 毕 . 

注意 :此 处 GERR, PIL G Y (E-G)=G-G=G-G' 
全 9G 是 G 的 “边界 ”. 

定义 4.3 i f:[0,C) R, G = (abljCR，rcl(P 如 
(4.3) MEX, PRS EG 中 连续 ,如 果 f 对 t: C lO, rs (f) ] 连续 . 称 
随机 过 程 X= 1íX,:: € [0,C) # G 中 连续 ,如 果 对 几乎 所 有 的 
w, X(f tE lO, re XC, o) l 连续 .此 处 C 可 为 正 实数 亦 
可 为 œ. 

定理 4.2 设 X= |IXCt):E[0,C) 是 以 (及 ,9(R)) 为 状 
态 空间 的 时 齐 的 以 P,e, A) AHR R 2k 6) # 8 Pk 60 38 H, K SJ 
夫 过 程 ,G X 民 中 之 开 集 . 若 久 在 @ 中 连续 , 则 对 任意 XEU = 
(uiu) TCG, ES 

P(#,=,R— U) = volt) (3 ;—(0O. (4.5) 
证 明 参 见 [76] $ 5.3 定理 2. 


第 八 章 ” 纯 间断 马尔 可 夫 过 程 


在 第 七 章 中 , 我 们 经 常 假定 让 是 L.C.C.B.T. 空间 ,8 = 
BE) ÈE E 中 全 体 Bord 集合 . 从 时 齐 的 具有 推移 算 子 的 以 (EE,， 
6 ) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 X = (Q 2, X, ,0, P' T) 出 
发 ,引进 过 X 的 转移 函数 P(t,x,A) G € T, z € E,, AEG) 
及 它 所 产生 的 半 群 1P,:t € T) AHRR U :a > 01. 

在 这 一 章 的 31 和 $2 中 ,我 们 经 常 假定 (E,8) 是 任意 可 测 空 
ECE 中 不 必 有 拓扑 ), 并 撤 开 马尔 可 夫 过 程 XX, 研 究 (E,6) 上 的 
(Œ) 转移 函数 P(i,z,A) (£ €10,%), z € E, A € 6 K >> 
生 的 半 群 1P,:: € [0,co)} 和 预 解 式 | U :a > 01 的 分 析 性 质 .本 
HERT = [0,0), Zo = 9T) 为 下 的 全 体 Borel 集合 . 


S1 准 转 移 函 数 及 其 半 群 之 连续 性 、 可 微 性 


在 这 一 节 , 设 对 角 线 集合 {1(x,z):xX €C E) € Ex@ 从 而 玉 的 
任何 单 点 集合 {zi € é (z< EF). 再 设 T= [0,co). bé#k sup 定义 
范 数 而 成 Banach ZE. P(r,+z,A)G: € T, z € E, A € @) RË 
FEAR, P, € TI 是 由 P(i,x,A) 所 产生 的 be& 上 的 半 群 ， 


(P, )(z) = | Pz,z,dy)f(>) (z € T, z € E, f € bê) 


P, = I EBERT. {U a >01 E P( i ,z 4A)( 或 1P :rr ET) 
所 确定 的 预 解 式 : 
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(Uf) = | (PP(z)dz (a > 0,z € E,f € bó). 


定义 1.1 RIF :t € T; E Banach Z BJ B F BJ EAR ER. 

称 
B, = (f:f € B, (s) lim F, f = f! 

为 !F.1 的 连续 域 . 

(注意 :此 处 及 今后 ,极限 、 连 续 、 导 数 、 积 分 和 (条 件 ) 期 望 号 
前 冠 以 (s), 仍 如 前 所 说 明 的 ,它们 指 强 极限 、 强 连续 、 强 导数 、 强 积 
分 (Bochner 积分 ) 和 强 ( 条 件 ) 期 望 . ) 

而 称 


Ia = | f: f € B, BEE g € B,lë g = (s) lim +(F, f = D)! 
为 1 1 的 无 穷 小 算 子 的 定义 域 , 称 由 下 式 定义 的 A 为 {下 的 强 
无 穷 小 算 子 ， 

Af = (s) lim EFS- f), f€ 9,. 

荫 题 1.1 设 B 是 了 B 上 压缩 型 半 群 | 下 :六 ET 的 连续 域 A 
是 其 强 无 穷 小 算 子 , 则 

(1) B Æ BHART EK; 

(2) #EE Z f C€ B,, z >F, f £ T 5 £ 2k ; 

(s (Ff) = A F. f= F, ° Af G€ B); 

(4) 2, £ B, F# A m 2, = B,(2, 表示 9 之 闭 包 ); 

(5) 对 任何 wa > 0, al 一 A 有 送 算 子 :(al — A)! = R., 
IR :a > 0| RALF, :t € T 的 强 预 解 式 , 其 中 

Rf= ()| "F fd (f€ B). 
注意 :由 于 F, f XJ: 而 言 强 连续 ,从 而 强 可 测 ,再 注意 下 了 | 
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< || f || EAEAN Bochner 可 积 的 . 

证 明 可 参见 第 三 章 9 5. 

Æ 1.1(Hille-Yosida) JZ B, Æ Banach Z lš] B 的 一 个 闭 线 
性 子 空间 ,9, CR, A:2, B, A 是 线性 算 子 , 则 4 决定 唯一 
— 4 B, 上 的 强 连续 的 压缩 型 的 半 群 1F :1 € T) ,使 其 强 无 穷 小 算 
子 就 是 A 的 充 要 条 件 是 : 


(i) D, Æ B PH; 
(i) ”人 和 任 取 了 E€ BB, 方 程式 
(al — A)g = f, 
eg (a > 0) 


恰 有 唯一 一 个 解 , 记 此 解 为 (al - A) ' f X.R, f; 
Gü) R, 是 有 界线 性 算 子 , 且 | R | < (a >0. 


证 明 请 参看 三 章 定 理 5.5. 
定义 1.2 PERERA Pt, c, A) 是 标准 的 ,如 果 
lim P(t,z=,A) = P(0,=,A) = L, (z) (<*= € E, A € ë>. 

定理 1.2 若 P(1,x,A) 是 标准 的 准 转 移 函 数 , 则 

(1) P(:#,z,lz=1) >0 QŒ € T, z € E); 

(2) I! P(#,z=,A) - P(u,z=,A)1<1- P(I £ — u !,z, 
ixi) (t,u ET, z € E, A € Ó, 

An A-AA z €C E, A € é, P(:,z,A) £ T E—#i£ 
续 , 而 且 对 A EC 而 言 是 等 度 的 ; 

(3) ”对 每 个 固定 的 :ET, k(z=)== P(:,z,B,) Æ z ET 
AAA, Jt P B € 6éx é, B. = |y:(zx,y)E B! £ B £<x M65438 
口 集 .特别 地 ,由 于 {x| 是 对 角 线 集 在 工 处 的 截 口 集 , 而 又 假定 了 
对 角 线 集 属于 8X 68, 所 以 Pl, r) Ær HE TAAK. 

证 (1) ”因为 对 任何 u,v € T, 有 


Pl lu +o,z,A) = | P(u,x,dy)P(v,y, A) 
E 
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—P(u,z,lz1)P(o,z,A), 


P(t,z,lz1) > GERARDI ; 


H lim P(t,z,{x}) = 1 即 得 (1). 
(2) RERE, SO t>2u,t=u+v, M 
P(:,z=,A)- P(u,z,A) 


ü | Plv,z,dy)P(u,y,A) - P(u,z,A) 


一 | | Plv,zx,dy)Plu,y,A) - P(u,z,A) 
E-—1z 


.(1-P(o,z,lz1)), 
Bi LJ 
P(t,z,A)-P(u,xz,A) >- (1 — P(v,z,{z})). 
又 因为 
P(t,z=,A)- P(u,z,A) 


<| P(v,z,dy)P(u,y,A) 
下 一 ;并 


< P(u,z,E ~ {x}) 
< 1 -—P(u,zr,1=x1). 
由 上 述 两 个 不 等 式 即 得 (2). 
(3) # B= A, XA, A, € ë (¿ = 1,2), 则 
P(t,x,B.) = 14 (x)P(t, zx, A,) 


是 工 的 6 可 测 函 数 , 注 意 到 全 体 上 述 形状 的 B 形 成 了 EX8 中 的 一 
个 瑟 系 ,而 
三 ]B:B € EX é, Piz,B) 是 过 的 @ 可 测 函数 | 
是 d 系 , 此 外 ,交还 包含 了 上 述 H £ , Ej H Z EW BJ a 代数 就 是 
Ex 《, 所 以 
HOEX é. 
(3) 得 证 . 
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系 对 标准 的 准 转移 兄 数 P(r,z,A), 对 任意 固定 的 AE 
EEA P(C, -,A) € 2, x é. 

下 面 我 们 还 要 引进 一 个 由 P(1 ,xz ,A) 所 产生 的 半 群 . 

令 Y(6)= ip4:4 是 6 上 的 全 变 差 有 限 的 完全 可 加 的 实 值 的 集 
全 函数) .在 XY(€) 中 定义 线性 运算 如 下 : 

(citi + czu) (A) 一 cy (A) + cam (A ) 
(uiy E 4E), cc ER, A € Ó); 
RAR F: 
iuli =i ul (E) (E L8), 

HP, løil= +g p (A)= A(AF), u (A)=- (AG), 
A € 6,(F,G) 是 4 的 一 组 Hahn 分 解 , 即 是 下 ,G 分 别 为 4 的 正 、 
负 集 ,F 门 G = 人 OO,FUG=E. 

容易 证 明 :4 (68) 成 一 Banach 空间 ,而 且 | £ | 就 是 “全 变 差 ” 
范 数 , 即 

lal =| x i (ŒE) 


= supi >, | x(A,) :AAA 两 两 不 交 ， 
i=l 
A, € €, UA, = E, n> 1|. 


定义 一 个 由 P(:,z, A) 导出 的 定义 在 Z (6) 上 的 半 群 1 ， 
t E TI: fx, € LE), EL 


(VaO(A) = | A(dz)P(:,z,A) GET, A € O. 


TA, V, 是 定义 在 4 (6) 上 取 值 于 Z (€) 中 的 有 界线 性 算 子 ,而 由 
P(t,zx=,A) 满足 K-C 方 程式 可 得 


(Va) (A) = | u(dz)PG + t,x,A) 


= | pldz)| Pls,z,dy) P(t,y, A) 
=(V, ° VA)(A) (s. € T, A € @. 
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TA, V. l Slul (ELE), t ET) ERAL V,: t €C TI JE 
压缩 型 的 半 群 . 
WAR 1.2 任 取 ff€ 656, a €C Z(6), X X. 
(a)= | pld) fle), 
m (P. fu) = (f, Ve), AnP t ETV, t € T] 相互 唯一 
决定 . 
让 
(Pifu) = | elde) PG, zdy) fO) = (f, Vu). 
ES e 为 6 上 的 测度 值 集中 在 |z} 的 概率 测度 , 则 
(V, a)(A) = (Ia, V,n) = (P,lA, u); 
(P, f)(x) = (P, f e) = (f, Vie). 
定理 1.3 # P(t,zx,A) 是 标准 的 准 转移 函数 , 则 1V : 
t E T) Æ LE) ELIRA ERE. 
证 ” 任 取 jE€ LE), SA, , B, Z V, 一 4 的 一 组 Hahn 分 解 ， 
则 


|Van- l = | alde), zA) = 14 (z)) 
-| eldz)(P(z,z,B,) — 18 (z)) 
< | | l| (dz) | P(z,xz, A,) — 1a (z) 


+f pl (dz) 1 P(x,B) - 1a (z) 1: 


但 是 1A1(E) = al <%, I P(:,z,A,) -14 (x) |< 2, m 
且 由 定理 1.2 有 
lim sup | P(£, £x, A, ) -l4 (zx) | 
S lim sup| 1- P(z#,z,lz1) != 0, 
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所 以 由 控制 收敛 定理 有 

lim | | l| (dz) | Plt,z,A) — 1, (z) != 0. 
仿 之 有 

lim | | u I (dx)! PG ,z,B,) — La (z) |= 0. 
故 对 任何 jy € L (E), A 


lim | Vena — n 1 = 0. 
再 利用 | V,:t € T) 是 压缩 型 半 群 及 命题 1.1 得 知 {Vw:zET 是 


强 连 续 的 . 
定理 1.4 若 PLt,zA) 是 标准 的 准 转移 函数 ,|P:reETj 


为 其 产生 的 bE 上 的 半 群 ,Da >0 为 |1P: ET 的 预 解 式 . 令 
M 为 bl 的 财 线 性 子 空 间 , 记 
UMN) = If:f = Ug, g € RNY, 
若 U“ (9) C (a > 0), 则 下 列 诸 陈 述 等 价 ， 
(i) IP,:t € Ti ÆW 上 强 连 续 ， 
(ü) lmlaUf- fl = 0 (fE); 
GD UMER FA (a > O). 
ME (D=> (i). W IP, t ET) EW Fs33FE28. ER f C 
Ji ,由 于 
| or- | = || | ae (P, f- f)dt | 
<| ae" |P. f- fla, 
所 以 ,利用 P, f Æt € T = [0,co) 上 强 连续 ,并 利用 控制 收敛 定 
理 , 在 上 式 中 令 a 一 co 即 得 (ii). 
(ü)=> Gii). P lim |a U£ — fl = 0 (Z € 927), MiB 
LU" a > 01] 满足 预 解 方 程式 
(U - U)+ (a -BU °- UP = 0 (a >0, B> 0) 
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RURI C % 可 知 
U* (9) = U (97) (不 依赖 a > 0). 
所 以 , 任 取 a > 0, FEW, VA g € 9 ,使 
Uf = Ung (g 可 依赖 于 a KRK f). 
lim | aU% g- fl = lim || «Uf — f || = 0, 

此 即 U" (DW) ED HA. 

D= (i). HU (M) EN FAC a > 0). 由 于 U (W) = 
U" (M) 不 依赖 a > 0, 所 以 任 取 了 FE VON), P fr fE g C % , 
使 f = Ufg .因此 ,由 {Ur :a > 01 满足 预 解 方程 式 可 得 

lef- f|| = || aU ° U'g — Ug | 


= |74 (U - U’)g = vel 


-|eavelt (rt t) 


2 
< — | 








因此 
lim || eUf- f| = 0 (f € Us(92)). (1.1) 
但 是 U" (97) EK PH, 所以, 任 取 ffE€E 驶 , 均 有 ff. € 
Uo (W), Elim | f. -fil = 0. 因 此 由 上 aU 中 1 及 (1.1) 式 
可 得 
limsup la aU f — fl 
< limsup( || zU" f — aU° f, | + l| GU" f, — f, | 
+i- fl) 
< limsup(2 | f, - f | + ll af,- f, |) 
=2| f, - fl. (1.2) 
在 上 式 中 令 n — œ 即 得 
lim | ar- fl =0 (fE). (1.3) 
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任 取 一 个 固定 的 8 >0. 由 于 {Cr:a >0} 满 足 预 解 方程 式 , 且 

U (M) CR (对 一 切 a > 0), 所 以 对 任何 f€ W, IA 
“Yo f = 0 = Uf = 0 (对 一 切 a > 0)”. (1.4) 
若 Uf = 0, 则 由 (1.4)、(1.3) 式 得 
f= limaU"f = 0. 

此 即 把 U” ENR HoE AREN 去 时 ,UU E: H % zl] U (97 ) 
的 一 对 一 的 算 子 .又 因为 UNO ENR 3, 而且 U 是 有 界线 
性 算 子 . || BU 过 1. 所 以 ,由 命题 1.1 (5) KEE 1.1 8 l S 
上 存在 唯一 一 个 强 连续 的 压缩 型 的 半 群 1P, :: ET 使 


Uf = (| eB /fd SEW, a>0), (1.5) 
更 有 
Uflax) =| ez)dt (FEW, EE, a>0), 


(0, 
(1.6) 
#“ f E NK=>PFEWR ET)” HE, 


Uf(z) = | EPS) (FER, xz € E, a > 0). 


(1.7) 
所 以 若 能 证 明 对 任何 f EDW, P, f(z),P, f(a) Æ t ETHER 
图 数 , 则 由 (1.6)、 (1.7) 式 及 Laplace 变换 的 唯一 性 定理 可 得 
Pf=Pf (fe W, €T, 

AMIP, t ET EW 上 强 连 续 , 且 P. (97 )C SY (¿z € T), =E Bl 
1.4 得 证 . 

事实 上 , ER f ce 只 ,由 已 和 在 上 区 工 上 强 连续 , 更 有 
(P, f)(z) 在 : ET 上 连续 ,又 因为 对 任何 x € 下 ,A € 6, 由 定理 
1.2 知 P(t,zx,A) 是 :ET 的 连续 孙 数 ,所 以 对 ( 玉 ,8) 上 的 任何 简 
单 函 数 , 即 对 
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f(x) = X cla (z) 


(c, € R, A, € é, [A] 两 两 不 交 , 且 UA, = E) 
来 说 ,人 (PP 站 (zz) 是 上 ETI 的 连续 图 数 . 今 任 取 EN, bA Jj Be. 
区 数列 1 了 1 ,使 
lim | f- fl =0. (1.8) 
所 以 
limsup | (P, f)(x) — (P, f)(x) | 
< limsup( | (P, f)(z=)—(P, f) x). 
+i (P, f,)( z) - (P, fa) Ca) | 
+I (P, f.)(z) = (P, Pa) 1) 


< limsup( | | PG, z,dy)(f(y) - f.(y)) | 


十 | | Pe z dy), (y) — f(y)) 1) 


<2| F-AM. (1.9) 
在 (1.9) AFS n -> co ,并 由 (1.8) 式 得 
lim | (P, f)(x) - (P, f)(z) | = 0. 

定理 1.4 得 证 . 

# 3 U (9 )C 3 (aI >>0), 定 理 1.4 的 (i) (或 者 (ii), 或 
者 (iii)) 成 立 , 则 

PMC (QET). 

此 事实 在 定理 1.4 的 (ii)=>=(i) 的 证 明 中 已 证 . 

下 面 我 们 研究 标准 的 准 转移 函数 及 半 群 的 可 微 性 . 

定理 1.5 设 P(Ut,z,A) 是 标准 的 准 转 移 函 数 , 则 对 任何 
r€ E, AFE 


lim 141 P, z, {x})) 
i*0+ Í 
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收敛 到 g(x) = sup 一 (5z) ,其 中 (5z) = 一 logP(tzsirh)， 


glr) TA oo. 此 外 ,还 有 
(u) qa) € ó; 
(ü) 1—P(¿,z,l|z1)<1- e 12, (1.10) 
(ii) | P(u,z,A)— P(o,z,A) I< 1 -et 

(约定 : 当 g(x)= œ, t >0 t,e” — 0). (1.11) 

先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 1.1 2 f:[0,œ) F>[0,co], 且 满足 ， 
(i)” 半 可 加 性 :f(u + o) < f(u) + f(v) (u,v > 0); 
(ii) lim f(t) = 0, 

M lip 0) = U 
证 明 甚 易 , 留 给 读者 作为 习题 . 
现在 利用 引 理 1.1 来 证 明定 理 1.5. 任意 取 定 ~ z € E, 


f(t) =-log P(t,x, |x), W f0) 满足 引 理 1.1 的 全 部 条 件 ,所 
以 





im RE = sup AD EE C). (1.12) 


O+ Í 
# q(x=)=0,JBJ F(t) =0 (对 一 切 t >0), 所 以 P(r,zx, {zr|) 
= 1 (对 一 切 : > 0), 从 而 
lim (1- PG, z,1z1)) = q(z). 
A gz) > 0, 则 当 上 充分 接近 于 0 时 有 ft) > 0, 所 以 
laL o1- fl) 
(1 P(t,x, {x})) f(t) ° t . (1.13) 
# (1.13) RFS ; — 0 + 并 由 lim fa) = 0 可 得 
lim (1 - P(t,z,lz1)) = q(=). 
由 定理 1.2 的 (3) 立 得 
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OD ga) € ë. 
H (1.12) 式 立 得 

(ii) 1- Plt,xz, lz) L1- etr 
由 (ii) 及 定理 1.2 的 (2) 立 得 

Gii) | Plu,z,A)- P(o,z,A) I[1- e0, 

定义 1.3 qlr) = 2, W z EP, c, A) URERA; 
£ 0=< q(z) < c, 则 称 z 是 P(i,z,A) 的 稳定 状态 ;特别 地 , 当 
qlr) = 0 时 , 称 稳定 状态 r 是 吸收 状态 ， 

Tu é(a) = lA:A € é, lim sup(1 ~ P(t,z, {x))) 二 01, 易 
证 élu) 是 环 , 有 "A € élu), BCA, BE E=BE Ku)”. 

定理 1.6 设 P(t,x,A) 是 标准 的 准 转移 函数 ,A € (u), 
EA, 则 


lim Plt, r, A) = q(x, A) 
t—=0+ Í 


KALAY, POS qlr, A) < =. 
先 证 一 个 引 理 . 


引 理 1.2 £ B € (u), e< 才 , 若 对 一 切 》E B, 
0 < ¿=< r, RWA 
l1-P(z,y,ly]) < e, (1.14) 
则 对 一 切 zE (0,z],— € (0,e], A€ é, AC B, z€ B-A, 
均 有 


a = 4e) 一 人) < Plv,z,A) (1.15) 


V 
证 6 
Fi(y,D)= P(u,y, D) (y € E, D € @, 
F,. (y, D) = | _F,(y,dz)P(u,z,D) 


(m >21, yC€ E, D€ Ó, 
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则 对 任何 国定 的 y E E, F,,(y,') 是 6 上 的 有 限 测 度 ,对 任何 固 
定 的 DE€ é, F,(',D) € ë (m 之 1). 此 外 ,对 m 作 归 纳 法 可 证 


P(t,x,D) = > | PCz,dy)P( —Ju,y, D) 
+| F, (z,dy)P(# — mu,y,D) 
(t> mu, m > 1, D € ë>. (1.16) 
记 ”= |Ë | 为 不 大 于 了 的 最 大 整数 
OD = A,m =n,t= v, 则 由 (1.14) 式 和 (1.16) 式 得 


P(v,z,A) > >| F(z,dy)Plv - ju,y,A) 
j=l | 


> X | EdP -ju,y, {yl) 


> (1- e) DF,(z,A). (1.17) 
所 以 ,由 工区 A, 及 (1.14)、 (L. 17) 式 得 
DEG, A) A sr (1.18) 
É D = zL, r= mu a< n), 则 由 (1.16) 式 得 


P(mu,z,l1z1) < Sinear, (x, {x}), 
所 以 ,由 上 式 和 (1.18) 式 及 P(mu, z,|z1) >1- £ #8 
F,(z,|z]) > P(mu,z,|z]) = SE,(z,A) 


E 


l — =e 





>(1-e)-— 


> ° (n> m > 1). (1.19) 


WWD=A,m=n,t= s,B|EH(1.14),(1.16),(1.19) RE 
LECAS 
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F,a(z,M)= | _F,(z,dy)P(u,y,M) 
=> F, (z,lz=1)P(u,z,M) 
可 得 
P(o,z,A)2> >| F (dy) P — ju, y, À) 
> |P(u,z,dy)P(v - u,y,A) 


+ SIF (z,dy)P(o - ju,y,A) 
> (1-e)Plu,z,A) 
+ `f, (|, F (edy) Plu, y dz) ) P(o 


— ju,z, A) 
—>(1-=)P(u,xz, A) 


+ >J Plu,z,dy)P(v - ju, y, A)F;a (z, {xz}) 





之 人 
= ((1 — £) + (n _ 1)(1 _ 3e))P(u, = A. 
所 以 
Plv, z, A) ~ (13e) nu P(u,z, A) 
Y u 
但 是 
m= S E S1- >e, 
U u JU v 
所 以 


(1 — 4e) P(u zA) < Pi z, A) 


下 面 我 们 应 用 引 理 1. > 来 证 明定 理 1 6. 令 B=AJU :zi, 则 
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(1—4e) Plu,zr,A) ~ P(u,z,A) 
Ht U 
O< <+ 0< # <e ). (1.20) 


在 (1.20) 式 中 先 令 妈 一 0+, 取 上 极限 ,再 令 v 一 0+ 取 下 极限 ,并 
注意 es > 0 可 以 任意 小 及 P(t,z,A) 宇 0 可 得 定理 1.6. 

定理 1.6 所 确定 的 g(xz,A), 只 对 x C E, x< € A, A€6 éK(u) 
才 有 定义 ,为 方便 起 见 ,可 依 下 面 方 法 把 gq(，,:) 的 定义 域 扩大 到 
LEE, A C€ é(u) EE: 

 q(z=,A) = q(z=,A — |[z=]), z€ E,A € Ku). 

定理 1.7 g(x,A) (xz € E, AGECEU) 具 有 下 列 性 质 : 

(1) q(x, Íz1) = 0, gq(z,A) < q(z=) (z € E, A € 
Eu)); x 

(2) ERZ z€ E, qlr, ) Æ Elu) 上 的 有 限 测 度 ; 

(3) ”任意 固定 A E€ (u), g(':,A)ES. 

证 (1). 3) 显然 成 立 .只 证 (2). 由 于 g(x,':) 是 8(u) 上 的 满 
足 有 限 可 加 性 的 集合 欧 数 ,又 galr) = 0, 0< q(=z,A) < eo, BJ 
以 为 证 (2), 只 需 证 明 . 
A, € lu), An C A,, NA, = = lmq(z,A,) =0 
事实 上 ,在 引 理 1.2 REK B = A, U iIzl, u = +z, £ = 二 ,有 


Plue, A, = lah) S£P(z,r,A, = lel) (0<E<e), 
在 上 式 中 令 w 一 0+ 得 
q(x,A,) < Splr,z,A, ~ [z l). 


而 Ptr,z，') 是 有 限 测度 ,所 以 在 上 式 中 令 n — co 即 得 
lmq(z,A,) = 0 (A, € Elu), A, vÓ). 


定理 1.8 E = UE,, E, € 4(u), 则 6 是 由 6(u) 所 产生 
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的 o 代数 (注意 elu) 是 环 ) ,从 而 g(xX,，*) 可 由 (ww) 唯一 地 扩张 
到 @@ 上 去 ,扩张 后 所 得 之 测度 , 仍 用 q(xz,:') 记 之 .这 时 仍 有 
(1) q(z=,A)=< q(z) (z< € E, A € ó); 
(2) ”任意 固定 XEE,g(x,') 是 8 上 的 o 有 限 测 度 ， 
(3) ”任意 固定 A € ó, q(: A) € ë. 
证 ”由 于 在 定理 1.8 条 件 下 ,对 任何 x € E, A € 6,# 


A = lim UŒ, N A), E, NAE &(u), 
所 以 ,6 是 由 elu) ER a EZ. m alr, ) Æ é( u) 是 有 限 测 
度 , 所 以 go(z，') 可 唯一 地 扩张 到 & 上 去 而 得 一 cc 有限 的 测度 , 仍 
用 alz, 记 之 ,由 于 有 


az,A) = lmg(zx, UE N A)<g(z) (z€ E, A € @, 
所 以 由 定理 1.7 立 得 定理 1.8 的 3 个 结论 


定理 1.9 #E=UE,, E, CE, E, € elu), q(xo) = 
q(xo,E) < co , 则 
dP, toA)) = alzo, A) -g(xzo)la(zo) (A € @. 


(1.21) 
kE ”由 g(xzo) = q(z ,E) < so 及 定理 1.8 知 :go(zi,，) 是 
E 上 的 有 限 测度 . 
# x € A € 8, 则 


P(t, £o, A) 
P(t, zo, E, A 
< Pozo A) (AE, N A) 
P(t,z ,A — E, 
Pze ATE) (A E,). (1.22) 


t 


但 是 ,由 E, N A € &(w), 用 定理 1.6 有 
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lim 


Puzo E, NA) -~ alaa, E, N A). = 0. (1.23) 





又 由 定理 1.5,1.6 还 有 
P(t,z  ,A _ E, ) 
L 
1 ~ P(t,zo,lzo1) _ P(t, £o E, zD) 


lim su 
一 十 P 


< lim sup[ 
t—=()+ 


f f 
= g(xo) — qlz, E, ), (1.24) 
MA, EEE, K E, q(z  ,E) = q(xzo) < oo， 
lim g(xo,A - E,) = 0, (1.25) 


则 在 (1.22) 去 中 先 令 上 一 0 +, 再 令 妈 -~ co , HH(1.23).(1.24) 和 
(1.25) 即 得 (1.21) <. 
£ 0 € A C€ E il 


Pra A) 


7 ~ q(xo,A)+ q(xo) 





P(t,xo,A 一 txel) 
t 


PG ze lob) -1 
t 


<| - q(zeA ab 


+ + q( xo) 


由 以 上 证 明 及 定理 1.5, 在 上 式 中 令 1 一 0+ 即 得 (1.21) 式 . 
定理 证 毕 . x 

定理 1.10 #qlx)< co (对 一 切 x € E), LHE, € (u), 
E, E, A HER 1.8 得 知 é Z b elu) 所 产生 的 c 代数 , 且 
qlz, ') 可 唯一 地 由 Elu) 扩张 到 8 上 去 , 且 扩 张 后 之 测度 仍 为 有 
限 测 度 . 若 再 设 q(z)== q(<x,E) (x € E), J 


(BP (tA)) = q(z,A)- ala) (a) 


上 = 


3 





(z € E, A € ë. (1.26) 
证 SE, = iz:z= €C E, q(z=)< n}, M E. À E. XAH H 
定理 1.5 有 
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1 -Pli,z,{z|) <1- et 和 1-e” (z€ E,), 
所 以 
lim sup (1 = P(t,z,1z1)) = 0 (n 1), 
0t zC E, 


即 E, € Gl(w). 因 此 由 定理 1.8、1.9 即 得 定理 1.10. 
引 理 1.3 Riun) 是 可 测 空间 (EI,@) 上 一 串 有 限 测 度 ,j 
ŽE ,G1) 上 一 个 有 限 测度 , 若 limps(A) = aCA) (A € GD) 则 
(1) f E b&= limf fdp, -|, fdp: 
(2) f,f, Ebl <M (n> 1), f, > f 
一 > imf, fadgn = |, Jfdz. 
证 明 甚 易 , 留 给 读者 作为 习题 . 
定理 1.11 在 定理 1.10 的 条 件 下 ,总 有 
EP(t,x,A) =— g(x)P(t,rz,A)+ | aCz,dy) PG, y, A) 


(CT, <€ E, ACA. (1.27) 
iF GE, >0,A >0,:- A: >0 由 K-C 方 程式 有 
P(t,=,A)— P(: — At,xz,A) 
At 


- (P(At,z, {zx)) -1)P(t - At,x,A) 


ra... P(At,z,dy)Plt — Aty, A). (1.28) 


而 由 定理 1.5 和 定理 1.2 得 知 (1.28) RANE Uq At > O+ 
时 , 它 趋 于 — q(x)P(t,x,A). 而 由 引 理 1.3 及 定理 1.10 和 定理 
1.2 有 (注意 g(xz,1zi) = 0) 


lim A P(At,z,dy)P(t - At, y, A) 


N=0+ At 


一 | a (z,dy)P(r,y,A). (1.29) 
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总 之 ， 
lim (P(x,A)- P(t = At, zr,A)) 
Ar 一 0- At 


二 一 g(rz)P(t,z,A) +| az ,dy)P(t,y,A) (r >0). 


(1.30) 
ER z 20, At > 0. 由 KK-C 方 程式 有 


a (PG: +At,z,A)— P(t,xz,A)) 


一 EP(At, z, {x| 一 1)P(t,z,A) 


Fal P(At,z,dy)Plt,y,A), 
下 一 1 了 
且 有 

lim (P(t +At,z,A)- P(t,z,A)) 

A—0+ AŻ 


=—q(z=)P(:,z,A) +Í q(z,dy)P(z,y,A) (20). 


(1.31) 
H(1.30).(1.31) 即 得 定理 1.11. 
一 般 称 (1.27) 式 为 Komoropor 倒退 方程 式 . 
定理 1.12 若 supg( 工 ) = Q< °, gq(z,E) = q(xz) (z € 
E) , ñ) 


P(t, z,A) = | Pli,z,dy)(- q(y)la(y) + q(y,A)) 


CET, <€ E, A€ Ó. (1.32) 
一 般 称 (1.32) 式 为 Kommoropos 前 进 方程 式 ， 
证 ”由 定理 1.5 及 supQ( 工 ? = 一 人 <oco, 可 得 


P(At,y,A) - P(0,y,A) 1-e es 
IRS A ~ Aa O 
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sup |— gq(y)1a(y) + q (y, A) < Q, (1.34) 
4: 0, At > 0 时 ,由 K-C 方 程式 有 
P(t1+At,x,A)— P(t,z,A) 


At 
= | Pli,z,dy) (PLY POYA) A Pt0， A2), (1.35) 


用 定理 1.10 并 注意 (1.33)、(1.34) 式 , 在 (1.35) PS At —>0 + 
并 应 用 控制 收敛 定理 可 得 

lim P(t+At,x,A)— P(t,r,A) 

Ai 一 人 0 十 At 


> | PG, z,dy)(— q(y)1,(y)+ q(y,A)) (t > 0). 


(1.36) 
A t > 0, A: > 0, z — Az > 0, 则 有 
Pl(1,x,A)— P(t — Az,xz,A) 
A t 


_ f Pd -Ar,r.4 [POA Po) 


(1.37) 
仍 用 定理 1.10 并 注意 (1.33) (1.34) 式 及 引 理 1.3, €1.37) È 
中 仿 At — 0 + 即 得 
lim P(t,z,A)- P(t —- At, z, A) 
At—>0+ At 
= | PG,z,dy)(— ql) (y) + g(y,A)) (z > 0). 
(1.38) 
H (1.36).(1.38) 式 得 (1.32) 式 . 
定理 1.13 大 supq (x) =Q < ,g(r)= g(x,E)(rE 
E), A qlr, A) =- qlx)li (x) + q(xz,A), 则 P(#,z,A) *f t 
而 言 任意 次 可 徽 , 且 
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E(P, z,A)) = | a(n,z,dy)P(z,y,A) 


(an>21, < € E, A € é, zt € T), (1.39) 
其 中 a(1,zx,A) = a(<,A), 


dg(nt+1,z,A)= | gn,z,dy)a(l,y,A) 


= | a(1,z,dy)a(n,y,A) 


(n 宕 ], <= € E, A € @. (1.40) 

证 ”对 作 归 纳 法 来 证 明 (1.39) R. 34 n = 1 时 ,由 定理 

1.11 8 (1.39) ARM. 设 n = 时, (1.39) 式 成 立 . 由 于 
1 a(k,X,A)| 志 (2Q), 且 由 定理 1.5 还 有 


P(t + At,y,A)— P(t,y,A) 
Aż 


1 — e IOA 
< TAL < gly) < Q, 
所 以 ,由 控制 收敛 定理 和 Fubini 定理 及 定理 1.11 得 


d+! 
q P(t,z,A)) 


oe Í. P(t +At,y,A)-P(t,y, A) 
lim | a(k, zdy) Ai 


= | a(k,z,dz)| 30, y,dz)PG,y,A) 


= | a(k +1,£,dy)P(t,y,A) 


(€ T, x< € E, AE®8) 
定理 得 证 . 
下 面 我 们 研究 标准 的 准 转移 函数 P, x, A) 所 产生 的 半 群 
1P: € T] 的 可 微 性 . 沿 效 本 节 前 部 的 符号 ， 
议 了 是 任意 一 个 Banach 空 间 , 记 工 ”(B) 为 由 吾 到 了 的 全 体 有 
界线 性 算 子 构成 的 Banach 空间 (其 中 线性 运算 按 通常 的 算 子 的 线 
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ERA, KLUB E FR. £ + €! L” (B), X 


e“ = DŽ Z= = (s) mD 3 (1.41) 


(1.41) 式 右 方 的 极限 是 按 L" (B) awmi. 而 yp” 
Wo Ao. o YE V 的 m 重复 合算 子 . 
etone f 


m 个 


注意 ;(1.41) 式 右 方 的 极限 是 存在 的 ,因为 














W = yl & (awl) 
_ — — , 
„am S X. m | < X, m! 
所 以 
N, g" 
Jim, ,mT 














N, oa 


H L" (B) 的 完备 性 得 知 存在 Y, C L*(B), 使 
(s) lim >, -二 一 Yi, 
命题 1.3 (1) FE L'B)= | er < ell, 
(2) W, € L* (B), 2 2 | ,| < °, 
> D Ynna = V € L" (B), 
> >, = 6 € L'(B)= Y = Ù; 
(3) Y, C L'(B), Ye = o Pe"? = eoe? 
o e"; 
(4) W € L'(B)=>(s) der = Poe” = e”? , j. 
此 命题 证 明 不 难 , 且 纯 属 泛 函 分 析 理 论 , 留 给 读者 作为 习题 
WAN 1.4 设 于 EL'(B), 今 
F =e”, 1:€T, 
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AIF t ET 是 B 上 的 强 连 续 的 半 群 ,其 强 无 穷 小 算 子 和 就 等 于 
V, A 的 定义 域 9。= B, 且 F, 对 1 任意 次 可 微 ,还 有 


(s) LF — jJ". F. = F oY" (¿€ T, n 21). (1.42) 


证 ”由 命题 1.3 即 得 命题 1.4. 
定理 1.14 设 P(t,x,A) 是 标准 的 准 转移 函数 ,1P,:: ET) 
是 由 P(t1,xz,A) 所 确定 的 bE86 上 的 半 群 , 若 g(x),g(x, A) ŽAR 
理 1.13 Fit, glr, A) = 一 g(x)la(X)+ q(=,A), Z X. W 
Banach 空间 be 到 b6 的 有 界线 性 算 子 了 如 下 : 
(Ix) = | ledy) f(y) (f € bê, z € E), (1.43) 
则 
P, = 所 (ET)， (1.44) 
从 而 由 命题 1.4 得 知 | 忆 :ET 的 强 无 穷 小 算 子 4 = ü, P, tt 
任意 次 可 微 ,还 有 
(s) £p, = 2. P, = Pog. (1.45) 


证 ”由 于 z 是 由 56E 到 56E 的 有 界线 性 算 子 ,所 以 由 命题 1.3 得 
知 e 是 56 到 56 的 有 界线 性 算 子 (对 每 个 上 C T) TEJ A € ó, H 
定理 1.13 有 


(e"l4a)(x) = 2, (14)(z) i 
= D ji an,z,dy) lay) 


= >, r (Plus, A)] 
u=0 


— n! \du 
= P(z,z,A) = (Pla)(z) (x€ E). (1.46) 
H e“, P, Pp p tk YE f E (1.46) 式 得 知 对 任意 简单 函数 f = 


Ë 
> c) 1 (u), 
i=l 
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eff, = P,f,. (1.47) 
而 对 b& 中 任 一 函数 F, 必 有 简单 函数 列 {1/ E | £f. - fll — 0. 
再 用 (1.47) AK e P, 稍为 有 界线 性 算 于 得 知 


e“ = P,f. 
定理 证 毕 . 
定理 1.15 设 P(t,z,A) 是 标准 的 转移 函数 , 则 下 列 两 条 件 
等 价 ， 


(1) supq (x) = Q < °; 

(ii) lim P(ze,z,1zi) = 1 (对 工 马 一 致 成 立 ). 
若 (i)、(ii) 中 有 一 个 成 立 , 则 还 有 

Gi) q(z)== q(<,E) (=< € E); 

(iv) lim 1- Pleg, le)) = g(x) 

(对 工区 天 一 致 成 立 )， 

证 ”用 定理 1.5 可 证 (i) 二 >(i). 若 (ii) 成 立 , 用 定理 1.5 及 定 
理 1.6 和 P(t,z,A) 是 标准 的 转移 函数 可 得 
1 — P(t,x, {x|}) 


alz) = lim ; 
= lim Pusz E - izi) _ (z, E). 
再 用 引 理 1.2 和 定理 1.6 还 有 
(1 = 4e)q (z, A) < ZA) 


[O< <+, 0< o < + = r(e), z € A € ë), 


在 上 式 中 取 A = E - {zxj, 并 注意 g(x) = g(x,E — {zxj) 得 
a(x)<—t .1-Plu,zr,lz)) 


i — 4e y 


O< < z € E, o € (0,r]). 
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所 以 sup q(x) = Q < .再 用 定理 1.5 有 


O< qlz) — l= Pov 1 


g(r)— (1 -4e)g(zr) 
< 4eQ (0 < € < x= € E, ç € (0,7]] 


故 
lim L Pwr, izl) = q(z) (对 x 下 一 致 成 立 ). 


92 g 过程 的 存在 性 及 唯一 性 定理 


在 这 一 节 中 , 恒 设 (E,8) 为 任 一 可 测 空 间 , 对 角 线 集合 
(rr): € E| € Exe Mm EERE RE S r C€ e€ (x € 
E). HRT = [0,%). 在 本 节 中 ,我 们 将 要 研究 $1 中 的 逆 问 题 ， 
即 所 谓 q 过 程 问 题 . 

定义 2.1 称 g(rz)-dGr,A)(zEE,AEG) 是 一 对 9 天 
数 , 如 果 

(i) 0<q(+#)< °°, 0<gq(z,A)< co(xz € E, A6€6 Ó); 

(ü) q(') € ó, q. A)€C é (A € Ə); 

(ii) qlr, `) 是 8 上 的 测度 且 a(xz.,1z1) = 0 (x € E); 

Gv) q(x,E)< q(=) (x € E). 
特别 地 ,满足 g(x ,EE) 三 g(x) (xz E 下 ) 的 g 函数 称 为 保守 的 . 

定义 2.2 设 g(zx) 一 g(x,A) 是 一 对 9 AR. rin uE BJ HETE 
BAM Pr ,zx A) 满足 


P17,A) | ,二 一 q(z)l a (z)+ q(=,A) 


(z€ E, AC€ @, (2.1) 
则 称 P(t,xz,A) 是 一 个 qg HR, A Pl, c, E)=1, WRZ JJ AB 
的 . 


第 八 章 ” 纯 间断 马尔 可 夫 过 程 357 


为 简单 起 见 ,有 时 记 了 4P(z,zx,A) 为 P(t,zx,A) 如 同 §1 一 


FFW galr, A) =~ q(z)1 (z) + qlz). 

命题 2.1 设 PLt,z,A) 是 标准 的 准 转移 函数 ,qg(Zz) — 
qtz,A) 定 0 函数 对 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

(i) P(t,=,A)Z q 过 程 ， 


(üu) P (z#,=,A) =—q(x=)P(z#,z,A)+ | alz,dy) P(t,y,A) 
(C€ T, < € E, A € ó); 
Gi) P(z,z,A) = ee (z) + [es (| q(x,dy) 
0 E 


P(s,y,A)] ds GET, rEE, AE ®). (BY 


证 明 甚 易 , 留 给 读者 作为 习题 . 
定理 2.1 任 给 一 对 9g 函数 g(x) - g(z,A), 恒 存在 一 个 最 
小 的 g 过 程 P(t,z,A)( 所 谓 P(t,z,A) 是 最 小 的 9 过 程 , 意 即 它 
Z q 过 程 且 对 任何 g 过 程 P(i,z,A), 有 
P(t,z,A)>P(t,z,A)). 
证 令 P (trz,A) = e1 (z), 
Pp'™ (t,£,A) 


— | 7al) (e=s) (1,19) P® (s, y,A) )as (n > 0), 


0 


Do 


P(t,x,A) = 2 P™(t,£,A), 
推 证 P(t, £x, A) 即 为 所 求 . 
显然 ,P”(:,zx,A) 是 z 的 连续 函数 (固定 x 和 A), 是 z 的 & 
可 测 函 数 (固定 :和 和 AA), 是 8 上 的 有 限 测度 (固定 :和 xz). 对 nn 作 归 
纳 法 可 以 证 明 对 任何 nn 20, P(t,x,A) 均 具有 上 述 性 质 
对 一 切 1: ET,xEEF,AEeE, 有 OCPO(,r,A)CL,N 


n 作 归 纳 法 可 以 证 明 对 一 切 za 之 0, 恒 有 二 PO(4,z,E) 之 1 
Ë= 0 
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Ju 0< P(r,z=,E)< 1,B P(t,x, A) Æ xB é B mvDpa 28. y IN 
HP® (zr, 是 8 上 的 有 限 测度 ,所 以 P( r .,z, ) 是 8 上 的 具 
有 有 限 可 加 性 的 集合 函数 . 今 任 取 A, Ə Ams A, € é (¿ 之 1)， 
NA = Ø, 若 能 证 lim P(r,z,A,) = 0 ( € T, = € E), Ml 
P(r,z,') 是 CE 上 的 有 限 测度 ,事实 上 ， 
P®(t,£,A) SP (G,x,E), 


0< DPO, E) S< PG ,z E) < 1, 
由 Po9(i,z，.) 是 8 上 的 有 限 测度 并 应 用 控制 收敛 定理 可 得 


limP (t,x ,Ax) = lim X P” z A) 
= 2 limP” (e,z, A) = Ô, 
所 以 P(t1,zx,') 是 8 上 的 有 限 测 度 (1 ET, z E E). 
P(i,z,4) 满 足 K-C 方 程式 .事实 上 
P(s+t,z,A) 
= X| PG, rz dy) PO” (t,y,A) 


n=0 = 0 


C 


_ | PY(s,z,dy)B(t,y,A) 
,=0 E 
= | Bl(s,z,dy)P(i,y,A). (2.2) 
显然 
P(¿,z,A)= > P(t,7z,A) = P”(t,z,A) 
n =0 


+ | ee aC 4y)P(s,y,A) ds, (2.3) 


所 以 
lim Prz,4)= lim P. (:,z=,A) = (x). 
r=Ü+ r—()+ 
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由 以 上 证 明 ,可知 P(t ,zx,A) 是 标准 的 准 转移 函数 . 所 以 由 
定理 1.2 得 知 P(.,z,4A) 是 连续 函数 .用 (2.3) 式 并 使 用 中 值 公 
式 与 控制 收敛 定理 可 以 证 明 Plt, r, A) E q 过 程 . 

iz P(:,z,A) Eff— q 过 程 , 由 命题 2.1 有 

P(:,z=,A) = PV (t,x,A) 


+ | er (| ql,dy)P( y, A) as, 
车 注意 PU (í z, A) 的 定义 ,用 上 式 , 并 对 n 用 归纳 法 可 证 


所 


P(t,z,A) > > PY (t,£z,A) (n > 0), 


y = () 


从 而 P(:,z=,A)2 P(t, <x, A). EEE. 
下 面 我 们 研究 q 过 程 的 唯一 性 . 
下 和 驳 我 们 引进 标准 的 准 转移 冰 数 P(t,z,A) 的 Laplace 变 换 ， 
RiU: Í >0 为 {P,:t ET 所 确定 的 了 预 解 式 , 记 
VaA,T,A)= (U1a)(zr) 


= | ex (Pl)(z)d 


一 | e “P(t,xz,A)dt 
0 


(2>0, xz“ € E, AECA) (2.4) 

# P(t,x, A) 的 Laplace 变换 . 

定理 2.2 ”任意 给 定 亚 (1,zA) (>0,zE AC O, 
它 是 某 一 个 标准 的 准 转移 函数 P(t,x,A) 的 Laplace 变 换 的 充 要 
条 件 是 ， 

(i ”固定 A4>0, XEE, YW(A,z,') 是 8 上 的 有 限 测度 , 固 
£ A 2>0, AES, V(A, - ,A) 6 bé; 

Gi) 0< 2AWV(A,=,A)<1(A >0, z< € E, A € Ó); 

(ii) ”满足 预 解 方程 式 ， 


VvV(A,rT,A)- Vl(nu,r,A) + (À — W| PA, zdy) Plu, y, A) 


360 随机 过 程 论 


=0 (A 2>0, a >0,x €C E, A € ó); 
(iv) 连续 性 条 件 : 
lim ¿W(A,z,A) = la(z) (z € E,A € @. 

证 ”必要 性 . 知 YO, A) EREKE RK P(z,x， 
A) 的 Laplace 变换 , 则 由 Pt,z,4A) 是 上 的 连续 函数 得 知 它 是 
(t r) 的 关于 ,xX 8 的 二 元 可 测 函 数 , 再 利用 P(rz,xz,:) 是 测度 ， 
OS P(t,z,A) 世 1 得 知 (i) 和 (ii) 成 立 .再 用 P(:,zx,A) 满足 
K-C 方 程式 得 知 PO ,zx，,A) 满足 预 解 方程 式 .由 lim P(r,z,A) 
= 1i (x) Giv) 成 立 . 

ERE. LEEMA 1.2 前 面 定义 的 Banach 2 Bj. Æ L (€ ) 
上 定义 一 族 算 子 如 下 : 

(Wip)(B) = | wldz)w(a,z,B) 
(E LE), A >0, B€ Ə, 

显然 y; :2 (8) LE) W: 是 有 界线 性 算 子 ,| w | < 1 


(4 > 0). 如 果 还 能 证 

(a) Pi 是 一 对 一 的 , 则 可 以 定义 算 子 4,: (AI — A.) = 
(Vi) . 

(b) A, = 和 与 4 > 0 无 关 , 且 其 定义 域 9 # LE PH. 
则 由 定理 1.1 得 知 存在 唯一 一 个 Z (68) 上 的 强 连 续 的 压缩 型 的 半 
BEI V,:t € Tj, 其 强 预 解 式 为 { 亚 * :A > 01, 即 

Vp = (s)| eV, ude (u € L (€). 
HA 
(W;a)(B)= | (V, y)(B)dt (u € LE), BE O, 


B u (A) =1,(2) (AC ë, xE E), N y, € (6), B a, (A) È 


第 八 章 ” 纯 间 断 马 尔 可 夫 过 程 361 


r 的 @ 可 测 函 数 . 令 P(t,z,A) = (V, p (A) HE PxA) 
即 为 所 求 . 事实 上 , 由 半 群 的 表示 性 定理 (参见 [28] 第 一 编 定理 
3.6) 有 

(V, p )(A) = lim Ð — (2 rp; — m)”u,)(A) 


— lim el Yr 0) y (A) (A E 8). 
由 py(A) 及 (Wip)(A) = W(A,z,A) EH z AI eTA Rgs 
n ty” 一 nt1) (A) 亦 然 , 对 m 用 归纳 法 可 以 证 明 对 任何 
m >00, ((ntP; — nti)" u,)(A) RA x 的 8 可 测 函 数 ,所 以 
P(t,=,A) = (Vw)(A) 是 zx 的 6 可 测 函 数 .又 因为 有 界线 性 算 子 


ed 与 @ 都 把 (6) 中 的 测度 映射 成 测度 ,而 x 是 测度 ,所 以 


em.) 是 测度 ,Vy CEWE, AR P,e, e) 是 8 上 的 测 
度 .而 | V.:z € T| 是 压缩 型 半 群 ,所 以 P(z,z,E) = V, u (E) <1. 
又 因为 {V,:t ET 是 强 连续 的 ,所 以 更 有 P(1,zx，,A) = (Vu)(A) 
是 上 ET 的 连续 图 数 ,而 且 


| ep(t,r,A)dt = | ew (V, a, )(A)dz 


一 (Piu) A) 
= WA,r,A) 
(1>0,xz“ € E, A € @. 
所 以 ,大 能 证 PCt,z,A) 满足 K-C 方 程式 , 则 P( I ,zz ,4) 就 是 一 
个 以 (A ,z, A) 为 Laplace AF PR RJ ER WE BU ME FE S pR 3⁄ 
事实 上 ,由 于 P(t,z,A) 是 上 ET 的 连续 函数 ,所 以 ,用 引 理 
1.3 得 知 | P(s,z,dy)P(:,y,A) 既是 s 的 连续 函数 (1 固定 ), 又 
是 : 的 连续 函数 (s 固定 ), 当 然 P(s + t,£, A) 亦 复 如 此 .因此 


K (| PG, z,dy) PU y A) jar, 
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| "PG +1,zx,A)d 
PPJ s 的 连续 羡 数 ,但 是 由 和 (4 ,x A) WE WAN FEA PA 
[asf (| Prd) PE, y, A)e jd 


= | YO, z,dy) Yla, y,A) 
1 
= „n-a FTA) — P (u yt ,A)) 


= | ds| di(P(s + t,x,A)e**) 
0 0 


(a >0, ux >0, 1zEE, AEC, i Æp) 
而 当 = u >0 时 ,用 控制 收敛 定理 可 得 


| ds| di (| PCs, z,dy) PCy, Ae ) 
0 0 


lim| asf dz|| P(s,z,dy)P(z,y,A)e | 
mado Jo WE 


II 


limf ds| di(P(s+t,r,A)e”“*) 
HAJ O 0 
nA 


= | d| dt(P(s + t z  A)e utu) 
故 
| asf af P(s,z,dy)P(z,y,A)e ) 
0 0 E 


_ | ds| dti(P(s+ t,£, A)” ) 


(a >00, u>0, z“ € E, AES) 
所 以 ,两 次 利用 Laplace 变换 的 唯一 性 有 


P(s+t,z,A) = | PG, z,dy)PG,y,A) 


(s, £: C€ T, =< C€ E, A € ë. 
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因此 ,我 们 证 明了 P(:,z,A) 是 以 W(A,.,xz, A) X Laplace 变换 的 
标准 的 准 转移 晃 数 . 

最 后 补 证 (a) 和 (b). 

(a) WI 是 一 对 一 的 算 子 . 

任意 取 定 一 pg € LE), B, = B,(A), B, = B(A) 8 o- 
AF o 的 一 组 正 、 人 负 集 合 , 则 

| ç -aio || 
= (g — AW Io)(B,) — (g — AW; o)( B,) 


= | (dz)Ga (x) — aY, z, B, )) 
-| (dz)(ls (zx) —AW(A ,z,B,)) 
<| I!el(dz)l 1n (z) -A¥(à,z,B,) | 


+| ol (dx) | lg, (z) - AP (A,x, B) 1. 


(如 通 前 意义 , 1IpP1=o + ,9 (A)= ovo(ANMA),vw (A) 
=- (A NA), Al,A, 为 9 的 一 组 正 负 集 合 ,以 后 1 o | 亦 表示 
此 意 . ) 

在 上 式 中 令 À 一 co ,并 注意 在 条 件 (i) 一 (iv) 下 ,可 推出 : 
lm 20 .z.A) = 1 (z) X} A € é JE RAS. (此 事实 作为 一 个 
习题 , 留 给 读者 证 明 . ) 再 利用 控制 收敛 定理 可 得 

lim le -Ap = 0. 
但 是 ,由 (iii) 得 知 
Fi ọ=0= Wie = 0 (对 一 切 1 > 0). 
所 以 
Yi p = 0 = ç = (s) lm2; g = 0. 

即 Wx 是 一 对 一 的 .而 A。> 0 可 以 任意 , 故 (a) 得 证 . 
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(b) A = A, 52 > 0 无 关 ,% Æ LE) PH. 
首先 证 明 A 的 定义 域 与 1 无 关 . 任 取 o € (6), 由 (iii) 有 
Fip = Filt 一 HA) 有 eg) 
Fio = (e + (a - A) Io), 
即 更 * 与 多 * 的 值 域 一 样 ,从 而 A, 5A, 的 定义 域 一 样 

其 次 证 明 : 任 取 pE 9, = 2, A Ap = Ap FKE 
p 必 属 于 更 :与 更 ”的 值 域 ,所 以 必 存 在 pl ,py € LE) p = 
Tio = Yig. #Ħ (iii) 得 

Pipi- Pipit- u), ° V. o, = 0, 
Bp 

Pig- Wier + (à HY, ° Yip = 0, 
而 p. 是 一 对 一 的 线性 算 子 ,所 以 

pı- pı t (À — A) p= 0, 
即 
(Wi) pg- (WI) g+t(à-pu)g=0, 

MB Ae = A,@. 

最 后 证 明 2, 在 LERH. PREKE, Aa) 的 证 明 中 已 证 : 任 
RoE LE) LA p= (s) imap m aio € 94, 妈 在 
Y (E) PH. ERE. 

定理 2.3 Z q(z=) — alr, A) 是 任意 一 对 q AX, A 
W(A,zr, A) 2 3 48 q 过 程 的 Laplace 变换 的 充 要 条 件 是 定理 2.2 
中 条 件 (i ~ (Gü) 成 立 及 

(A + q(x) F,r, A) -| 9(zdy) 更 (My A) = 1⁄(z) 


(>0, z“ € E, AES). (B. ) 

证 å ORE. W(A4,zX,A) 是 gq 过程 P(i,zx,A) 的 Laplace 

变换 ,由 定理 2.2, (4,z,A) 必 满足 定理 2.2 中 的 (i) 一 (iv). 再 
用 命题 2.1, 有 
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P(t, £, A) = eV 1 (xz) 
ñ [ems (| q(z,dy)P(s,y,A) ]ds, 
0 E 


把 (B) 式 两 边 取 Laplace 变换 即 可 得 (B, ) 1. 

充分 性 . 设 定理 2.2 中 的 条 件 ( 一 Gii) 成 立 ,而 且 (B, ) 式 亦 
BA. H 0 < AW(A,rz,A)< 1%—UJA >0, z€ E, ACER 
立 得 


lim W(A,z,A) =0 (TEE, AE ĝ). 
所 以 在 (Bi ) AFS À — eo 并 利用 控制 收敛 定理 得 
lim AF (à, z, ,A)=1,(x)}, 

即 定理 2.2 中 的 条 件 (iv) 成 立 . 所 以 由 定理 2.2 得 知 更 (4,z,A) 
是 茶 个 标准 的 准 转移 晒 数 Plt, <, A) 的 Laplace 变换 . 

设 {V,:t ETIi 是 由 P(t,xz,A) 所 产生 的 (6) 上 的 连续 的 半 
群 (定义 见 定 理 1.3), A 是 其 强 无 穷 小 算 子 ,2 是 A 的 定义 域 , 推 
证 对 任何 x € E,# e, € %, 其 中 e.(B) = Ilr) (x € E, 
B€ ó, E 

(As.)(B)=- q(z)1 E (z)+ q(z=,B) (= € E, B€ 2. 

ALE, WM, S Q(z,B)=- a(z=)1y(z)+ a(<=z=,B) 8 1 7; 
A >O 91V,:t ET 的 强 预 解 式 . 由 于 |V,:t: ET 在 YX(8) 强 连 
续 , 所 以 W. 的 定义 域 为 Y(6) (À > 0). 因 此 由 (B, ) 式 有 

(Vi (Ae, ~ G(r, ')))(A) 


| def Qe, (dy) —a(z,dy))P(z,y,A)e 
一 Ku APC, z, A) = | a(x,dy) Pt,y,A)] 


一 (À + q(x)) VA z, A) -| aQ ,dy) Y (à „y, A) 


== (A) A>0,rEE, AE®). 
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而 ri E, Bar) = (AI - 4) 所 以 se € 29, , BR. 
ie — G(r, ) = (P'e, = QI- A)e,, 
BI e, € 2, HAe, = glz, °). 
最 后 证 明 P(:,x,A) E q 过程. 事实 上 





. Pit, ,A)—1 ( ) _. 
lim sup Pleg A)- lala) -a(z,A) 
= lim sup Puz Al- hlz) _ (Ae.)(A)| 

















< lim sup Vier Ter _ Ae, 
上 一 (+ t 
=0 (zxEE,AES. 
设 g(x) -qlr A) ERER q ROI. XEN A > 0, 令 
E = JEA, e): ECA, E r=[0,oo), e(A, +) € bé, 


| q(x,dy)é(A,y) = (A+g(r))E(A,T), x € E| 


称 Z, 中 的 极 大 线性 无 关 函 数 的 个 数 为 所 的 维 数 , 记 之 为 dim Z. 
命题 2.2 dim Z, 不 依赖 于 人 > 0, 故 可 简 记 dim Z, 为 dim 号 . 
证 明 留 给 读者 作为 习题 
命题 2.3 设 g(x) 一 g(x,A) 是 任意 一 对 g AA, (Az, 
A) ÆR q dfr Laplace ZR, ER yy € E, y, Æ ya, B| Z: 
FE À > 0, 使 
Plo yotiy) VAo, yz tyit) 


P(o y E) Plooy” E) | (2.5) 

证 由 定理 2.3 易 证 ， 
lim AW(A,r, E)= 1 (x€ E); (2.6) 
lim A VA,r, {rl)=% (x€ FE); (2.7) 


lim A VA,z,{y)) = q(z,ly]) (z,y € E, rZ y). 
(2.8) 
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H (2.6) 一 (2.8) 式 得 
"a A VA ly) RPA, yty) _ 

4 >° AW(A,y E) AV (A, y, E) 
故 (2.5) ARA. 

命题 2.4 A Els) = 1-AW(A,z,E),W] £f d 8(A, +) 
E, 0S U, )=< 1,É 

£€(A,z)< e(A,z) (<€ F). 
证 令 P™ (t,xz,A),P(t,zx,A)= > ,PWM(z,x,A) 如 定 


n = 0 
2.1 REX, P (zz,A), 亚 (1,z,A) 分 别 为 Po (t,£,A), 
P(t,z,A) 的 Laplace 变换 ,再 令 
ro (A,r,A) = lalz), 
q(x, A) 
À + qlr)’ 


A (A,r, A) = |a (A .r.dy)z(A,y,A) (n 之 1), 


r(A.zr.A) = xr (A,r,A) 一 


SP (zzA)= > VHA,r,A), 
k = 0 
则 有 


下 (人工 ,A) = l,(xz)/( À + g (x)), (2.9) 
POCA, A) 


1 
一 Irad) UQ, y, A) 
= | CAsz,dy)W™ (A,y, A) 
= | **(A.z,dy)W (a, y,A) (n > 0). (2.10) 
由 于 EÀ, .) < =, O< (A, .) < 1,Pr 1 


_r qlzx,dy) 
El, z) = |. wa. (aED) 
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= | z0 ,Tdy)E(A,Y) 


一 sss 一 | a0 sa ,dy ) é(A ,y) 


< xr (À, r,E) (n1). (2.11) 
I H (2.10) RE 
S (A,z,A) = SOl, A) 


= gO (A,A) +| Dr A,r, dy) (Ay, A), 
所 以 看 记 1z ,4) = 1,(<), Mh (2.9), (2.10) R4 
| S™ a,z,dy) (A + g(y)) 


= 1 + Df Paray itda) EOG + q(z)) 


k=l 


| 
— 
+ 


Xir” (A, zr, E) 
k=l 


| 
pk 
十 


n—1 
>] r (A .z,dy)x U (A,y,E) 
k=0" E 


Il 
— 
十 


n-i 
>] z (Az ,dy)| W (A,y,dz)q(z, E) 
k=0 7 E E 


>| vw ,T ,dy)g(y,E) 


k=B 


l + | SOPA, z,dy)q(y, E). (2.12) 


| 
j= 
4 


更 有 
| SG ,z,dy)q( y) 


<1 +f SD (A, zr,dy)o(y) 
E 


< °". < ni +| SV (A „xz ,dy)gq(ly) 
E 
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n + | Pa, z,dy)a) 


q (zx) 
À + q(<>) 


故 在 (2.12) 式 两 边 减 去 | sen (%,x,dy)a(y), 得 





一 n 


< oo. (2.13) 


AS (AT E) + Kas ,zdy)a(y) <1. (2.14) 
将 (2,10) 代 入 (2.14) 式 得 
AST(A,XE)C1- | TQ dy) 


| WO (ydz)a(z) <1- | x) ,rdy) 
E E 


| Y” a, y,de)g(z, E) -1-A x, E). (2.15) 
将 (2.15) 代入 (2.11) 式 并 注意 
lim(1— AS™ (A,7,E)) = é(4,7) 
得 上 6,z) 委 ez)(>0,zE 巨 ). 命 题 证 毕 . 
命题 2.5 车 qg(z)-9q(z,A) 是 保守 的 g 函数 对 , 则 上 (14，) 
证 ”为 证 命题 2.5, 只 需 证 明 
|a (z,4dy)8( y) = Q + gl£), z) 


(a > 0, z € E). (2.16) 
FXE, HAEBE2.343 3 P(A, r, A) WEB) R, MARN q (x) — 
qir, A) 的 保守 性 及 (B, ) 式 得 


| aldy) El, y) 


= | ady) -AV (A, y, E)) 


= q(£,E) +AU- (A + q(z))W(A z, E)) 
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= (à + g(=)(1 —- AW(A,z,E)) 
= (A +q(z=))£€(A,z) (A >0, < € E). 
命题 2.6 设 of(z) -ol(z,A) 是 任意 的 一 对 go ZA, WJ 
(1) 存在 不 断 的 q 过 程 的 充 要 条 件 是 ;g(x) 一 g(x,A) 是 
保守 的 ; 
(2) 若 g(x) 一 g(xz,A) 保 守 , 则 g 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 ，; 
dim Z, = 0 (对 一 个 和 > 0 或 一 切入 > 0); 
(3) 若 g(x) 一 g(xz,A) 保 守 , 那 么 或 恰 有 唯一 一 个 不 断 的 
9 过程, 或 有 无 穷 多 个 不 断 的 q 过 程 , 且 恰 有 唯一 一 个 不 断 的 g 过 
程 的 充 要 条 件 是 
dim Z, = 0. 
附注 ”以 后 gg 过程 P(i,zxz, AA) 的 Laplace 变 换 生 (A,zx,A) 也 
称 为 g 过程 . BRA, Plt, r, A) 是 不 断 的 q 过 程 的 充 要 条 件 是 
AYPA, zr, E) =i. 
证 (1) 必要 性 . 设 有 不 断 的 q 过 程 PA, A), 由 
WwW(A,z,E) 三 二 (A > 0, z € E) # 
0 = lim(X (A, z, E) - à) = q(=,E)— a(=z) (z € E), 
Pl q(xz) 一 g(xz,A) 是 保守 的 . 
充分 性 . R g(z) -~ g(x,A) 是 保守 的 , 由 命题 2.5 得 知 
El, -) € Z. Æ dimZ, = 0, 则 由 命题 2.4 得 知 &(4,，) 寺 0, 亦 
即 最 小 g AEVO, r, A) 是 不 断 的 . 若 dimS > 0, 令 
P(A, A) 
AV (A,xo, E)’ 
(2.17) 
(注意 : 石 存在 一 个 A。>0, 一 个 xo € E, P(o zo, E) = 0 j 
由 (B, ) 式 得 
Ploto, E)- V(r, to, E) 


VA,r,A) = P(A, z, A) +E, x). 
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+ (Ao T u)| 于 (ho zo dy) Y (p y E) 一 0, 


从 而 Flu, xi, E) = 0, 对 一 切 u > 0, 这 与 

limy (u, z0, E) = 1 
FA, 所 以 YA, zr,E) > 0 (对 一 切入 > 0, z € E.) HWE 
PO, A) 是 不 断 的 q 过 程 . 利用 定理 2.3, 只 需 证 明 YA, z>, 
A) 满足 定理 2.2 中 的 条 件 (i) 一 (ü) 和 (B, ) 式 .显然 ,下 (zz,A) 
满足 定理 2.2 中 的 条 件 (i) 和 (ii) ,至 于 (iii) ,只 需 注 意 严 (1,z,A) 
满足 预 解 方程 式 即 可 得 出 YT(A,zx,A) W E Gü), 事实 上 , # < 
FCA) = A (A, zo, E), 

W(A,z,A) = VA,r,A)+é(A,T)PA, ro, AFA), 


(2.18) 
ECA, xo) — Eluzo) = Fla) — fA), (2.19) 

(u 一 A) Pa ,z,dy) Plu, y, A) 
= P(A, z,A)- F(u, z, A), (2.20) 


(u — a| PA ,Tdy)E(n,y) 
( 


p -A)| W(A,z,dy)(1 - F(a,z,E)) 
一 (u-à)F A, x,E)- uF, xz,E)- W(u,z,E)) 
= uP lu, z, E) — AV(A,r,E) 
= (à, ,x)- Elu, z), | (2.21) 
所 以 ,由 (2.18) — (2.21) 式 得 


(u — A)| W(A,z,dy) Vp,y, A) 


= (z — A)| WQ .z,dy)W(a,z,dy) 


V ( x Co , A) 


+ (e -2)| Tz dy) Ep,y) flu) 
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e(1 z) 4T/ AT 
+ (4p— à) FCA) | ,zosdy) (py, A) 


E(A,X) -一 P Phu, zo A) 
+(u- À) FO) | FO, zody)E luy) Fla) 


= (P(à,xz,A)- Y(u,z,A))J 








HEO, a2) = Elu, 7) ZEA? 
„£Q, +) o 
t-A (P(A, z0, A) P(n, A)) 


和 (CA z) _ Vp, xo,A) 
+ FO) (ECA, To ) E(u, xo) ) fl 1) 





VA,rT,A)— Vp,7z,A) 


+E) Elu, a, 4)| 一 _ 上 


fla) fA) 
FADS) 
= P(à,zr,A)- VT(u,7,A) 
z 7 SRA) = fe) + flu) fA) 
+E, EPC, z A)| (A) y u a9) 


= (ÀA,z,A)- YP(u,z,A), 
此 即 PCO, x,A) 满足 定理 2.2 HRG MEDER). 

最 后 证 明 亚 (4 ,xz, A) 满足 (B ) 式 .这 只 需 注意 T(r, A) 
满足 (B, ) 式 而 EA, J) € Z .事实 上 ， 


| a(z,dy) Va,y, A) 


= | q(x,dy) 亚 (4,y,A) 

VA „To, Å) 
AW (A To, E) 
= ((à +q) VA,r,A)— 1 (zx)) 


+| a(z,dy)8(A,y) 
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P(A, Zo A) 
AP (àA, z, E) 
= (à +q(z)) Fà, z,A)-1,(r), 
即 wa,r, A) 满足 (B,) 式 .总 之 WV(A,zr,A) Æq 过 程 , 显然 
AF (A,r, ,E)=1, FA P(A, r, A) 是 不 断 的 g 过 程 .(1) 的 充分 
(2) ” 设 g(z) 一 g(xz,A) 保守. 则 由 命题 2.4 和 命题 2.5 得 


+ (A+ qals) EA, Zz) 


类 
dim &, = 0 &> (A, :) = 0. 
E(4, -)= 0 (À >0) = q 过 程 是 唯一 的 . 
所 以 (2) 的 充分 性 获 证 . 下面 证 必要 性 . # q 过 程 唯一 , A 
P(r, A) 这 个 g 过 程 ,由 (1), 不 断 的 g 过 程 必 存 在 , 故 YA, 
zx,A) 不 断 , 亦 即 E(A4, -)== 0 (4 > 0). 必 要 性 获 证 . 
(3) Wq(z)—q(z,A)ÍIASF.# dimZ, = 0, 则 由 (1) 和 (2) 

得 知 恰 有 唯一 一 个 不 断 的 g GE. AE dima, > 0, 令 
V(A,y,A) 
AW(A,y, E) 

(2.22) 
则 如 (1) 的 充分 性 中 所 证 对 每 个 y € E, (2.22) 式 中 定义 的 
Y A,r, A) REDEK q 过程. 而且 当 yi Æ y; 时 ,由 命题 2.3， 
存在 Ao > 0, 使 

WAo, Yi, lil) oy, ly] 

Ao Eoy G’ E) Ao (À, y E) 
mS EO e) E, dim E, > 0, 所 以 由 命题 2.4 知 
Elo ) Z 0, 所 以 存在 x € FEF, 使 Eo, ro) 2 0. 因此 ,由 
(2.22). (2.23) 式 知 

P, (Ao,xo, {yi!) 


P (à,z,A) = V(A,z=,A)+£(ÀA ,z) 


(2.23) 
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更 (Mo yi [yi |) 


= Pozos lail) + Eor) CEO, E) 


Æ P(o zo, 和 Do Se 
一 W, (Ao,zo,l3il). 
右 还 能 证 明 E 是 无 穷 集 , 则 (3) 证 毕 . 反 设 E 是 有 穷 集 , 则 由 
(A, ) € 号 ,有 
q(x dy) 


E À + aE) 








spl EE) I = sup 


- q( x) 
< sup | (A ,y) | Sup T (73 TES (A > O). 
由 AAR EHN 


q( <) 
zeE A + Q ( =) 





<1 (A >O). 


0< su 


所 以 
sup |é€(A,z)1=0 (A >O), 
从 而 dim Z, = 0, 与 假设 矛盾 .命题 证 毕 . 

在 命题 2.6 中 ,对 保守 的 q 函数 对 g (x) -g(xz,A), 我 们 解决 
T q 过程 的 唯一 性 准则 , 那 就 是 g 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 dim Z, 
= 0. 而 且 还 证 明了 不 断 的 q 过 程 恒 存 在 ,或 恰 有 一 个 或 有 无 穷 多 
个 . 

对 于 一 般 的 q 函数 对 ,情况 如 何 呢 ? 命 题 2.6 只 告诉 我 们 对 非 
保守 的 g 葡 数 对 而 言 ,不 存在 不 断 的 q 过 程 ,而 g 过 程 唯一 的 充 要 
条 件 是 什么 呢 ? 下 面 我 们 将 要 解决 这 一 问题 ,解决 的 途径 是 扩大 状 
仿 空 间 (E,6) ,把 未 必 保 守 的 q 函数 对 化 为 保守 的 9 函数 对 ,再 利 
ap ni 

q(x) 一 q(x ,A) 是 可 测 空间 (EE,8) 上 的 任意 一 对 g 函数 ， 
令 A sa 一 氮 , 令 =E UA 和 EE, LÉH é P= EB) a 


= f + — L! M OU ` _ s. L. = 
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代数 . 令 
qa (z) = le(x)gq(x) (x € E,); 
je = la(z)lgq(z,A— {4}) + 1 (A)(q(x) 
—q(z,E))), x € E,, A € &,, 

易 证 :gs(x) — qa(x,A) 是 可 测 空间 (Es Ea) 上 的 一 对 保守 的 q 
KA, mH q (z)= q(z)(= C€ E), q(x,A)= q(x,A) (rE 
E, AC ó. 

命题 2.7 设 Ps(t,X,A) 是 一 个 不 断 的 qs 过 程 , 令 P(t,z, 
A) 是 P(t,xX,A) 在 (EE,6) 上 的 局 限 , 即 

P(i,z,A)= P (t,=“,A) (žtET, cEE, A G ó), 
则 P(t, A) 是 一 个 g 过 程 ,而 且 
[4(A)， 当 z= A,AE6,1ET; 
P.,(t,z,A) = wara - Al) +14(A)(l - P(t:,z,E)), 
1 >€ E,A Cé, t€ T, 

从 而 对 不 同 的 不 断 的 gs 过 程 而 言 ,它们 在 ( 瓦 ,6@) 上 的 局 限 也 是 不 
同 的 q 过 程 ， 

证 明 甚 吻 , 留 给 读者 作 习 题 ， 

定理 2.4 任 给 一 对 9 函数 go(z)- ol(z4A), 其 0 过 程 唯一 
的 充 要 条 件 是 :dimS = 0 (对 一 个 A > 0 或 一 切入 > 0). 

证 ”充分 性 . 设 dim 乌 = 0.% (Az , A) EIf— q 过 程 , 则 
由 定理 2.3 知 PA, r, A) KE/ J q HEVA, r, A) 均 满足 (B) 
式 , 从 而 

(1 +q(z=))X(A,z,A)- W(A,z,A)) 


= | a(z,dy)XW(A,y,A) - FA, y,A)) 


(a >00, x€ E, A € Ó. 
所 以 ,对 任何 4>>0, AES, (TO -,A)- W(A.,  ,A))6 E. 
H dim&, =0# Y(à,x,A) = Y(à,x,A). Bp q 过 程 唯一 . 
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必要 性 . 设 dm 号 > 0. Ea, € Z., EA, ) £0, 


Elaz), 当 x € E, 
(A z) = 时 `" z = A, 
mM > € E Rf, 
qa (= ,dy) 
J. À y a a) oy) 
_ fr g(xz,dy) q (x ,1Al) 
A 
人 g(lz,dy) ú 
= | 1 aO) = Ela) 
一 & (A,r), 


q. (= ,dy) _ _ 
B A + o, (Jey) =0= 6& (A,A). 


这 就 证 明了 对 gs(z)=- as(z,A) 而 言 , 它 所 对 应 的 空间 号 (4) 亦 
含 非 恒 0 郴 数 总 (4,…). 所 以 ,由 命题 2.6 得 知 必 有 无 穷 多 个 不 断 
的 qs 过 程 , 绸 用 命题 2.7, 得 知 必 有 无 穷 多 个 q 过 程 .定理 证 毕 . 

系 ”对 任何 q 邓 数 对 而 言 ,或 险 有 唯一 一 个 q 过 程 ,或 有 无 
穷 多 个 g 过 程 , 且 恰 有 唯一 一 个 q 过 程 的 充 要 条 件 是 dim Z. = 0 
(对 一 个 人 > 0 或 一 切 和 > 0). 

本 节 只 讨论 了 q 过 程 的 存在 及 唯一 性 问题 .对 于 给 定 一 对 q 
羡 数 go(z) 一 g(x ,A), 如 何 求 出 其 全 部 g 过 程 的 问题 ,可 参阅 专著 
[28]. 

Š 1 #l 32 都 只 讨论 了 时 齐 的 准 转移 函数 的 分 析 性 质 .对 于 非 
时 齐 的 场合 ,限于 篇 幅 ,并 未 论 及 . 这 方面 亦 有 不 少 文献 予以 研究 ， 
可 参看 专著 [28] 及 文献 [35] ~ [37]. 


33 可 数 状态 的 场合 


在 31 和 $2 中 ,我 们 研究 了 一 般 状 态 空间 (EE,6) 上 的 时 齐 的 
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准 转移 函 数 P(t,z,A) 的 分 析 理 论 . 对 可 数 状 态 , 即 E 是 可 数 集 
时 , 昌 为 一 般 状 态 之 特例 ,但 由 于 其 鲜明 的 直观 意义 及 广泛 的 应 用 
性 ,仍然 值得 单独 提出 来 讨论 一 下 .不 过 为 了 节省 篇 幅 , 我 们 只 介 
绍 有 关 问 题 的 提 法 及 主要 结论 ,不 给 详细 证 明 . 有 兴趣 的 读者 ,请 
参阅 专著 [26],[29j,[75],[80] ,或 由 8$1、》2 的 相应 结果 平行 推 
导 . 
对 于 时 齐 的 一 般 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 而 言 , 描述 其 概率 特 
征 的 主 要 工具 是 转移 水 数 P(t,x,A) (1: ET=[0,%), XE€EE, 
A € 人 .而 对 时 齐 的 可 数 状态 ( 即 E ETAR) 的 马尔 可 夫 过 程 
而 言 , 描述 其 概率 特征 的 主要 工具 是 转移 矩阵 P) = (p(t), 
i,j € E) 虽然 由 转移 矩阵 P.) 亦 可 派生 出 其 转移 函数 
P(:,z,A) = 2. (t) (tC E, AE, (3.1) 


其 中 《6 由 上 的 全 体 子 集 所 构成 . 

然而 我 们 并 不 这 样 来 处 理 时 齐 的 可 数 状态 的 马尔 可 去 过 程 的 
分 析 性 质 和 轨道 性 质 ,而 用 转移 窍 阵 P(t) 来 做 工具 处 理 问题 .这 
样 做 ,在 大 部 分 场合 ,与 一 般 状 态 是 无 区 别 的 ,但 有 些 间 题 二 者 是 
不 同 的 .例如 ,在 一 般 状 态 场 合 ,对 转移 函数 的 可 微 性 问题 ,我们 是 
研究 极限 


lim P(t, z,A)- (x,A) (3.2) 
一 0 二 t 


的 存在 性 ;其 中 EE, ACS, 6(z=,A) = 0 或 1 由 xEA 或 
+€ A 而 定 . 但 在 可 数 状 态 场 合 , 我 们 研究 的 是 极限 


lim Pt = Ò (3.3) 


的 存在 性 ,其 中 i,j € E, &; = 6(i,171). 这 里 应 该 着 重 指出 的 
是 :极限 (3.3) 存在 ,并 不 能 保证 极限 (3.2) FEE E ATAR 
时 ,(3.2) 中 的 P(t,zx,A) 由 (3.1) 式 所 定义 ). 

A HEER E ATAR, 转移 矩阵 P(z) 满足 PO) = 
P(0 +) = 了 为 单位 矩阵 ,言及 矩阵 比较 大 小 或 取 极 限时 , 均 如 第 
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六 章 $2 约定 的 ,是 在 “ 逐 元 意义 下 ”的 ， 

定理 3.1 设 P(t) = (pij, i J € E) 是 转移 矩阵 
(z € [0,eo)), WJ 

(1) IP(t,i,A)- P(s,;, A)I<<1- p,..(l £ — s 1), 

(3.4) 

其 中 0 雪上 < co iC E, ACE,P(t,: , A) (3.1) 所 定义 . 
由 (3.4) 看 出 P(i,i,A) 对 上 来 说 在 [0,co) 上 一 致 连续 ,而 且 对 
A C E &jL z PE 65 ; 


(2) limP (z) = II (3.5) 
存在 , 称 H 2 P (t) 的 遍历 极限 ; 
(3) HP(:) = P(;í)H = I = H (3.6) 


(HITOS z < œ). 
证 ”参见 [29] 第 二 篇 定理 3.1 及 3.2. 


令 
M= [A C E: limsup(1 - b, ,(z)) = 0}. (3.7) 
定理 3.2 W P(:) = (b. (t), i,j € E) X 345385, s 
有 
(1) lim HAD g (V: € E) (3.8) 
存在 (gq; 可 为 œ), E 
piit) 2e (Vi€ E, t0), (3.9) 
wate” 定义 为 0. 
(2) ”对 任意 固定 的 i1E,， B€ %@, ; € B, 5A 


lim PA) — 


上 人 十 


##(VA C B),BE 0< g, < ,此 外 此 极限 对 ACB 还 是 一 
致 的 ,gq; a 对 A C B 有 可 数 可 加 性 . 当 A = |;] 为 单 点 集 时 , 记 
qi, {ji 为 gi,; REA 0 < di,i < co (V: Z j, 2,7 € E). 


qi, A (3.10) 
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(3) >q; < q. (3.11) 
Ji 
(4) supq, < °° © limsup(1 — pi,i(t)) = 0 
一 > q; 一 > qi; E 
j 
li 1 加 ba (t) _ 
m ———  ——— =Y 


t—0+ t 
对 1 C E —& A. 3. 
证 明 人 参见 [29] 第 二 篇 定理 3.3 — 3.5. 
定理 3.3 设 P(1) = (p. (t), ij EF) 是 转移 矩阵 .任意 
固定 一 个 i EE, 若 一 g.; 会 gq; < %%, 则 对 任何 j EE, p(t) Æ 
(0,co) 上 有 连续 导数 paa) NLRA: 


(3. 12) 


(1) >l pa (2)|<2q, (¿>0); (3.13) 
€ E 

(2) > pls(t)=0 (>0); (3.14) 
JEE 


(3) > bir (t)b,.; (s) 一 bi; (s + t) (z >0, s Z0); 
kKEE 


(3.15) 
(4) lim b. (ft) = pi (0) = q;;; (3.16) 
(5) limpi,j(t) = 0; (3.17) 
(6) Siqi = 0 
k C FE 


pi (t) = atabey CE) (t>0,; € E). (3.18) 
特别 地 , 若 还 加 条 件 : 
sup 9: < C < eo, (3.19) 
1 
Q = (qj 1,7 € E), (3.20) 
则 还 有 : 
(7) P(t)= QP(t) = P(t)Q (之 0); (3.21) 
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(8) Pa) =e“ (220); (3.22) 

(9) QH = HQ = 0; ` (3.23) 
+P II = lim P (z). 

证 明 参 见 [29] 第 二 编 定理 3.6 ~ 3.8. 

系 设 Q = (gj i, J€ E), -0< q: <0,0< q; < 
oo (€ E, j C€ E, i j), Dai = 0, sup( — qii) < œ, W| 


P(t) = e° :是 转移 矩阵 ， 

前 面 我 们 讨论 的 是 转移 矩阵 P(t) = (p. (r), ¿,j € E) ËJ 
分 析 性 质 . 如 果 P(:) 是 准 转移 矩阵 ,其 分 析 性 质 如 何 ?是 否 还 要 
平行 地 详细 讨论 呢 ? 回 答 是 不 需要 了 .因为 只 要 把 状态 空间 E 扩 
大 ,就 可 以 由 准 转移 矩阵 P) 导出 转移 矩阵 ,办 法 如 下 : 

ER— m AEE, SE, = E U 1A1, 再 令 

bi (t), 4 i,j € E, 
ba. (t) = 4925 “i= A, jEE, (3.24) 
1 一 Dbi» 当 i1 € E,j=A, 


则 P) = (p(t), i,j € E,) 是 转移 矩阵 ,而 P(t) 是 P(i) 的 
子 和 矩阵 ,所 以 把 前 面 3 个 定理 对 P(t) 成 立 , 再 加 上 P(t) 局 限 在 下 
x 五 , 则 得 到 了 有 关 P(z) 的 分 析 性 质 . | 

下 面 我 们 研究 前 述 三 定理 的 反问 题 .首先 我 们 给 一 个 定义 . 
(简称 转移 矩阵 为 转移 阵 . ) 

定义 3.1 FHER Q = (lq, i,j € E) 是 转 强 阵 , 如果 

œ > gi 会 ~- qi,i 之 0, 0< gq; < So (; Z J, i, € E), 

991 KO (Vi € E). (3.25) 


如 果 (3.25) 之 不 等 式 改 为 等 式 , 则 称 Q 为 保守 的 转 强 阵 . 
称 准 转移 阵 P(t) = (p. (t), iJ EEE) 是 一 个 Q 过程, 如 果 它 
满足 P (0) = Q@. 特 别 地 , 若 P (t) = QP( (1 宇 0), 则 称 P(z) 满 


ZAR 纯 间 断 马尔 可 夫 过 程 381 


足 侄 退 方 程式 ,简称 满足 (B); 若 Pi) = PiQ (t > 0), M 
P(t) mm EBI J IEA, BREF); P(t)1=1 (z 之 0), 则 称 
P(t) 是 不 间断 的 ,简称 不 断 的 . 称 


R(X) = | PCod: (À > 0) (3.26) 


为 准 转移 阵 P(t ) BJ Laplace 变换 .注意 :此 处 对 矩阵 P(t) 的 积分 
仍 如 以 前 的 约定 ,是 逐 元 意义 下 的 积分 . 称 Q 过 程 的 Laplace 变换 
让 为 Q 过 程 . 

定理 3.4 任意 给 定 一 个 转 强 阵 QQ, 必 存 在 一 个 Q 过 程 
P(t), CHAB 5 (F), 而 且 对 任 一 个 Q 过 程 P(1), 总 
P(t) < P(t) (¿ > 0). 

证 明 参 见 [29| 第 二 编 定理 4.3. 

定义 3.2 PRE Q 是 有 法 的 ,车 P(z)1 = 1 ( >0), BD 
其 最 小 的 Q 过 程 P(z) 是 转移 阵 . 

定理 3.$ 设 Q 是 有 法 的 转 强 阵 , 则 Q 必 有 是 保守 的 且 其 办 过 
旦 唯一 . 

证 明 由 定义 立即 可 证 此 定理 . 

定理 3.6 MAERA) = (r (A), ¿J € E) (A >0), 
CER- MEHE P(t) 的 Laplace 变换 的 充 要 条 件 是 ， 

(1) ”正则 化 条 件 :R(XA) 宇 0, AR(A)1<1 (4 > 0); 

(2) 预 解 方程 式 : 

R(A)- RI) + (A —a)R(A)R(a)= 0 (A,g > 0); 

(3) ”连续 性 条 件 :limAR(X) = I 3453688. 

证 明 参 见 |29|] 第 二 编 定 理 4.8. 

定义 3.3 $U) = la = (a,i € E): 2; | a; |< °|, 
(m) = {y= (y,iE€ E ) :sup | y, |< |, HS 

£ = la E (I);a Z0, a (ÀI — Q) = 01, À > 0; 

M, = ly € (m):y>0, (AT - Q)y = 0], 1 > 0. 
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WLU m 分 别 为 把 ,的 维 数 (注意 :它们 的 维 数 不 依 赖 和 A, 故 这 
种 记 法 是 合理 的 ). 

定理 3.7 对 任意 转 强 阵 Q 来 说 ， 

(1) ”满足 (F) 的 Q 过 程 或 者 扒 有 一 个 或 者 有 无 穷 多 个 , 且 
恰 有 一 个 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 件 中 有 一 个 成 立 ， 

(a) QQ 是 有 法 的 ; 

(b) /*=0. 

(2) ”满足 (F) 的 不 断 的 Q 过 程 或 者 没有 ,或 者 恰 有 一 个 ,或 
者 有 无 穷 多 个 ,而 且 

(a) QQ 是 无 法 的 且 久 > 1 之 有 无 穷 多 个 ; 

(b QQ 保守 且 Q 过 程 唯一 ,或 者 /1 = 1 之 恰 有 一 个 ; 

(c) 上 =0 且 QQ 过程 不 唯一 二 没有 . 

(3) ”满足 (B) 的 Q 过 程 恒 存 在 , 且 或 者 险 有 一 个 或 者 有 无 
穷 多 个 , 恰 有 一 个 的 充 要 条 件 是 m=O. 

(4) ”满足 (B) 的 不 断 的 Q 过 程 或 者 没有 或 者 险 有 一 个 或 者 
有 无 穷 多 个 ,而且 

(a) Q 非 保守 之 没有 满足 (B) 的 不 断 的 Q 过 程 ， 

(b) Q 保 守 且 mm = 0 二 满足 (B) 的 不 断 的 Q 过 程 恰 有 一 

个 ; 
(c) 久保 守 且 mm >0 之 满足 (B) 的 不 断 的 Q 过 程 有 无 穷 多 
+. 

证 明 参 见 [29] 第 二 编 定理 4.11 与 4.13. 

定理 3.8 设 Q 是 任 一 转 强 阵 , 则 Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 
下 列 两 条 件 成 立 : 

(1) inf(e AR (à )1) Aafa) >0 (VA >0); 

(2) = 0 或 者 Q 是 有 法 的 ， 
其 中 人 ei 是 行 向量 , 对 应 于 i 的 分 量 为 1、 其 他 分 量 为 0, RAJAR 
理 3.4 中 的 最 小 Q 过 程 P(z) 的 Laplace 变换 . 
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证 明 参 见 [29|] 第 二 编 定 理 4.14. 
4 轨道 的 纯 间 断 性 


这 一 章 的 标题 是 纯 间 断 的 马尔 可 夫 过 程 , 但 前 面 三 节 都 是 讨 
论 转 移 函 数 及 其 产生 的 半 群 的 分 析 性 质 , 而 且 在 讨论 的 过 程 中 ,把 
马尔 可 夫 过 程 X 暂时 撤 在 一 边 , 这 一 节 将 要 在 前 三 节 的 基础 上 研 
究 马 尔 可 夫 过 程 的 轨道 性 质 . 

定理 4.1 设 和 = {X(t):t € [O0,so)] £ A (E,é) 为 状态 空 
闻 、 以 标准 转移 函数 P(t ,x,A) 为 转移 另 数 的 概 兴 空间 ((2,Z,PP) 
上 的 可 分 的 马尔 可 夫 过 程 ,下 E 纪 全 80,co)), 设 产 是 第 七 章 
命题 1.1 中 所 定义 的 3 会 ol(X(1),t € [0,co)) 上 的 概率 测度 ， 
则 

P(X, = x=, 0< z < #) = e tt): 

(“< € E, 220, 0 < q(=z=) < =° 由 定理 1.5 AZ). (4.1) 

证 ”由 于 P(i,x,A) 是 标准 的 , 即 
lim P(t,z)z,l=z1) = 1, 

若 令 jy = P。Xi!, B(xz,e) 为 以 x 为 中 心 .以 e 为 半径 之 开 球 , 则 

lim P(| X(t + s) ~ X(s) | 之 e) 


= lim | u(dzo)| P(s,£o,dz,)| P(t, xz; ,dzx3) 
t>0+ JE E E 
° liis -z >e (T1322) 

= lim | p(dzo)| P(s,zo,dzi) P(t, z1, B'(zi,e)) 
(+ J E E 


= 0, 
此 即 {X,:t € T) 随机 右 连续 ,从 而 它 是 完全 可 分 的 (参见 第 四 章 定 


理 1.1). 对 任意 固定 的 ! >0, 令 Q = DELETE n> 11E 
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可 分 集 . 由 于 
P(X = =, X a = z=)= P(s,z,lz 1)P(t,z,l=z1), 
(4.2) 
所 以 由 完全 可 分 性 、(4.2) 及 定理 1.5 得 
| P(X = z“, 0 << u < t) 
_ lim P' (XE = z. 0< k < 2) 


im[P[Z,=,1z1)] 


logP | 去,z, {zl 
lim ex A .on 
Tr 2" 


2" 
= e): (约定 0. ce = 0, e ° = 0). 


定理 证 毕 . 

在 第 八 章 定 义 1.3 中 , 曾 定义 过 :z 是 稳定 状态 当 且 仅 当 0 < 
qlz) < co ,特别 地 ,g(z) = 0 时 称 x 是 吸收 状态 . 工 是 瞬 变 状态 
HHA glr) = æ, 

从 定理 4.1 我们 看 出 上 述 定义 是 符合 直观 的 .因为 g(z) = 0 
时 ,对 任何 :之 0, 总 有 户 (X, = zx, 0< u <t) = 1, 即 是 从 状态 
Zz 出 发 ,永远 滞留 在 工 的 概率 为 1. 而 当 g(x) = ce 时 ,对 任何 ! > 
0, 总 有 产 (X =z, 0 乏 x 委 上 !) =0, 即 是 从 状态 之 出 发 ,在 工 洁 
留 一 段 任意 小 的 正 时 间 的 概率 为 0, 亦 即 x 是 一 个 极 不 稳定 的 状 
态 , 放 伍 名 为 瞬 变 状态 . 当 0 < g(x) < ce 时 ,对 任何 上 >0, 0 < 
P(X, =Z 0 委 : 委 !)<1, 这 是 一 种 既 不 是 极 不 稳定 又 不 是 吸 
收 状态 , 故 名 日 非 吸收 状态 的 稳定 状态 . 

定义 4.1 KERR f 在 [0,C) 上 (C 可 为 实数 , 亦 可 为 
co ) 是 踏 跃 函数 (或 阶梯 函数 ), 如 果 V0< a < C, EO, a) 中 最 
多 只 有 有 限 个 间断 点 z; ,而且 它们 都 是 跳跃 点 ( 即 f(t, +) #l 
fn —) 都 存在 ), 而 且 在 任 一 连续 区 间 中 ,了 为 常 值 ,又 f) 或 
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者 等 于 f(t; +) 或 者 等 于 f(t; 一 ) .简称 [10,ce ) 上 的 跳跃 呈 数 为 跳 


EK PK i. 
定理 4.2 在 定理 4.1 的 条 件 下 , 若 还 有 


im Pz, let) = q(x) (V< € Ea), 


t) + 


lim PU., A) - ~ g(r,A) (YrEEa, x< € A, AE&) 


—0+ 
A RA 0 < qz)<co q(z)-q(=,A) RAFAH q 函数 对 ， 
则 

P(X wo) 有 第 一 个 间断 点 rlu) < co , 它 是 跳跃 点 ， 

X(s,w) r,s < rlw), X(rlw)+,w) = zx) 
=1 (V<x€ E). 
证 ” 任 取 65 > 0, 令 
DY = {wEQ: Jk, 2K42" ,使 得 


z, 4 o< <t DM, 
X(t,w)= M 5 
y(o)=z, ye < 


2” 
由 于 对 任意 的 正 整 数 M| < Ma < n, H E 好 1 元 分 大 ,就 有 
Das N Di CDM, 


所 以 
p: a NU pv) = U np% = limDiw. (4.3) 
又 因为 
b, < bs—> Di ED D ; 
所 以 可 令 
(M) o E (M) - 
DY = lim DY 一 lim DY” = UD”, (4.4) 
D = lim D”. (4.5) 


任 取 w € D” , 必 存 在 r = rlw) € (0,M]， 7 = 7(w) > 
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0, ylw) Z x, f 
a t C [O,r(o)), 
XC) = | (2), € elo) rlo) + Ao) 
册 用 X 的 可 分 性 ,XGr(w),o) 或 者 等 于 XCr(o) +, ) 或 者 等 于 
X(r(o)-,o), 即 r(o) 为 X(o) 的 第 一 个 间断 点 且 它 还 是 跳 
EKA. 
若 能 证 P (D) = 1 (Ya E E), IEĦ 4.210. BKE, h 


定理 4.1 及 X 的 马尔 可 夫 性 与 可 分 性 得 
P'(D 0) = >| 


$ E-—1=x|! 


_ _ M 
-etz)(Gt-DM2” , op (3 M a, dy | 


M 
(MI? ty P(S x,d 
ee(z)M2 _ oar)M | ən t y a) 
—r e . 
E-łr} 


(1 — e 9(x)M/2" ) >” M 


2" 
(4.6) 
由 于 
im PZA) = q(x,A) (z€ E, A € ë, z € A), 


q(x, E _ Iz1) 一 qalx), 

所 以 在 (4.6) FA n 一 co ,其 次 令 5 y0, 则 可 知 
P(D™) = lim lim P (Die) = 1-e"™™, (4.7) 

在 (4.7) PFS M — œ #8 P' (D) = 1. 定 理 证 毕 . 

系 ”在 定理 4.2 的 条 件 下 , 量 有 

P(X(° oo 有 第 一 个 间断 点 r( u) < oO , r (o) 是 跳跃 点 ) 

= 1. 
证 P(X(,',w) 有 第 一 个 间断 点 rlw) <, rlw) 是 跳跃 


点 ) = | pld) P (XC o) ERMIN elw) < oo, r(w) 是 


EKA) = 1. 
定理 4.2 说 明 ,对 规则 的 可 分 的 马尔 可 夫 过 程 而 言 ,只 要 其 标 
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ERR PI, A) PER qa 也 数 对 g(xz)-g(z ,A) 是 保守 的 
有 目 无 吸收 状态 , 则 此 马尔 可 夫 过 程 必 为 纯 间 断 的 马尔 可 夫 过 程 . 

定理 4.2 点 明了 这 一 章 的 主题 ,也 说 明 我 们 为 什么 要 花 那 么 
大 的 篇 幅 在 3 1 和 $2 研究 转移 函数 及 其 产生 的 半 群 和 g 函数 对 
的 分 析 性 质 . 

作为 这 一 章 的 结束 ,下 面 我 们 再 给 出 一 条 有 关 马 尔 可 夫 过 程 
的 轨道 性 质 .为 省 篇 幅 , 只 给 结论 ,不 予 证 明 . 

定理 4.3 设 X= |X,:t ET 是 概率 空间 (0 ,多 已 ) 上 的 可 
分 的 .时 齐 的 \ 以 (下 ,的 为 状态 空间 的 马 汞 可 夫 过 程 ,下 C 2(R), 
X RA AF453545 HKP, c, A), E 


lim =P, dzl) = q(x) (<€ FE), 


lim PEZA = g(z,A) (z € E, A€, =< € A) 


存在 且 有 限 ,g(xz)-g(x,A) 是 保守 q sË 3 xT, B| # # Rš pu $ + 
7. co) Z P £a £ A,.,3 o € ABF,7(o) AXO, w) 的 跳跃 点 
的 极限 ,而 且 X(w) 是 [0,7(w)) 上 的 跳跃 函数 ， 

特别 地 ,大 supg (x) < M < o , 则 对 任何 ww 全 4,X(,w) 是 
[0,ce) 上 的 跳跃 函数 . 

证 明 参 见 [76」 $6.2 定理 2. 
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S1 # + *# = KU SCO #E 


定义 1.1 设 (Q,9F,P) 为 概率 空间 ,TCR, {i:: ET 是 
中 的 一 族 单调 非 降 子 o 代数 ,1X :ETI 是 一 个 适应 于 | 多 :1 € T 
HACR, 2) 为 状态 空间 的 随机 过 程 ,下 (|X |) < co (¿ € T) 
(此 处 及 今后 ,8” 人 和 会 8(R“)), 如 果 


E(X,%)< X, (s<, s,t € T), (1.1) 
则 称 X = iX, Zt ET) E Eg. 2F(1.1) 式 代 之 以 

E(X.IZ) >X, (s<, s,t € T), (1.2) 
则 称 X AFR Pra Fah y E. F Sh r  PF2 Nh. 本 章 总 设 概率 空 


回 是 完备 的 . 

定义 1.1 设 (Q,2,P) 为 一 概率 空间 ,TCR, 1 多:: ET 是 
中 一 族 单调 非 升 子 o 代 数 ,|X,:;i ETI 是 一 个 以 (R, 色 !) 为 状态 
空间 的 随机 过 程 , E(|X,|) < so, X, € $ (1 € 97). 如 果 


E(X,|%)< X, (s> t, s,t € T), (1.1) 
则 称 X = (X. ,Z t € T) EE Egh.3F(1.1 式 代 之 以 
E(X.| Z) >X, (si1, s,t € T), (1.27 


则 称 X 为 反 下 蒜 . 既 为 反 上 款 又 为 反 下 吉 者 称 之 为 反 鞭 . 
例 1.1 B(R,F,P),T, iZ : i ET 如 定义 1.1, 是 一 随机 
变量 ,E(|&|)< 之 吕 , 则 久 = IX, = EEZ), Z, t € T| E — 
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MER, 
51.2 设 (2,9,P) 是 一 概率 空间 ,T = {0,1}, 1X: 
n 和 Ti 是 (2,9P) 上 的 一 个 自由 随机 徘徊 , 即 


X, 一 5A (n € T), {é&:k € T 
kiE0 


年 相互 独立 具有 共同 分 布 尊 数 的 随机 变量 序列 : 
P(& =1)= p, P(& =-1)= a (k € T), 
0< p <1, p+tq=l. 

È Z = o(X,,0< s< n), X = (X, ,Z ,n € T), W 

(1) X E#h <— p = q; 

(2) X&TFË < > g; 

(3) X ÉE Eš <> p < q. 

#3 L .E(X,.. |#,) = X, (Wu sh > R< X šh (XJ 
MEHE, Fa F 38)”. T 

E(X,. l Fr) = ECX, Fr) + E(é,, |Z, ) 
X, EC) = X, + (fp —q) (n > 0), 








1 


放 论 断 成 立 . 

例 1.3 = [0,1), FÆ N 中 全 体 Borel 子 集 构 成 的 xz 代 
AX, P Æ FER Lebesgue WE, 遂 得 概率 空间 (Q Z, P). £ £ E 
(2,F,P) 上 的 实 值 随机 变量 , 且 E( ë|) < oo. JE £ HERH 
10,1) 按 下 法 扩张 到 [0,2) E, 

Elz + 1) = E(x), < € [0,1). 
再 令 
nn (x) = Defer), z € [0,1), 


F, = 1A:A EF, A 是 以 = 为 周期 的 集合 |, Fj, = 9 .所 谓 A 


7: 


ED 为 周期 的 集合 , 即 “zc A (z+ 二 ~ [z  1])e 2", 
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[a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 . 则 X = {X = ElE| Fim) Fin, 


n > 1| esk, H X ijn 一 E(ë |Z, ) = No" " 
首先 证 明 9 是 c 代数 ,显然 QQ EF .又 若 A; C Z (i =], 


2，…) , 则 UA: = Z, H. 
z € Ú A, > 存在 i 之 1, 使 [z+ 二 上 + 二 | A; 
i=1 n 7 0 
1 1 ü 
S(t) [e teia. 
即 UA: € 27. ZTE A,B € F, =A - B € F, V F, J 


o 代数 . 
显然 Fin = Frin 之 11 是 单调 非 降 的 .所 以 ,由 例 1.1 得 知 


HREH: p = ECE F). 事实 上 ,由 (zx) = Elz + 1) 
(x C€ [0,1)), 可 得 

















则 有 
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r € A&L) < Ae [z + 二 


Sr++- z+ l€ A. 

M hp, 

显然 A € 多 所 以 A EF , 即 7, € .再 证 对 任何 BE Z ,有 
| mdP = | gdP. (1.3) 


A 


-| -天 _ Ë 
B(-Ż)= ziz= y yC B, y t>o) 





k k 
ziz =y-Š+1,y€B, y- <0, 
(1.4) 


当 z € [0,1), z + Ž <1; 


EREE 
7i M” 71 
“rE [0,1), z+ *>1, 


x € [0,1), =+ Ë < 14x € [0,1), z — z+ £ j>0, 


则 有 
etj- 
X z € [0,1), z — z+ |>0; 


(fert) [rt])- 


"4 r € [0,1), z — + 二 |< 0. 
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H B€ Z KBI— 


3 | xy 
$ 
= 
al 
yc 
= 
JD 


B[- Z |= B, k = 0,11, n - 1 


n 
F q, B|- Z ) 的 定义 和 (1.5) 式 得 


好 一 ] 


> E + = aP 


> |, sz)dP 


"ë ,| se(z)dP = | #ap. 
这 就 证 明了 y, = EIF). HA 
Xi = E(§|9)= E(& 19%)= qr. 


例 1.4 设 1X,:t € [0,%)| 是 概率 空间 (2 , 2 
S.B .M.O. , 邻 = a(X.,s < t), t € [0,°°o) , ij 

(1) IX, 9, C [0,%0)] E$; 

(2) Xi E [0,co)] Eh; 


| ,mdP 7 


wa 


(3) lex-% 25 € [0,co) | bh. 


证 ”由 于 {X,:t € [0,ç)] Fi har E, AEA 


s (X, , X, , "11, X, ) 


一 c (X, _ X,  X,, = X, | 115 X, -X 


对 一 切 0 = t < t, 女生 成 立 , 则 可 知 
“Z= s = c (X, - X.) 5 8 Aa”. 
P U, 


(1.5) 


F,P) 上 的 
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(1) E(X,|%?)) = E(X, %; ,| %;) 
= X, + E(X,- X.) = X, (s<), 
故 {X g ,t C [0,co) ER. 

(2) E(X t|) = 下 (XXX 一 和 六 | 你) 一 : 
E(X?| 8?) + 2XE(X, 一 X | $°) 
+E((X, - X)2|% ) — t 
X -2XE(X, — X.) + E((X, — X,)2) — 
X —0+(t—s)— # 

X -s (s< t), 
所 以 {X? 一 +,99,t € [0,so)) Eh. 

(3) Z~ N(0,o’), 邑 Z 服 从 期 望 为 0 方差 为 o WES 
分 布 , 则 Ele?) = e°, Ele) = eË , BEDLI (X, - X,) ~ 
N(0,: — s) 得 


|| 


2 2 

a é _ a £t 
E (eT |8?) = E(e™ X) aX T |g?) 
= E(t 8?) 


— e% -5 p (eX X) 


2 2 之 
Yat Q { — aX -4 
一 e 2 e 2 = e: 2 (s < t). 


所 以 le% T ,89,t € [0,co) | Bh. 

对 于 (上 、 下 ) 蒜 X= {X,, FZ, t € TI] BJ “HIRE” EXET, RI 
最 感 兴 趣 的 是 两 种 特例 : (1) TT = {0,1,27}; (2) T = [0,%). 
对 于 特例 (1), 称 X 为 离散 时 间 ( 上 、 下 ) 蒜 , 对 于 特例 (2) , 称 X 为 
连续 时 间 ( 上 、 下 ) #h. 

命题 1.1 设 |X:n = 0,1,…| 是 概率 宝 间 (0Q,9F,P) 上 的 
[Fn 二 0,1,…| 适应 随机 过 程 ,E(|X,|) 之 0 ,n=0,1,…, 则 
X = |X, Z n = 0,1,…| 是 款 的 充 要 条 件 是 : 
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E(X,., |#,) = X, (n > 0). (1.6) 

证 ”必要 性 显然 成 立 , 现 证 充分 性 . 设 (1.6) 式 成 立 , 则 对 任 
意 m >0,n 宇 0, 有 
E(X,.,, |, ) 


E(E(X,,,, | Farmi) Fn) 
= E (Xun 
E(X 7n) = X 
FELA X = IX, Zn = 0,1,…| 是 拷 . 

EX 1.2 设 (2 9) ME- WEZE, p<, 


L (Q,F, u) = ffes| floda < col, (1.7) 
L” (Q, F, u) = |f: € 9F, 且 存在 实数 a, 使 | fl|<ajlla, e. 11. 
fig € L(Q,F, p), | faqe = 0, 则 称 f 5 z 互相 垂直 , 记 作 


f L s; # f, ELA, F, u) (n >0), H f, _L f,, (m Z m) , ti] 
ifin 2 01 是 正 交 系 . 
FELN, F, u), 


Irl, = (| APde): 
IFE LCA, F a), fllo = infla: fS a, [a.e ]}. 
€X1.3 设 (0,F u) 是 任 一 测度 空间 , 矿 是 任 一 指标 集合 ， 
1< p< s ,对 每 一 个 :ET 芽 , 有 
fQ >R, fLEF, 
= {ft € PI EÆEN,F, u) EE L 有 界 的 (简称 L? 有 界 的 ) 
W L’(Q,F, u), WẸ x 
sup |£ l, < e°, (1.8) 





iD lfl, = supll f 1, 
定义 1.4 设 /=1A:z6E 了 是 测度 空间 (2 2, ) 上 一 族 
8 可 测 函 数 , 如 果 


第 九 章 Ë 论 395 


lim sop) |>, fldu = 0, (1.9) 


k—=œ tE 
MERL: € D EÆE,F, u) 上 是 一 致 可 积 的 ,简称 一 致 可 积 . 
FERNI A PS BXH: |Ë] #h. 
利和 完 人 研究 离散 时 间 拷 X = 1X,,2,,n 之 0] 与 " 蒜 盖 序列 ” 
ID, = X, — Xr: Xa 三 0,n > 0] 的 关系 . 
定理 1.1 设 ( 人 ,9,P) 为 概率 空间 ,D, EL (0,9,P),n = 
0,1, 


(1) Æ X, = XD, F :n > 01 是 中 一 族 非 降 子 ogo 代 
Aik, D, € r% ,WJ 
X = |X,,#,,n 220) 是 闭 E(D, |F) = 0 (n > 1). 
(2) EDI, = (Di ,D i, D.) (n220),3WJID, :n 之 0| 
是 某 个 蒜 差 序列 , 即 存在 蒜 X = X,,Z ,n 220] ,4 D, = X, - 
X, (n 22 0, Xa = 0) 的 充 要 条 件 是 : 
(Do, Dist D,a) LD, (m 21, e€ b2”). (1.10) 
(3) E X, = ÙD, Fa = o( Do, Di, D,) (a > 0), 
X = |X rn > 01 £ L° ARR, MD, n >0] Z(0,2,P) 
+. Á, E. 
op(Do, Dist, Daa) L D, (a ÈI, p E b3”). 
证 (1) 由 
E(X, 1Fn-1) = E(D, |Fr-1) + E(X, | Fri) 
= E(D, |n) + X, 








即 得 . 

(2) BRE. AFER X = lX, Z n > 0! tE X, 一 X , 
= D, (n >20, X = 0),WJH(1)# E(D, Za) = 0 (n >1). 
因此 ,对 任何 o € b2", 8 
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= E(D, Di, , Dni) E(D, FZ) 
E(El (Do, Di; Dn-1) D, |#,-i)) 
E(w(D。o, Distt, Da- ) Dp) (n 21). 
BH (1.10) 式 成 立 . 

充分 性 . 设 (1.10) 式 成 立 . 任 取 BE 多 ,有 = 15, 则 由 Doob 
复合 函数 定理 , 必 存 在 o C b%" ,使 hh = wp(Do,D,,…,D,_1). 所 
以 由 (1.10) 式 得 


一 
l | 


II 


E(hD, ) = 0, 
亦 即 | D, dP =0(B € Z, n 之 1). 所 以 


E(D |Z.) = 0 (n >1). 
因此 ,由 (1) 得 知 X = [X,,Z# n > 1) 是 轨 . 
(33 ”由 (2) 得 知 | 
e(D ,D i, Daai) LD, (o E bB”, 22> 1). 
又 因为 XX 是 L* 有 界 的 ,所 以 D, = (X, — X.) € L2(Q ,2Z,P), 
县 对 任何 n < m ,8 
E(D,D,) = E(D,E(D,|%,)) = 0. 
故 (3) 得 证 . 
命题 1.2 设 {X S n = 0,1,::], Y Z ,n = 01 | 
APER, FH), IX, +Y, F, n = 0,1,…| ABAOE, 
FH), IX, A Y,,2 n 二 0,1,…| AER. 
证 明显 然 . 
mA 1.3 HiX, ,到 n 之 0| ARME, FH), SARE 
bi ih AA (Bb. aE AR), E| A(X,) ) < œ (n > 0), 
ACX, Fan > 0] AFTR. 
证 EIX, F’ n >20 AR, f REKID AA, WU Jensen 
不 等 式 得 
ESX, a) Pa) > f(E(X,., 1Z,)) = f(X,) (n> 0), 
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所 以 {F(X ), F, n > 0) E Fb. 

EIX, An 20) E Ft, f E REIER R% , H Jensen 
不 等 式 及 了 的 非 降 性 得 

E(X a) Fn) > f(E(X,.,|Z#,)) > f(X,) (m > 0), 
所 以 {f(X,),,n > 01] J F éh. 

命题 1.4 (1) BIX Aron 2 0] 3 3k( K aE TF3), 

E(| X, P) < (n20), 

"S n> AFROS p < o). 

2) 若 {X, Fron Z0 AFA, IIX, S. ,n > 01 亦 然 ( 其 
P X, = X, V 0). 

证 (1) EX Aon 20 HR, hH f(z=)= lel (Ap <o) 
È R ERDA, HA 1.348381] X. Z n > 0) E F h. 

FIX Z, n >> 0) HEATER 由 于 Aa) = z (1< p < oo) 
是 [0,ce) 上 的 非 降 凸 函数 TGS 1.345 31X5.2 n > 0] 3 
F eh. 

(2) BIX, Fon > 0) AFR, S f(z)=zx', 则 ff 是 R 上 
的 非 降 凸 函数 ,用 命题 1.3 481XI = /(X,),% n > 01) AFE. 

定理 1.2 HIX, Pn 之 0| 是 概率 空间 (1,9,P) 上 的 上 
闭 , 则 对 任何 A4 > 0, n > 0,44 





AP (sup X, > 4) E(X,) -f gya dP (1.11) 
AP (inf X, <- DS | uye] (X dP; (1.12) 
AP (sup| X, | > AJS E(X,) + 2E(X-), (1.13) 


JRP X, = (—- X,) V 0. 
PIX S. n > 0) ARAA FA, N 
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AP(X: >) <] _ |X, |P; (1.13) 
À 


|x” 
# 





AP( X ' >A) < sup E(X, ), (1.13) 


其 中 ,XX = supi X, | X" = sup X». 

证 SA = |1Xo 达 -4), A4 = {Xo 之 -71， Xi 之 一 A,…， 
X, 之 一 人 人， X, < 一 人 | (k >1), H A, € I, (k 20), IA, 1 À 
交 , 而 由 1X, Z n20 EREC, A) X, (m> k —>0), 





所 以 
| XdP <|, XdP (n > k >0). 
因此 ， 
AP (inf X, <— A) = AP(UA,) = AX P(A) 
- >| ,aa < >| - XidP 


故 (1.12) RE. 
FüuF(1 11) R.S r= mf[#:E 20,X, >A A n. rz = r A Ë 
(k = 0,1,7,7), MJ 0 = To < r < Sr, = r, 0 < z, Th 
< 1, +, 312 |) 停 时 .所 以 由 第 七 章 命题 3.4 可 推出 
h =F C C. C Z =Z, 
H X, € Z, . 任 取 A € Z, (0 < # < n) VA 
Añ ir = jl in,>j EF, 
Pr H tAE 
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k 


>| (X, - X. )dP > 0. 


全 JaAntia jN, >! 


| (X, — X, )dP = 
A k k+l 
所 以 £ A € F C ⁄, (k 一 0.1, ta n) , D] 


| (Xo - X.)ap = >| (x. 


; Ñ A. )dP > 0, 
k=0 
而 Xo E K, PATHA 





F), (1.11) 
即 得 
E(X,) > E(X.) = | X dP + | X dP 
{ sp X, >A] | < 


> AP (sup X, > Def gra dP 


此 即 (1.11) R. D 
又 因为 [sup| X, | > X41C [sup X, > A! U | inf X, <—Al, 
ge- 


对 一 切 A € 多 成 立 , 所 以 把 (1.11) 与 (1.12) 式 相 加 即 得 (1.13) 
式 . 
AX, Arnon 20) 是 非 负 下 拷 , 则 { -XX, ,多 ,nn 宇 0} RELER, 


X, dP >f ~ X dP 
A 


故 
AP(X* > À) = AP (sup X, > ,)= AP ( inf( — X,) <— À) 


(1.12) 
5 | eyes = (= X, )dP 
š | X, 
(1.13) 式 得 证 .由 (1.13) 式 对 n 一 so 取 极 限 可 得 (1.13》 
AEX ,92,,n S0 是 款 , 用 命题 1.4 亦 可 证 (1.13) (1.13)》 
IN EROL.. 
定理 1.3(Kommoomp 不 等 式 ) X= IX Z n > 0 是 





dP. 
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# X? X’ Z X ja , Wl 
(1) A P(X} >A)< E(X:) (nx >20,2 >0); (1.14) 
(2) X P(X* > À) < sup E(X) (À > O). (1.15) 
证 (1) ED E(X )< %, 否 则 , (1.14) 式 显然 成 立 .由 
于 1X, Fron 之 01 是 靳 ,所 以 
X? = (E(X, A) (£ < n). 
租用 Jensen 不 等 式 得 
E(X:) = E((E(X, |#,))2) < E(E(X | F,)) 
= E(X) < c° (=< n). 
所 以 由 命题 1.3 知 | XI, b = 0,1,- nl AER, XI E Sh E 
12 用 (1.11) 式 ( 即 在 (1.12) 式 中 以 ~- X RX) 
PPX; >A) = °P(U1 X, > 人 
PCU I= Xi <- 41) 
= A P( inf (- X) <- aà?) 





_ í 2 
S| coe, (— X, )dP 


< E(X;). 
即 (1.14) 式 成 立 . 
(2) 在 (1.14) RFPS n — co 取 上 极限 即 得 (1.15) 式 . 
定理 1.4(Doob 不 等 式 ) ZX = [X ,7 ,n > 0] 为 闭 或 非 
ñ Fak X" X ` a, 





(1) E(X’)<— + sup E(|X, |log' |X, |); (1.16) 


— ] ” 

, | 1 1 
(2) |x l, <a lXil, (2>, 4>1, 7+ = )， 
(1.17) 


关中 x" = (f IX ap] kent o), 
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IXI, =s lX, i, = s| 1X PaP)’ (kapa eo), 
三 = 三 V 0. 

证 (1) 任 取 nn 宇 0, A 2>0,2% F (A) = P(X}? >A). H 

(1.11) 式 得 
l 
F.) < S 

设 Ya) AR ERBIA ERRE w0) = 0,0M h F. 的 定义 
并 用 分 部 积分 公式 及 Fubini 定理 可 得 


E(W(X`)) =- |. _ W(A)dF, (2) 
= | FQP) - (更 (co)F (eo) 
- P(0)F,(0)) 
< P o F, (A)d¥ (2) 


(1.18) 1 
<J 加 X lap jara) 
(0,%) À IX. >All 


KLI SINO zava), (1.19) 


在 (1.19) RPR Pa) = Q 一 1', # uE S va) 产生 的 
Lebesgue-Stieltjes 测度 在 (一 co ,1] 之 测度 为 0, 则 得 
E((X, -1)) < E((X; 一 1)) 


(1.19) 


< E(|x,||  Lap(A); XI < 1) 
(0X ) A 


| X, dP. (1.18) 


+E(|X,|| © Aava); KI > 1) 
(0,xX*) À 


-0+E[IX|| , Fax > 1 
G.X”) À 





= E(|X,|lgX};X} > 1) 
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= E(| X, log" X? ). (1.20) 


由 于 log z < 二 (z >0) , 故 对 任意 4 > 0, b > 0,# 


a log’ b <a log’ att, (1.21) 
从 而 
E(| X, |log* X;) <E(|X, |log’ | X,|) + — E(X; ). 
IA (1.20) 式 得 
E(X1)<1+E(|X,|log' |X, |) + E(X; )， 
Bl 





1 + E(| X, | log" |X,|)). 


二 
fH XI 个 义 " (nn 个 吕 ), 所 以 在 上 式 中 令 nn 一 co 并 应 用 Fatou 引 理 
可 得 (1.16) 式 . 

(2) 在 (1.19) 式 中 取 YA) = X?, 则 得 


E (X, ) < 


= E(X | (XI ) ') 
= qE(| X, | (X: y). 
HBH] Holder 不 等 式 得 
E((X*)’) < q(E(| X, |? ye . E((X* JO? Ya) 
= q(E(| X, |°)>?E((X: Y Ya). (1.22) 
为 证 (1.17) 式 , 不 妨 设 | XI, < eco .于 是 


Ix; 1, < |> Ix |, < Hix, <=. (23) 


在 | X; l, =0 (一 切 n 20), WE Xi AX" |x |, = 0， 
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从 而 (1.17) 式 成 立 . 若 存在 一 个 no 2 0, | x; H, > 0, 则 
| X: |, >0 OH nÈ n) Pr B (1.23) 式 知 | X; j, E 
正 实数 (n 之 n), B fE (1.22) 式 两 边 除 以 E((X* )?)s = 
| X: l: 可 得 
|X; l, Sgal X,|,. 

而 X. 人 X” ,所 以 在 上 式 中 今 x -> co 取 极 限 即 得 (1.17) =. 

下 面 我 们 研究 靳 收敛 定理 .为 此 先 给 出 两 个 引 理 . 

S1. A( LF REFER) 设 工 = (zziz) 为 广义 实数 
列 ,a,b 为 二 实数 ,a < 之 5b. 令 uo(x)= 1, 


1, Er, > b, 
Upah T) -jec E x, € [a,b], (n > 0), 
0, Fr, < a 
(1.24) 
gu (z) z£ “ L S s 3k” , Pp 
g(r) _ 1, (zo, za) ÆRA n Et|[a,b), 
0, 反之 
(n — 0). (1.25) 
l rozi oro ERa n Fla, b], X z Fla, b], PÆ 
I, > b, BASE m >0, 使 过 < a, z, C [a,b] (n > > 
n-m). 显然 gu” (z) = 0. 再 令 


U Ce) = Sgi” la) = Dg (z) (1.26) 
k=0 k=] 
为 x 到 时 记 n gLELFla,b] 的 次 数 ， J Pp Cos Tis (|Z, EF 
[a,b] 的 次 数 , 则 
(b -aU (zr) Or — a)(u,i (z) — u, (z)) 
k=] 


(n 1). (1.27) 


404 随机 过 程 论 


证 ”由 (1.24)、 (1.25) 式 有 
“gP (r) = 1 => rn, = b, HE m >>0, 使 zx, < a, B 
z E la,b] (k>j>k-m) 
=> u ( T) 51, uka) = ugi (r) = = 
Up mri(X) = Ü 
=> up (T) u (z) = 1”. 


所 以 
USP (a) < X luule) (z). (1.28) 


但 是 ,由 u, 的 定义 有 
“u (|z) — u (z) > 0 = x, > b”; 
“upil z) u (z) < 0 = r+, < a”. 
所 以 
(Ó —a)(u, a (z) — u, (z)) < (z, — a)(u,- I (z) — u, (z)), 
IRA (1.28) 式 即 得 (1.27) 式 ， 
引 理 1.2(Doob F# E + A) HIX, Fn 之 0 为 下 
蒜 . 记 X = (X, Xi, X, ÆA £ (X), g (X), US? (X) 
如 引 理 1.1. 令 


D 


U (X) = lim UZ (X) = > gi” (x) 
y — G f k= 
AX Fla, b] 的 总 次 数 , 则 





)+ lal, 


一 一 人 (1.29) 


E( Ute) )< E(x, 


sup E( | X, |) + lal 
E(U'”(X))< =. 
证 由 u (X) 的 定义 知 a (X) LT X X ,，… X, 

H (X) E 1(k 宇 1). 因 此 由 下 擂 的 定义 知 


(1. 30) 


uur eur 
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E(u (X)(X, —a)) = E(E(z, (X)(X, — a)| 1)) 
= E(u, (X)E(X, - a|%- ,)) 
> E(u,(X)(X,, -a)) (k 21) 
(1.31) 
再 用 引 理 1.1 及 (1.31) 式 得 
(b -a)E(U”(X)) 


< BE( (X; -au (X) = a (X))) 


(1.31) n 


< E(D (X -aw (X) - (Xi — a)u(X))) 


k=! 


一 E (( X, 加 a)u, (X) 7 (Xo _ a)u (X)) 
<ç E((X, - a)u,rn(X)) (1.32) 
(因为 a (X) 之 0, II H “u (X) = 0 X, < a”). 再 注意 
ua (X) |< 1,H(1.32) 式 得 
(b-a)E(U”(X))< E(|X,|)+lal. 
即 (1.29) 式 成 立 . 由 (1.29) 式 即 得 (1.30) 式 . 
定理 1.5(Doob kit) JE X = |X, Z, n > 01) 是 概 


EZ J (Q,2,P) EATARRA, IX], = supll x, | ,= 
sup E(| X, |) < co , Bl 

lim X, = X. , lae. |: (1.33) 

E(|X.])< | XII, < =. (1.34) 


= X < K Fiks R LA, (1.33).(1.34) AFRE. 
证 X = X F, n>0 FE Fhh £ U(X) 的 定义 如 
引 理 工 .2. 则 有 
ecus ht lal < co, 
从 而 
0 = P(U 和 (X) = œ) 
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= P (liminf X, <a < b< lim sup X, ). (1.35) 
令 Q 为 有 理 数 集 , 则 


| lim X, 不 存在 } 出 
C tliminf X, < limsup X, | 
C Ü iliminf X, < a < b < limsup X, |. (1.36) 


由 (1.35)、(1.36) 式 得 
lim X, = Xə, la.e.]. 
冉 用 Fatou 引 理 可 得 
E(| X. |) = E (lim | X, )< liminf E ( | X, ) 
< sup E( X, )= | X I, < °°. 
f X = [X Aron 20] 是 反 下 拷 , 令 Y = |Y 2, 
n 201, YP = Xi yv 6 | FE = Fa pyo M YO JSC F h. h5] 
理 1.2 有 








sup E( | yl) + lal 
(a,b k Up 
E(U (入 三 一 一 一 一 


X a 
MIES 
VDX) — lim Ute) ( yt y, 
则 由 积分 单调 收敛 定理 得 B( V (X)) = lim EU” (Y) < œ. 
而 
| liminf X, < a < P < limsup X IC IV (X) = œ}, 


所 以 


D 此 处 及 今后 , 当 lim X, fr (k) 时, 它 可 以 为 二 oo Ži lim X, 收敛 
HAES, W AR” FERM. 


xx a E y 52 
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P (limint X, < aza < b < limsup X, )= 0 
因此 仿 前 可 证 
lmX, = Xs, [a.e.], E(|X.,])< I XI, < =. 
引 理 1.3 设 & PERIMET], F, P) 上 的 随机 变量 ， 
E(|ë|) < œ, E(| £ 
“E > E, [L'] SE, — E [P.] Big | —# +T #”, 
RP é — g, [P.], 即 lmP( E- £, |Z e) = 0. 

证 w; 一 6,[L!], 则 E(|&|) < co. 对 任何 AE 多 有 
A) < 4A)， (1.37) 
任 给 e so $s 2, [二 ] 可 选取 N 使 


“a > N = E(| š - £|) < š”. (1.38) 














由 E(|& )<°°o, E(| ë| ) < co 可 选取 8 > 0, EA a < N, 
当 P(A) < ó BF ,# 


€ 


， 五 (| EliA < (1.39) 








由 (1.37),(1.38),(1.39) ka 

E(|&|;A)<e (n=0, P(A)<68). (1.40) 
又 由 包 一 ,LL ,可 知 E(|&|) 一 E(|&|), 所 以 存在 实数 a, 使 
el). 





K =<, A=|]|6 |> K, WE 
P(A) = P(E | >K) < FEE, |) 


<= = =Š (n >20). (1.41) 


因此 ,由 (1.40) 及 (1.41) 式 得 





(n 之 0)， 
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从 而 
TARN $ldP <e. 


H e >0 可 任意 小 得 知 1 和, | 是 一 致 可 积 的 . E 一 E, [L' |= 
€ — E, [P. J”. 

设 1&1 一致 可 积 , 且 & — E, [P.]. H E ë, [P.],K Fatou 

引 理 得 
| E( £|) liminf E(| ë, |) < sup E(| & |). 
H £, | 一 致 可 积 得 
sup E( | & |) < e°. 

RECE |) < co .再 用 | 名 | 一致 可 积 得 | š, — ë| 3F—Buf R. 
所 以 , 任 给 es > 0, 存 在 ,使 


sup E(| £, = Eli & -E> K]) < (1.42) 


>: 
取 ó = 3K >0,H &— £ [P.] Bf N,”4 n > N Bf ,# 
P(|#, -E >¿£#)< 8 (n> N). (1.43) 
H(1.42).(1.43) A4 n > N 时 ,有 
E(|é, - El) 
= E(|& -Ellé -E> n 
L&T E< KI)+E( E -Elie -Elzen 
lE- |> KI) + E(] 8, -£1;{|é, —- E| < el) 
KP(|& - El>e)+ EE -El tli- ElK) + e 





< 
< Kë + + + e = 2<. 


Ele — E, [L]. 
定理 1.6 JX = [X,,Z ,n>>20] j 3 sz B](0Q Z, P) 上 
RCE, ALA), |X | 一 致 可 积 , 则 存在 随机 变量 Xa, 


wH H H H 一 


ZAE # É 


lim X, = Xa, lae. ], [LF]. 
且 对 一 切 n 之 0, 有 


E(|X.]Z )= X. (相应 地 , < X, ). 
若 义 为 反 上 著 ,|X, | 一致 可 积 , 则 (1.44) KOR K 3. 


证 ”由 于 !X,| 是 一 致 可 积 款 , 所 以 
sup E(| X, ) < co, 
由 定理 1.5, 存 在 随机 变量 X。 ,使 
lim X, = Xa, |a.e. |, 
E(| X. |) < °. 
租用 引 理 1.3 得 
lim X, = X. , ! L`]. 
最 后 , 推 证 (1.45) 式 成 立 .由 于 X, € Z, ,只 需 证 明 


E(X,;A,) = E(X,;A,) (A, € Z). 


事实 上 , 任 取 A, € 名 ,有 
limta Xusan = la Xo, [L ' ], 
lim EU, X...) = EU, Xo). 
但 是 
Ey X, I) = E(X,L, )， 
在 上 式 中 令 m 一 oo 得 
E(ls Xo) = E(1, X,). 
即 (1.46) ARE. 
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(1.44) 


(1.45) 


(1.46) 


行 尺 是 一 致 可 积 的 反 上 辑 , 由 定理 1.5 及 引 理 1.3 得 知 


(1.43) 式 仍 然 成 立 .定理 证 毕 . 


天 村 连 组 时 间 参 数 的 款 , 亦 有 类 似 定理 1.2、 定 理 1.6 的 结果 . 
设 z:l0co) >|- œ,0], A = It, t, C [0,°o),38 A 
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中 元 素 依 大 小 顺序 排列 :六 < ts, < 2 < Ute) >) 为 
z(t1) ,X(t;),…,X(t) 上 穿 [fa,bj] 的 次 数 (定义 见 (1.26) A). 


对 [0,eoe ) 中 任 一 子 集 B, 定 义 


Ute) ( x) — sup U“ (x). 
人 A 为 有 限 集 


车 BB = {i,t e] 为 可 数 集 ,A。= [it t, |, MW ARAS 
U” (x) = lim U (x). 

定理 1.2” 设 1X ,多 ,EL[0,co)} 为 概率 空间 (0 Z, P) 上 
6 F $, D 为 [0 ， co ) 上 任 一 可 数 稠 子 集 , 则 对 任何 rr<s (r,s EE 
[0,%)),a<b(la,bER) 及 A>0, 有 

(1) AP( sp lX, >A)<- E(X)+2E(X'); (1.47) 

(2) ECU (X< EC X. Or lal 
若 |X,} 的 几乎 所 有 的 轨道 右 连续 , 则 (1.47)、(1.48) 式 中 的 D 门 
[r,s| 可 以 代 之 以 [r,s|. 

证 设 DNM[r,sj = {tosti E A, = lto t, l. M 
l- X, Ft € [0,oo)} 为 上 款 , 则 由 (1.13) 式 得 
> A)< E(— X, ) + 2E((—- X, ) `) 


(1.48) 





AP [sup| X, 
=- E(X, ) + 2E(X; ), 
< — E(X, ) + 2E(X; ) 
( 因 + < t, < z, < s). 
& n 一 œ 即 得 (1.47) R. 
仿 之 可 证 (1.48) 式 ,只 不 过 在 使 用 (1.13) 式 的 地 方 将 其 改 用 
(1.29) RET. 
定理 的 最 后 一 个 论断 是 明显 的 . 
定理 1.3 (KonMoropos 不 等 式 ) IX, 2 t € [0,oo)} 是 
概率 空间 (2 ,9,P) LR, lae] w, X C, w) 右 连 续 ， 
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X = SW X, | , 则 
A P(X >4)< sup E(X;) (.1>0). (1.49) 
定理 1.4 (Doob 不 等 式 ) HIX, A.t € [0,co)] 是 概率 空 
间 (Q,F,P) 上 的 著 或 非 负 下 闭 , 对 [a.e. 的 ww,，X(,o) FER, 
X = AR XA 


* e + 
(1) E(X')<—ST(1+ sup ECX: llog* | X,|)), 


(1.50) 

(2) HX isal Xi, = q up lX, |, 

l 1 _ 
(p>1, >l, + 1). (1.51) 
定理 1,5 (Doob 收敛 定理 ) #AX=ÍX,Z,:E[0,œ) 25 
概率 空间 (0 ,9 已) ATRAL, |X], = sup E(|X,|) 

< co ,对 |a.e.] 的 w,X(,owo) 右 连续 , 则 看 在 随机 变量 X. 使 

lim X, = Xə, |a.e.| (1.52) 
E(| X. |)< | X ||, < =. (1.53) 


定理 1.6” 设 X= 1X,, 多 ,t C [0,s)) 为 概率 空间 (Q ,多 
P) Li a(k, LA), IX) 一 致 可 积 , 对 [a.e.] 55 Q, 
X(，,w) 右 连续 , 则 存在 随机 变量 X。，, 巨 (|X。 |)< oo, 使 


lim X, = X», la.e.], [L'], (1.54) 
HE3 — 1⁄7 t < |0,°o),# 
E(X |Z,) = X,，( 相 应 地 , < X,). (1.55) 


32 ERW Riesz 分 解 及 轨道 的 正则 性 


与 $1 类 似 , 我 们 先 研 究 离散 时 间 上 蒜 的 Riesz 分 解 . 
定义 2.1 称 非 负 上 舟 {Z An > 0) 为 位 势 , 如果 


412 随机 过 程 论 


lim E(Z,) = 0, El 
| lim Z, = 0, [L]. 
ERIX, Fr, n 20) A Riesz D, WREE Y, Fron 20) 
RARA Z, Fron 2 01 ,使 
X, = Y, +Z, (n 0). 

定理 2.1 设 | 和 ,多 n > 01 为 上 闭 , 则 

(l) 著 它 有 Riez 分 解 , 则 其 分 解 必 唯一 (在 [a.e. |] 的 意义 
下 ); 

(2) CA Ries 分 解 的 充 要 条 件 是 : 

lim E ( X, ) >- oo; (2.1) 

(33 * X, 20, n 2 0(XB8(2.1) AARI, Kin 1 
Riesz T), X, = Y, + Z, 为 其 Riesz 分 解 , 则 | Y. 2 n > 01 Z 
非 负 闭 ; 

(4)” 若 |X,:n 之 0| 一 致 可 积 , 则 存在 X。 ,使 X > Xo, 
[L], S Y, = E(X. |#,), n > 0, Z, = X, - Y,, WJ X, = 
Y, + Z, 为 它 的 Riesz 分 解 . 

证 (1) 设 X,= Y, + Z, = Y + Z° 有 二 组 Riesz 分 解 ， 
即 1Y Fron 2 01, 1Y/,2 n 之 0| ÆR, |Z, Z, n > 01, 
(Z, n> 01) EMR, ji Y, - Y, F, n > 0] 是 靳 ,而 且 

(Y, -— Y,) = (Z - Z,)>0,[L'] (n= œ), 
所 以 ,由 引 理 1.3,{ Y, 一 了, :72 >20} 一 致 可 积 , 再 用 (1.45) RA 
对 一 切 n 之 0, 有 

0 = E(0|2Z, ) = Y,- Y, = Z,- Z,, la.e. ]. 
(1) 得 证 . 

(2) DEHE. Z X, = Y, + Z, 是 Riesz 分 解 ,由 |Z ,多 n >> 0| 
是 位 势 得 Z, 一 0, [L'], BI E(Z ) >0.H1Y,,Z ,n > 0] št 
得 E(Y,) = c (Af n > 0), Pr l 
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lim E( X, ) = lm E ( Y, ) = c >-— °. 
充分 性 . 设 (2.1) 式 成 立 . 对 任何 非 负 整数 n 和 户 , 令 
Y, p1 = E(E(X,ipr |...) Fa). (2.2) 
则 由 1X, ,Z ,2 > 0; ERIA 
Y... = E(E(X,., |Z, ,)|2%,) < E(X,.,12Z,) = Y, ,; 
即 对 任意 固定 的 n，{Y,,,:p Z 01 对 p 单调 非 升 , 故 可 再 令 


Y, = lm Y,,,; (2.3) 
Y, € Z. 
由 (2.1)、(2.2) 式 有 
lm E( Y,.,) = lm E(X,.,) >=. (2.4) 
x 
- Y, , = E(— X,., |#,) 2>— X, , 
E Yn, p — Y,.p 
E(|X,|)< 2, 
所 以 由 (2.3) 式 及 单调 收敛 定理 得 
lm E( Y,.,) = E(Y,). (2.5) 
显然 ， 
E(Y,)< E(Y,,,) = E(X,,,) < e°, (2.6) 


H(2.4),(2.5),(2.6) 式 
— o < E(Y,) <œ (n>0). 
而 由 Y, < Y, (2.5) 式 得 知 当 p 一 co 时 有 
E(|Y,., - Y,|) = E(Y,,) - E(Y,)—0, (2.7) 
Bp 
lim Y, = Y,, [L'] (对 一 切 n > 0). (2.8) 
故 
EY, |#,) = limE(Y,..,|%,) = limE(X,.,,19,) 


— lim Y, pri = Y, 
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所 以 1Y, ,多 ,n > 0) šh. £ Z, = X, - Y,, # (2.2) K 
X, Fron > 0; E: F #h45: 
Yno = E(X A) < X, (p20), 
Fir LL 
Y, SX, (n> 0). 
HiX, Aron 2201 EW, 1Y, Fron 20) ER, Y, < X, 得 知 
Za Paon > 01 是 非 负 上 著 , 此 外 还 有 


2.8 
Elz) E lim E(X, - Y,,) 
p> SO 


(2.4) 











lim E ( X, 一 Kp) 
一 E(X,) ~- limE(X,). 
再 令 n 一 co, 即 得 
limE(Z,) = 0, 
故 12, F, n >20) 是 位 势 , 即 X = Y, +Z, (n >0) 是 一 组 Riesz 
分 解 ， 
(3) Æ X, 之 0, 在 (2) 的 证 明 中 所 定义 的 Y, > 0. 
(4) #lX,:n 220] 一致 可 积 , 则 由 定理 1.6 得 知 存在 Xo, 
E(| X. |) < co ,使 
lm X, = Xs, [a.e.], [L']. 
E(X |Z )< X, (n20). 
若 令 了 = E(X. |# ),Z, = X, 一 YY,, 则 由 例 1.1 知 {Y, Z , 
n 之 (0} ER, AAAI, ,9 ,n > 01] 是 上 蒜 可 知 |12Z ,和 ,n > 0] 
ELH. 显然 Z, > 0 (m > 0). XAA 
lim E(Z,) = limE(X,) ~ limE(Y,) 
= limE(X,) - E(X) = 0, 
所 以 12Z, ,到 n 20) 是 位 势 . 故 X = Y. + Z, 是 一 组 Riesz 分 解 . 
定义 2.1 BiZ, Z t € [0,%%14 为 非 负 上 巩 ,其 风 平 所 有 
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的 轨道 Z(，,w) 是 右 连续 的 ,如 果 limE(Z,) = 0, 则 称 {2, ,入 ,zt € 
[0, oo)} 是 位 势 . 设 iX, ,到 ,t C |[0,oo)) 是 上 蒜 , 其 几乎 所 有 的 轨 
道 右 连续 . 如 果 存 在 拷 |Y, Z, € [0,co)] MAER IZ, 2 E 
(0,2%), f X, = Y, + Z,, t € [0,%), WER X, = Y, + Z, 为 其 
一 组 Riesz 分 解 . 

定理 2.1” RIX, Z, t E [0,co)| 是 上 蒜 , 其 几乎 所 有 的 执 
道 右 连续 , 则 

(1) *IX,,% t€ (0,co) 有 Riesz 分 解 , 则 Riesz 分 解 必 唯 
一 (在 [a.e. | 的 意义 下 ); | 

(2) EIR) BER, Pp 2 =Z, ,W| | X, FZ, t €C [0,°o)) 有 
Riesz 分 解 的 充 要 条 件 是 : 

lim E ( X, ) >- oo; 

(3) AIZ, 右 连 续 ,X 之 0( 由 (2), 必 有 Riesz 分 解 ),X = 
Y, + 2, 为 其 Riesz 分 解 , 则 {Y, ,多 € [0,°o)] AF ñ 3; 

(4)” 若 {X,,t € [0,%)| 一致 可 积 , 则 必 有 随机 变量 Xo, 
E(|X. |) < so ,4Ë 

lim X, = X. , [L | 

Z JU EA 0 Pus + t k 0 b | Y, Z € [0,co) Y, = 
E(X. |Z), [a.e.],#£ Z = X, — Y,,B|1Z, ,# t € [0,°o)] 为 
iLi, mn X, = Y, + Z, 是 其 一 组 Riesz 分 解 . 

证 明 仿 定理 2.1, 留 给 读者 作为 习题 . 

下 面 我 们 介绍 上 园 轨 道 的 正则 性 定理 . 

定理 2.2 设 X= |X ,多 ,EL0,co) 为 概率 空间 (0 ,9 P) 
上 的 上 蒜 或 下 蒜 , 了 为 [0,oco) 中 的 可 数 稠 子 集 , 则 

(1) 对 几乎 所 有 的 o 及 一 切 上 € [0,co) (相应 地 ,对 一 切 
z € (0,°o)), 极限 

ilw) 相应 地 ,Ji (2) 
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存在 且 有 穷 ; 
(2) ”车 对 几乎 所 有 的 w, XC o) 右 连续 , 则 对 几乎 所 有 的 
w ,对 一 切 t 和 (0 ,co ) ,极限 
X. (ol)= lim X (w) 
s€ LY) 


存在 且 有 穷 . 
WE ARERI X AFER, 
(1) ” 任 取 zt € [0,%), a <b, a,b ER, $ UFP (X) WE 
理 1.2 前 所 定义 ， 
(asb) _ , (O — co 
(2). = lw:w C 2, sup |X. ) | 
或 Ua (Xw) = o}, 
则 显然 RCL c Z HR EE 142 14 P(Q) = 0 (u € 
[0,co)). 再 令 
— (a, D # 
u = U, 2. 人 = W. fl 


a, € Q 


其 中 Q 为 有 理 数 集 , 由 Q. CQ,, N, € Z, P(Q.) = 0 (0 < x < 
u < ©) FFA 
Q* = (n, € z, P(Q') = 0. 
而 由 Q2” 的 定义 得 知 , 当 w € Q" 时 ,对 任何 wx € [0,%)， 
snp |X,(e)|< °, US a(X(:,o)) < oo 
由 后 一 一 不 等 起 仿 定理 1. wo) FE, BÑ sC 


上 述 极限 有 穷 . 
(2) 奉 对 几乎 所 有 的 w，X(.,o) 右 连 续 , 则 在 (1) 的 证 明 
中 可 用 [0,z] 代 DD n [0,t] (这 时 ,虽然 0 未必 属于 多 ,但 仍 
有 Que) 含 于 某 个 P 零 测 集 内 ,从 而 Q" 亦 合 于 某 个 PP 零 测 集 内 )， 
当 w € Q" 时, 对 一 切 1 € (0,co), 有 
lim X, (w) 
selge) 
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存在 且 有 穷 . 
S3 $9 Doob 停 时 理论 
先 从 离散 时 间 著 讨论 起 , 设 铸 = IX F, n = 0,1,…,00} 为 
概率 空间 (Q2 2. P) EKRE, r 为 1 多 .| 停 时 令 
X, 一 从 -An (3.1) 
X = ]|X Z n = 0,1,0}, (3.2) 


X'(X' 称 为 X 的 t 前 过 程 ) EDAM E r EZ) 停 时 ,ro < 
r<, Z 是 rt 前 og 代数 ( 见 第 七 章 定义 3.3),{X. ,多 ,n = 0, 
1… 汪 是 否 为 蒜 ? 回 答 都 是 肯定 的 . 
定理 3.1 #X=ÍX,, Z ,n =0,1,…| 为 概率 空间 (Q ,Z,P) 
上 的 蒜 ( 相 应 地 ,上 蒜 ),r 为 | 允 | Ar W] X: 23k A, E 9k), 
HJ E(X;)= E(X.. ,) = E(X,) (Æ, E(X) > E(X,,, > 
E (X,)), n > 0. 
# X £ L' ARAARA TFH, N 
X I < lX | < XII, (3.3) 
( X. 定义 为 lim X, ). 
若 久 是 一 致 可 积 的 著 ( 相 应 地 ， kg), 则 X. 亦 然 . 
证 D, =X,- X, a (n >20, X. =0), H X Eh + E: 
12 1 RF, i 
li € Fas E(D, |Z#%-,) =O (n221), (3.4) 
但 是 


X,Ar 一 Ds Xili 十 X, li>, | 


-EDN =k] EYDN, >n) 


k=0 j=0 
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n n 
一 2 Dl + 2 D lion 
j= 


= Dhion D,. (3.5) 
H (3.5) 式 得 E(|X..|) 





< co, B. 
《3.5) 





E(X,) — E(X,n.) PED) 


一 > E(1,.<; D, ) 


(3.4) 


= D Ellien E(D,|9 F) 一 一 一 


显然 五 (Xo) = E(X). 
下 面 证 明 X ER, EO B € Z ,A € 2 ' ,#8 
IX, , € A! = IX, € Ait > n] U 


(U ix, EAr =jDEFZ (n20). 


| x... dp = >| XdP+| X,dP 


BNir=j| 


但 是 由 X ER,BNAN ir> ni EF, íF 


| X,dP = | X, dP, 
BNfr>n! BNir>n| 


代入 上 式 得 
| X, dP = IM +| X dP 
一 | Xe. dP (n = 0). 
所 以 X Eh. 


# XEL Rakik F, hF 
X, = limX,,, (B X. = limX,), 
所 以 由 Fatou 引 理 得 
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| Xx, li = E(| X; |) < lim inf E(| Xena |) 
< sup E(| Xn) = lX Il. 
但 是 |X|= {| X |,Z ,n = 0,1…| E3Eñ Fih lz =R ER, 
L, H k< ni, A 
fa Xlaj ， | Xn | dP. 

















因此 
万 一 | 
E| Xan D= >| IXlap+| |X,ldP 
k=0v ir=&| lrn} 
天 一 ] 
< | X. aP + | X, | dP 
k == (J | | tnl 
= E(|X,|) (n 守 0). 
所 以 
| x [1 = sup E(| Xn, |< sup E(| X, )= |X|. 


若 X 是 一 致 可 积 款 ,如 前 所 证 ,X 必 为 款 , 且 J X j, < °° 
(因为 X 一 致 可 积 列 含 了 X EL 有 界 的 ). 推 证 {X,,,:n > 0] E 
L 收敛 , 果 能 如 此 ,用 引 理 1.3 得 知 {X,n,:n > 0! 必 为 一 致 可 积 
的 . f 

SSE E ,34 m < ç BF,£#8 

| X... — Xna |, 





X, - X, dP + | |X, — X, | dP 
{rín} 


] m= 


<| 
ir<xm| 


+| X, — X, | dP 
træn] 


<Í |X, - x, ap + | |X, ~ X, | dP. 
|] msrc oo 1 irèn! 


但 X EARR, hE 1.6, A 
lm X, = X», [L'], [a.e. J; 
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lim | dpP=0 
令 了 = L,<,<el1 | X, = X, |, 则 由 
lim X, = X», lae. ]. 
得 
lim Y, = 0, [a.e. | 
但 是 X. 可 积 , IX. :7 20) 一致 可 积 , 所 以 }Y : > 0] 是 一 致 可 
积 的 .因此 ,由 引 理 1.3 得 


lim | | X, _ Xm 
mæ] ya sS r< co | 


=| (lim Y. )dP = 0. 
Q mo 





dP = lim | Y, dP 
Poo f) 


= 


克 lim | Xaar ~ Xma lli = 0, BB {X n in 201, n — eco 时 ， 
[L] 收敛 ,定理 证 毕 . 
定理 3.2 设 X= |X, 2 n 二 0,1,2,…,00| 是 概率 空间 
40,9,P) 上 的 款 ( 相 应 地 ,上 蒜 ) rE TARIE, < 7, W 
E(|X.|) < %, E(| X,|) < co, 且 
E(X, |Z) = X, (相应 地 , < X. ). (3.6) 
证 EXA, S ta = tlien t" l>a (n 220),1EUE: 
X, = E(X |F) (n >0). (3.7) 
PRX € Z AERA € Z. ,有 


y 


Ra dP = >| 


Ë =0 A 门 1r =k 


ü X E%W Aa n Iz, = k] EZ, A 


finan x] dP E Jani XedP 0 < k S n), 


XdP+| X. dP, 


ANİr =o| 


从 而 
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| X. dP = | X. dP, 
A n A 


即 (3.7) 式 成 立 . 任 取 2 上 的 集合 系 8 及 Q 的 子 集 A, 记 A (1 9 = 
{1B:B = A ñ D, D € ç%| ,WI] 

[r= r, | 12 = Iz = z, 1 2, (3.8) 
(事实 上 , 任 取 AEZ, 则 {r= rni All; < k] = Ir = <,! 
站 4nir 委 REir= n 人 门生, 即 (3.8) 式 的 左边 含 于 右边 ， 
仿 之 可 证 右边 含 于 左边 ). 若 注意 m >r AA —3,.,1r = r] 
CE FCF ,B(3.8) 8822 r= mi 12, = Ir = n NF. 
再 用 条 件 期 望 性 质 6 K (3.7) 式 得 





E(Xo |#.)1,,... = Xl 1: (3.9) 
由 于 fr = 1 个 Q, 所 以 在 (3.9) RPO n — eo ,得 
E(X, | ) = X.. (3.10) 
故 ECX, |) < œ. TE E(| X |) < oo， 
E(X. |Z,) = X,. (3.11) 
所 以 
E(X,|Z,) = E(E(X. |#,)|%) = E(X. |F) = X 
(3.12) 


Ë X 2 Eh. Y, = E(X。 |Z,), Z, = X,- Y, (n = 0, 
13e), Y. = Xo, Z< = 0, 则 {YY, ,多 n =0,1,…,col HP, 
(Zn P an = 0,1 eo] 为 非 负 上 团 , 仿 (1.11)” 式 可 证 E(2, ) 
委 五 (Zo). 放 由 Fatou 引 理 可 知 E(2Z.) < oo, 从 而 X = Y. + Z. 
的 期 望 存在 , 仿 之 E(| X,1) < co. 再 令 

Mha = Plin + Olyn 
仿 (3.7) 式 可 证 
Z, > E(Z, 





Z ) (n>0. (3.13) 
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从 而 





tr=r | ` 


在 上 式 中 令 n oo ,并 注意 Z, Å Z, [r = r, À Q, H[í5 


Z, > E(Z, |F). (3.14) 
但 以 Y 取代 和 , 且 由 (3.12) RA 
E(Y,|F) = Y.. (3.12) 


由 (3.14)、(3.12) 式 得 X. > E(X, | 7). 定 理 证 毕 
定理 3.3 设 X= [X Z n = 0,1,2, o0 是 概率 空间 
(,Z,P) 上 的 蒜 ( 相 应 地 ,上 蒜 ),roiriyr，……ru 29125 1 停 
RF, E z < r, < r, S< u S r. , Tri Q >10,1,2,-:. ,1(i = 0, 
1 ,2,… ,00), 则 
(X. ,9. ,n= 015oo| 








是 蒜 ( 相 应 地 ,上 款 ). 
证 ”由 定理 3.2 有 
= 0,1,.…,00); 
E(X, = X, (对 应 地 < X, ) (n,m = 0,1,…,%). 
RIX. F, n = 0,1,2,- -| E fh HIY h. F eh). 


设 (0,9 F, u) 为 任 一 MESA, A, BEF u(A-B)=0 
时 , 记 ACB, [a.e.j; 当 wu(AAB)=0 时 , 记 A = B, [a.e. ]. 有 
Hitc“ACB, [a.e.] ”为 A [a.e.] in B”. 

定理 3.4 设 和 = IX,,Z n = 0,1,2,…| 是 概率 空间 
(0 ,Z,P) Lé, D, = X, -XI >0, X. = 0), D” 
三 集合 的 概率 相等 
(Í) A = (w: limX, (w) KAELA ); 
(Í ) A, = |w :supXn (w) < co | ; 
(ii) A, = |w: inf X, (w) >- co 上， 
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证 ”因为 lim X. Co) ISR BR <— lim (- X (w)) WA 
且 有 穷 ”, 所 以 “Al = As, [ae.] A; = As, [a.e, J”. XAN 
A, C A,, 

所 以 为 证 定理 3.4, 只 需 证 明 A, C A, lae. J. 

&@ À 2>0, r= z(À) = inffn:n 宇 0,X, >11) ( 空 集 的 inf 定 

义 为 co), 则 由 定理 3.1 得 知 X"” 是 款 . 若 能 证 X'' E PT! # 
的 , 即 

[X= sup l| X; |: = sup || Xa |, < >, 

则 由 定理 1.5 得 知 , 对 [a.,e. ] 的 ww， limX%”(w) 收敛 且 有 穷 .但 是 

右 令 A,(4) = [Low :supX, (w) < 4, 则 由 X, = X 得 知 


AA) C Ira) = œ} CN IXP = x,]. 
所 以 
ALAD TAAN | lim X7” 收敛 且 有 人 穷 | 
Cn = x,| n llimx: KAEA) 
C A lae] (对 一 切 和 > 0), 
从 而 A, CA. ，| ae. | 
下 面 补 证 X° E L! 有 界 的 .因为 
Ñ < À, `4 ⁄ < -, 
入 Ar = X, = 
X = Xa TD =< àA TD, Hnr, 
所 以 Xare < À + D ,从 而 
E(X, |) SECCA + D") V 0) = A+ E(D'). 
但 是 ,由 定理 3.1 有 
E(X) = E(X,,,) = E(X},.)- E(X;A.), 
所 以 
E(|X,. |) = E(X;,,) + E(X;,,) = 2E(X:,.) - E(X.) 
< 2(A + E(D’'))- E(X.), 
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MA Hx IH, = sup E(| Xnel) < °. 
命题 3.1 š 2 Z Rk 3 2 (GO .2,P) 上 任 一 随机 变量 ， 
E(]£|]) < ce, 则 QQ 上 的 函数 族 


[1E(E|1G): 名 是 多 中 任意 子 o 代数 | 
是 一 致 可 积 的 . 


证 ”不 失 普 遍 性 可 设 £ > 0. F) = E(ë|%), WJ h 
Ue6rtues 不 等 式 得 


| F(Y dP = | gdP 
IF(3)}>K] iF(%$)> KI! 


= | eaP + | dP 
rakini ° IF) > KINIE] 


<JP(F(4) > K) +| gdP 


|£>J 


<KE(F(G))+| _ #aP 


le> Ji 


_ J 
一 FECE) +| EdP. 


le> 7 


因此 


am Su frasu OPS ij| £dP = 0, 
即 {E(&19):8 CF, 是 oa 代数 | 是 一 致 可 积 的 . 
命题 3.2 HIX n >00], [Yin 20) 是 概率 空间 (人 ,多 PP) 
上 两 族 随机 变量 , {1Y,:n 2 0] 是 一 致 可 积 的 ， 
(n — 0). 
G) Æ X, > Y,, la.e.] (n 之 0), 则 
E ( liminf X, )< limint E(X, ). 
(2) #X,=< Y,, [a.e. ] (n 之 0), 则 
lim sup E(X, ) < E (limsup X, ). 





证 < X: = X, V a (a 是 实数 ), 则 由 Fatou 引 理 有 
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E ( liminf X, )< E ( liminf X )< liminf E (Xs ). (3.15) 
但 是 
E(X - X,) = | (a - X, dp, 
IX, <a! 


且 a<0 时 ,由 X, > Y, ,# 
dP 
|... <|... X, 


<|] | Y, 


I| Y ]|>lali 


dP 








ip <| _ |Y. 
IY <a] 





dP; 


X dP | | 
Í... < x caj "ldP < avispa! ldP. 


而 1 Y. :72 2 01! 是 一 致 可 积 的 ,所 以 对 任何 e > 0, 存 在 A > 0, 使 
lal > A 时 ,有 


| Y, 
| Y, | >lal] 


所 以 “ao <- A=] E(X; — X,)|< e (对 一 切 n > 0)”. 
liminf E (X; ) < liminf E(X,) +e (a <- A), (3.16) 
由 e < 0 可 任意 小 及 (3.15)、(3.16) 式 得 
E ( liminf X, S< limini E(X,). 





dP < > (对 一 切 n > 0). 


仿 之 可 证 
limsup E( X, ) < E ( limsup X.). 

命题 3.3 设 X= |X,, 多 ,n= 二 0, 一 1, 一 2,…|] 为 概率 空间 
(0,F,P) EEP. 如 采 lim E(X,) = sup E ( X, ) = À < oo, i) 
IX in = 0, 一 1, -2p | 是 一 致 可 积 的 。 

证 设 X 为 上 蒜 , 则 |Y, = X, - E(X F,), F, n = 0, 
一 1, 一 2,…| 为 非 负 上 蒜 , 而 由 命题 3.1 得 知 {E(X, | 和 ):n = 0, 
- 1, 一 2,…| 是 一 致 可 积 的 ,所 以 为 证 [X,:n = 0, 一 1, 一 2,…i 
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一 致 可 积 , 只 需 证 | Y, :2”= 0, - 1, 一 2,…| 一 致 可 积 ,由 
lim E(X,) = sup E (X, ) = À < °, 

lim E(Y,) = sup E( Y, ) = À — E(X}, = B < oo. 

所 以 任 给 e > 0, 可 取 自 然 数 ,使 
B-E(Y ,) < 

对 c > 0 K n<- K, HE21 
,> Y,dP = E(Y,) -| y,dP 


iY <] 


E 
>: (3.17) 


< E(Y,) -| Y_ dP 
iY <c] 


= E(Y,) - E(Y_,) r |. Y-xdP, (3.18) 
HT B> E(Y,)> E(Y.,.k) (n <- K), BDLIB (3.17) 式 得 
E(Y,) 一 已 (了 Yk) <+ (n <- K). (3.19) 
又 因为 
(n <0), (3.20) 
从 而 当 c 充分 大 时 ,有 


| Y dP <Ê (,>Q0. (3.21) 
iY >ci 2 


H (3.18),(3.19),(3.21) 式 得 
sup | YdP < 。 (c 充分 大 ) 
mo,- 1,2,2,- K 只 有 有 限 个 数 ,所 以 ,可 取 c 充分 大 ,使 
fyg AP <e 


Wi Y,on = 0, 一 1,~ 2,…| 是 一 致 可 积 的 . 
下 面 我 们 研究 连续 时 间 参 数 的 款 的 Doob 停 时 理论 . 
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定理 3.5 jk X = |X,,#, ,t € [0,°o ]) 22383 Ja) ( (2 ,Z, P) 
Eha), kr os X O, w) 右 连续 ,r,7 时 为 | 多 | 停 
时 ,rt <y, A E(| X. | )< se, E(|X,|) < so, E 

E(X, |Z) < E(X, |Z) = X,, (3.22) 
(E(X, |F.) = E(X. |F) = X.). 

W ”由 于 X(*',w) 右 连续 ,所 以 (0 ,9 ,X,,T = [0,oo]) 

是 取 值 于 (R,% ) 的 循序 可 测 的 适应 函数 ,因此 , 由 第 七 章 命题 


T + 


A X E F n  MEUE(3.22) 式 , 令 
T. = |0, 去 E (n > 0), 
MIX, ,多 ,zt ET, E Eh W 
Ak 
T, = 之， zal S < <) +° +], 15 (3.23) 
p 之 定义 仿 (3.23) 式 , 则 r ,7 SAIZ: ETIE, B = yr, 
m Y 7. 所 以 由 定理 3.2 得 知 




















(3.24) 
E(| X, |) < oo， zU X, D<% (n 0). 
由 第 七 章 命 题 3.4 AF, C Z, (n > 0), BT 1 H (3.24) 式 得 知 
| XdP<| XdP (AEF C) “(3.25) 
而 由 X(…w) 右 连续 及 z V+，n, 7 得 
lim X, = X,, lmX, = X,, (3.26) 
右 能 证 |X，:n = 0,1,2,::1,.1X, :n= 0,1,2,0}, — ku gt, 
则 由 引 理 1.3 得 知 
limX, = X,, [L']; limX. = X,, [L'], 
从 而 有 
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lim 14X = 1,X,, [L] (A € Z); 
lim LAX, = uX, [L'] (A € $). 
HBA 
| X,dP = E(1,X,) = lim E(14X, ) 
< lim E(1,X, ) = E(14X,) 
= | XdP (AEZ) (3.27) 


H X, € F, K (3.27) 式 即 得 (3.22) X. 
下 面 补 证 {1X. in = 0,1,2，… 小 一 致 可 积 (|X，:2 = 0,1, 


n 


2 ,| 类 似 ). 由 于 Ta 与 r B fE T. 中 取 值 , 且 Ta -之 Taai Pr U 
由 定理 3.2 得 


E(X, F, 


ro) < X (n — 0). 


Tatl 





今 
Y. = Xoo Ga F, (n 20), 

则 ( Y . $. n = 0,1,2,…| ZER. AX ECY-,) = E(X, ) < 
E(X.) (n 20) ,所 以 由 命题 3.3 得 知 |Y_ = X. in = 0,1,2,…| 
是 一 致 可 积 的 ,定理 证 毕 . 

定理 3.6 KX = |X, Fn t E [0,001| 为 概率 空间 (@ ,Z, P) 
上 的 上 蒜 ( 款 ), 其 所 有 的 轨道 X O, w) 右 连续 ,r, 2121 停 时 ， 
B4 s <s, si s C|0,co ] 时 ,有 r. = z, , 则 | X, ,Se | t C [0, 
oo]| 是 上 闭 ( 闭 ). x 

证 ”由 定理 3.5 即 得 定理 3.6. 

定理 3.7 X = |X,,% ,t € [0,co]] 为 概率 空间 (0,F,P) 
Lial), 其 所 有 的 轨道 X(.,ow) 右 连续 , 且 {X,:t € 


第 九 章 Ë 论 429 


[0,%)| 一 致 可 积 ,r 是 | 多 ,| 停 时 , 则 X° = IX, 2, t € 
[0,co)}| Z 3( k 3k). | 

证 k X Eh ST, = TED 
所 定义 (n 宇 0), 则 zyrt, 且 zt:0 >T, , 
rc = E |= Ë= 

2 2 
所 以 r EIF, £C T, 停 时 .显然 z DARNI t C [0,co)1 F 
时 ,再 用 rr vz, X(: , o) 石 连续 知 lim X, = X.. Br U 

IX, <21 = IX <à, rn U IX <à, zr < l 

= iX <à, rr 过 ti 


1 2 





, r, 如 (3.23) 式 








Ë — 
<< € Z, 





go U AIX, <a-t, <|) 

m = =] J= J 

= 1X, <à r> U 
° æ o d k 
U U Y f [Xur < À m É ü 5 |] 


€Z (EL10,oo)) 
由 {X,:t € [0,co)) 是 一 致 可 积 款 .所 有 轨道 右 连 续 及 定理 





1.6 得 知 :存在 随机 量 Xo, E(| X. ]) < co ,使 
lim X, = X», [a.e.1, [L!], (3.28) 


且 |X ZE[L0,co] 是 款 , 在 定理 3.5 中 取 7=co，r =<, À t, 
得 

E(X.|% x) = X pe 
AAMA 3.1 得 知 {X. ait € [0,0], n 20] 是 一 致 可 积 的 . 由 
limX. a: = X. 及 引 理 1.3 得 知 

lim Xn = Xn, LL 1]. (3.29) 
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lim | X. dP = | X. dP (1 € [0,%], A € F). 
n>] A n 


(3.30) 
由 (3.29) 及 (3.30) 式 , 为 证 X 是 蒜 , 只 需 证 明 


| X. „dP = | X udP (AEF, s< t, n20). (3.31) 
A n A n 
今 任 取 A CZ, s<t, n20,H X EIG 


| X. dP = | X. dP + | XdP 
A 7 ANIr <s| n AN lr 之 | 


= | X. dP + | YX dP 
ANIr <l n A 门 jr 2! 


一 X. dP + >J 
| n Li 


Dan " L. X. dP 





k 


= X, dP + > | X - X. )dP 
K “n — Jan Ë -+ | ( - )d 


+| X, dP 
AN Tr 之 


— X.dP + | 
| d 2 A 


( X, _ Xen” )dP. 





,| 











:> 过 >， 
2 
(3.32) 
H XERA ma <Š), r. = £ € # ,可 得 
klos 
t > T pn C Fan” ,从 而 
| a, (X: — Xur )dP = 0. (3.33) 
anjn A] 
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由 (3.32)、(3.33) 得 (3.31) 式 .定理 证 毕 . 
94 # # F 换 


定义 4.1 设 (02 ,39,P) 为 概率 空间 , [多 :n= 一 1,0,1,2,…| 
为 和 中 的 一 个 非 降 子 o REOR, A 
VQ >R, VEF (a = 0,1,.…), (4.1) 
则 称 V = {V,a >20 AIF) 可 预报 序列 ; 若 X= {X ,ZF ,n 宇 0| 
3 TRREW), D, = X, -Xna (a20, Xa =0), V 312, ] T 
预报 序列 , 则 称 
Y = {Y 73, n 2 0| (Y, = X VD,» n>0) (4.2) 
为 夺 的 关于 可 预报 序列 Y 的 变换 . 
例 4.1 设 X= lX, An 2 0] bh + 12 1 EzBFE,r: 
Q œ>{0,1,2,, 0}, 5 
V, = ln (n Z= 0), 
Z, = l@,0], D, = X, - X, ı (n >0, X = 0), 
H] V = {V:n > 0 2812, 可 预报 序列 ， 


Y, 一 S V,D, 一 > li>, D, 一 从 At， 
k=0 k=0 


所 以 XX 关于 V 的 变换 Y = X, Y E— 4 #h. 

注意 : 鞠 针 关 于 可 预报 序列 V 的 变换 未 必 为 软 , 因 为 VD, 未 
必 可 积 . 

但 是 , 知 对 每 个 之 0，W, 有 界 , 则 蒜 X 关 于 可 预报 序列 立 的 
变换 Y GAR. 因为 VD € L'(0Q,Z,P), VD, € 到 ,所 以 


Y, = > V,D, € Z, Y, E L'(Q,F,P). 又 因为 
k=0 
E(V,.. D... |F) 一 Va E(D,,, LF) 一 0, 
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PT 

E(Y,.|%,) = E(V, Dra A) + ECY, 
RI Y = 1Y,,# n > 01] ER. 

HES n 20, V, 有 界 (甚至 | V, in 之 0| 一 致 有 界 1),Y 的 
性 质 也 比 X 的 性 质 要 差 . 下面 的 例子 说 明 这 一 论断 ， 

例 4.2 HiX n > 01 是 概率 空间 (0 ,多 已 ) 上 的 以 

|- b,-b+1,,—1,,b-1,b)} 

为 状态 空间 的 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 , 且 jz| < 2 时 ， 





Fa) 一 Yn. 


， `j = i+]1, 

pi; = P(X% = j| X, = i) = 
“j 

li| = bh}, 

ba = P(X = i|X, =i)= 1, P(X, = 0) = í. 
(这 样 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 在 土 具有 了 吸收 屏 的 简单 随机 徘徊 ). 
RZ Fa = o(X,,X i, Xn) (n 20), AZ = 1,2], S V, = 
(- 1)” (k >0),W] V = {V,:k > 0! 12 1! 可 预报 序列 ,V 一 
RARI, IX :mn > 0] 一 致 有 界 5. 显 然 

E(X lA) = E(Xn| X) = X, (n >0), 
即 X = IX, ,#,,n 20] E#h. hX, | < bA 
| X || < = sup || X, lo < b < co. 





-+F 
AS 


_ n+] 
0,=|e:X((e) =0,X, (w) =1,-  , X (w) 一 1+(— 1) 


2 





则 当 w cNn, 时， 
r oxy ayait (C1 1+(~1) 


十 ( — 1) D, (o) 
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HA PCY, = n) > P(n,) = (5) ,四 此 





i 


-sp (tim (4) w] )- > 
定理 4.1(Burkholder) 3 X = X, ,Z% ,n > 0] 是 概率 空间 
(0,5,P) EHR, V = |V,:n 之 0] [7] 可 预报 序列 ,D, = 
X, = Xna (n >0, X =0), Y = |Y, F n 220] £ XX + V 


TEE kU 
Y, = > V,D, (a > 0), (4.3) 
k = Ü 


则 “| X |, < o— lim Y, 在 | VY < œ] 上 是 [a.e. ] 收敛 且 有 
和 ,其 中 V”= sup | V, |. 

特别 地 ， 

“|x <=, V? <1= ImY,, [ae KALAR”. 

证 ”我 们 分 几 步 来 证 明 此 定理 . 

(1I) W IX], <o, V” 1. 推 证 : lim Y, , [a.e. | 收敛 
且 有 穷 .由 于 V, € % (k>0), D, € Z, (£ > 0), 

E(D |% ,)=0 (k È1), 
所 以 当 7 < k 时， 
E( V,D,V,D,) = E(E( V D,V,D,|%_ ,)) 

E(V,D,V,E(D,|#,.,)) = 0. 
因此 ,由 上 式 及 V" < 1 和 定理 1.1 得 


| 
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| Y, ||; = [> vol; = > I V,D, ll? 


<D D. |: = I| x, lz. 
所 以 ,由 JX, < so 8 | Y|], < o, 8# | Yl, < S. H 
V’ 过 1 知 Y 是 蒜 , 所 以 由 定理 1.5 得 知 :lim Y,, [a.e. ] 收敛 且 
有 穷 . 
(H) 设 X 是 一 致 有 界 M( 即 sup | X, | <M) K FR, V" <1, 
推 证 lim Y,, [a.e.] 收敛 是 有 穷 . 令 
D, = Do, D, =- E(D,|#, i) + D, (& > 1), 

m E(D, Z1) =0 (之 1), 因 此 ,由 定理 1.1 得 知 |1D;:k& 之 0} E 


ESR R = X. , 色 ,nn 之 0| 的 差 序列 . 令 立 = y WD, (n20). 
因为 
E(D,E(D,|% ,)) = E(E(D,E(D,|#,,)| %_,)) 
= E(E(D, | Z1) ), (4.4) 
因此 
ID, i3} = H D, ~ E(D | A-1) || 2 
= | D, l} —2E(D.E(D,|#% ,)) + E(E(D, | Z _, °) 
= || D, li- E(E(Di| Aay) < l D, 2. (4.5) 
不 妨 令 和 X 非 负 , 否 则 考虑 X” = |X = X. + M,Z, ,n2>01, 
则 X" 是非 负 的 一 致 有 界 的 下 款 ,而 且 X 与 X* 的 差 序 列 一 样 ， 
D, =X-X =X? -Xl I = D* ,从 而 X 与 X 关于 VV 的 变 
换 亦 一 样 . 下面 我 们 就 假定 X 是 非 负 一 臻 有 界 下 轩 . h THAE, A 
E(D,|]#,,) = E(X,|#% ,) - X1 20 (n 2>1) (4.6) 
HH X, = 0 (x 之 0), 得 
E(|X,|*) = E(| X, + D, |°) 
= E( |D, 2) +2E(X. I D.) + E( 





X |°) 
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= E(| D,” +2E(X, E(D,|%,-,)) + E(| Xn- °) 
> E(| D, |) + E(|X, |°) (n > 1), 
从 而 


|x, = g(|x,|2) = YEUX |?) -E Xal?) 


> Ð E(D, |?) = > I D, Iz. (4.7) 
而 由 定理 1.1 及 (4.5).(4.7) 起 有 
| x, |: = > IÂ, l: < 
< || X, <M < o° (n> 0), (4.8) 
所 以 XEL 有 界 的 ,因此 由 定理 1.5 及 (1) ,得 知 
lim X, 和 lim Y, 
由 是 [ae. ] 收敛 是 有 穷 . 而 由 (4.6) 式 知 
E(D; ]|% )220 (k>1), 


Pj 


I D, ll; 
0 


所 以 
S ECD, |Z, i) =Z>0 
收敛. 推 证 Z < co, [a. e. ] .事实 上 ,由 积分 的 单调 收 做 定理 ,有 
F(|Z|2) = lim E(| X) E(D; |Aa)|*). 
而 由 D, 的 定义 有 | 
DED |A) = 5 (D, - D) = X, - X, (nl), 
所 以 


[ZED A], < Ix, + IX. la S2M G>, 
从 而 WZ], 委 2M, 故 Z < œ, [a.e.]. 又 因为 V* 二 1 所 以 


> | V,E(D, F) < oo, [a. e. | 
k=1 
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但 是 
Y, = Y, + D VED F) (n> 1), 


所 以 由 lim P, 是 [a.e. ] IA 88 11im Y,, [a.e. ] 收敛 且 有 
3. 
(HI) P X E3EA L 有 界 缺 ,V* < 1, 推 证 lim Y, , [a.e. ] 
WS E9H 42. 
任 取 实 数 4 > 0. 令 X, =— (X, A A) (m >20), 
(Xe |% ) =- E(X,. A À 
- (E(X, lF) A E(A|2,)) 
=- (X, AA) = XP (n >0), 
即 X?” = [XF n 201 ETR, TA XO 是 一 致 有 界 4. 因 
IE, EC E) 得 知 
imY (Jep YP = D VDP, DP = XP - X 
Æla e. IK H FN, MAES X = sup] X, 
IX* <a] C 0 Ix =- X, | ， 
C | lim Y, KAHAR, [a.e. ]. 











, 则 


而 由 (1.31) AA 
lim P(X’? 之 A)=1, 
所 以 lim Y, 是 [a.e. ] 收敛 且 有 穷 的 . 
(V) 设 X 是 L AFH, V' <1. HE lm Y, 是 [a.e. ] 收敛 
且 有 穷 ， | 





HT XEL! ARM, Br X| = || X, 宇 0} 是 L! 有 
RIEN FA. S 
WU = {WPF n >00], WP = supE( X, | |2,), 





EEWO 是 L! 有 界 非 负 款 且 WO > > |x, | 事实 上 ,当下 > 
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时 ， 
X, 








< E(| X, | [Z,) < 
一 E(| XI |Z), 
i 以 W. = limE( | X, | #,) > | X 
L'(OQ,Z2,P) (n 20), mE. 





Fa) 





(n > 0). 显然 WY c 








ECW |F) = E (lim E(| X, ||%,.)|#, ) 
- lim E(E(| X, | | Z, ) 
= lim E(| X, | |Z, ) 
= WP (n >0). 
FRUA ECW) = E(WW) (n >0), 
wo? l= wE = 加 DN 


n k> 


lim Paix [K )dP = lim E(| X | ) 


Í 


sup || X, | = HX I|, < =. 
Ék W° E. L! AREAS, E | W?) | = Xi, W? 之 


再 令 W = WI) — X, (n 之 0), 则 由 W? #I X 38 L! 有 
界 拷 及 W.) > X, AW? = {WPF n >20) E L! 有 界 非 负 
$, S 
D = WÜ — WE G=1,2; n =0,1,; =; WÈ =0), 





yii 
则 


>` VD (1 一 1,2; M 一 0,1,.…), 
k= 人 0 


Y, = 3 V,D, = YP- YP (a20). 
k=0 
m B (HL) 得 知 lim Y.” 是 [a.e. ] KARAR H, iklim Y, IAR. 
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(V) Ë X ÆL' 有 界 蒜 . 推 证 lim Y, Æi V <œ} Lla. 
KAEA R. S 


V., lV |< A; 
aa- 人 者 


0， 反之 
TMp, 是 [ae ] 收敛 且 有 穷 的 , 故 


(A > O). 





Weh CV) 得 知 tm SJ 

J — CO £= Ü 
im 31 U, (4)D; 亦 然 .但 是 对 一 切 1 > 0, 
n> k=0 


IV? < A| c nu, = V, | C llim Y, 收敛 且 有 穷 }， [La.e. J, 
所 以 
| V < co C | lim Y, KAHAR), [a.e. | 

定理 证 毕 ， 

R EX=|X,, Z, n20 是 L AAH, |D. :n > 0! 是 
X 的 蒜 差 序列 , 则 >,D; < œ, [a.e]. 

n = 0 

证 <+ V, =0, V, = X, (n21), M V = |V, ,:n > 01 
是 1 多 n> 0] 可 预报 序列 ,V = X", | XI, < so ,H EE 
1.28 P(V* < s) = P(X” < œ) = 1, 由 定理 4.1 得 知 limY， 


是 | a.e. | 收 剑 且 有 穷 的 ( Y, 一 > V,D, J ,显然 Im X, 亦 然 . 又 因为 
k=0 n° 
S,(XY = 2, D; = X; -2Y,, 


Br VA lim S, (X° = >p! < œ, |a.e.]. 系 得 证 . 
在 这 一 一 闻 以 下 诸 定 理 中 ， # X = (Xn Pnn 之 0| ERCE F 


n 1 
4), ES D, = X, — X (n >20,X., =0), S,(X) = (> Di) 
k=0 





H 


ii 1 
(n =0), S(X) = limS,(X) = (27Di)*, Di = sup| D. 
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D’ = sup| D, |, X ' gX E 
定理 4.2 设 X= |X ,9 ,n> 01 是 概率 空 PO, F,P) 上 
H, E(S(X)) < œ AlimX, 是 [a.e. | KELA S 


证 Sa _ [0,1], 9 ”为 ”中 一 W Sa s 是 
Lebesgue WE, #4 ir, n0 是 概率 空间 (2 , P* ) 上 的 相 


互 独立 随机 变量 序列 , 只 可 能 取 1 与 -1 sual ra(t)dt =0 


(n 这 0). 对 每 个 固定 的 + € [0,1], | s ` r, (1)D; Z, ,2 之 0| 是 概 
率 空间 (0Q2,9,P) 上 的 拷 , 从 而 


| | D nOD, 





„Paon > 0! 


EN,F, P) 上 的 下 寺 , 所 以 1E( Dn) Dl) :n 之 0 是 单调 
非 降序 列 . 又 因为 

ORON = f r aef raas =0 (G Æk), 
所 以 


R x Y ri (DD, jd 


=E(| Dn (WD |a: | 

<E((| Zaw nl a: °] 

- E [[ SAna] 
|. 


= E f © par}? )= E(S,(X)). 


Ü £=0 
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再 用 积分 的 单调 收 全 定理 (因为 E(| D m~(:)D |) tn AW 
降 ) 可 得 


f, sp E(| 3 r(t )D, | )dz < E(S(X)) < oo. 


所 以 存在 加 € [0， 1] ,使 
sup E(| Drs)D,|)< 
IY= |Y, = Pn), Fn 之 0| 是 L' ARR. 
又 因为 。 
= > D. = = Dn leo) ` r, (t )D, 

















= Pn) Y, — Yı) (n 0), 
HDX EL) HRM Y 的 关于 可 预报 序列 | (a): >O 的 变换 . 
M sup 得 AA H. 
853. 


定理 4.3 Ü X = [X ,% ,n > 0), Y = Y Z n > 0! 
8 2 8k 8 S= N| (0.2, P) 上 的 蒜 ,X 是 L! 有 界 的 , 且 S (Y) < 
S.(X) (n = 0), MJ lim Y, 是 | ae. ] KALS H. 
W ERER c > 0. 令 
r= inf|n:| X. |> c ES. (X)> c), 
并 定义 inf = so, S. (X) = S(X). 推 证 
E(S,(X)) < °°. 


事实 上 ， 
SOCO<1 t D. <2e + |x], Si: S i (4.9) 


£ t, — T A n , 则 有 
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| xldp<lmanf| . X, |dP 
< sup E(| x, |). (4.10) 
3 6 n>0 EFH, r,r, EIF, k 20} 停 时 ,所 以 





E(| X, |) = DEX |in = k) 


< DEX, ;Tt, = k) 
= E(|X,|). (4.11) 
以 (4.11) (4.10) RA (4.9) RHEE X E L! 有 界 的 , 则 可 得 
E(S,(X)) < s. & Y = [Y, = Y, ,#, ,n 之 0), 显 然 E(| Y, | ) < 
°, Y, € Z , BXHEfDI A € $, ,有 
A A Tn 一 Ji 站 |r > 了 E F, 
故 由 Y 是 靳 可 得 


| (Y. -~Y., )dP = >. >j} Y, Y, i )dP = 0, 


r 5I i 


所 以 Y Rh. AA 
E(S(?)) = E( Y3 + D |Y, - Y. |) 


= E(Y + X |Y, - Y, ,|?) 

= E(S.(Y)) < E(S,(X)). 
所 以 E(S(Y)) < se. 因此 由 定理 4.2 得 知 lim 立 , 是 [ae. ] 收敛 
且 有 穷 的 .但 是 在 集合 {XX* <c, S(X) <c! 上 总 有 rr = oo, it 
二 TA 人 n= n, AM Y, = Y (n >20). TH EJE1.2 和 定理 
4.1 £#l P(X < so) = 1 = P(S(X) < co), 所 以 limy 是 
[a.e. ] 收敛 且 有 穷 的 . 
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定理 4.4 设 X= X,,Z n20] 是 概率 空间 (02,8,P) 上 
E(D) < eo, WJ 

(1) lm X, 在 {S(X) < ci 上 是 [ae. | KALAJ H; 

(2) {sup X < |E {S <el, [a.e. ]. 

更 一 般 地 , 若 还 有 YY = !Y ,Z ,n > 0] 是 和 关于 可 预报 序列 
V = |V n 之 01 的 变换 , 则 

(3) lmY,#&|S(Y)< œ} NV" < co] 上 是 [a.e.] 收 剑 
且 有 穷 的 ; 

(4) [sup Y, < co I N[ V< CIS(Y)< æ}, [a.e ]. 

(Œ: (a) 设 E(D")< ceo. 由 定理 3.4 及 定理 4.4 的 (1) 和 
(2) ##|lim X, 收敛 且 有 穷 | = [sup X, < ©} = [S(X) < œ}, 
[a.e. |. | 

(b W E(D*)< œ, V" < K, [a.e. ] Wi 

E(sup| Y,- Y, -| ) = E(supi V,D, |) < KE(D*) < œ, 
故 由 定理 3.4 及 定理 4.4 A ii), CV) 得 
lim Y, WAHAJ) = lsupY < co| 
= 1SCY)< œ, [a.e. ]!. 

U RA X WW AE E(D  ) < eo. 

(1) ÆRE A. r = infln:S (X)22 A], z = +z À n, 
K, = X, (2 0), 则 仿 定 理 4.3 可 证 总 = [X, Z ,n 之 0| Eh. 
显然 


E(S(X)) = E(R+ SIR -Ra P)? 
k=l | 
X. DIX T Än, Py 


= E( 
E(X% + D IX- X,- | 
( 


E(S,, (XY + | D, 2)2 


I 
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< E (À + D'2)2 <à +E(D` )， 
所 以 E(S(X)) < ce. 因此 ,由 定理 4.2 得 jimX, 是 [a.e. ] 收敛 且 
有 穷 的 .但 在 集合 1S(X) < A) E z = = H X= X, HA llim X, 在 
|S(X) <a} 上 是 [a.e. RAEES. HFA > 0 可 以 任意 取 ， 


所 以 (1) 获 证 . 
(2) ” 任 取 A>0, 令 z= infjn:| X >al, r, = z À n, 


X, = X. (n 220). W X = [X F7 ,n 2> 0) o, 显然 ， 


X, <a +D’, MUREL ERY, HEM 4.1 系 得 
S(X) < oo, |a.e. |. 
但 是 在 集合 {X" < A! E# r= so B S(X) = S(X), 所 以 对 一 


Ha >0, 有 
IX* < Al C IS(X) < œ}, fae.] 





从 而 
IX" < ool C |[S(X) < œ}, [a.e.], 
但 是 ,由 定理 3.4 有 
IX' < œ} = sup X, < co | = linf X, >— œ}, [a.e. ]. 
(2) HE. I 
(3) 再 设立 是 X 的 关于 可 预报 序列 V 的 变换 . 任 取 A>0, 令 
9.(0)= 1 当 | V, (w)| < À, 


T 之 $ 
0, 反之 0 





MJ Y = |Y,,Z,,n220] ER, B E(G')<AE(D' ) < co. 因 此 ， 
由 (1) 得 知 lim P, Æ{S(Ẹ) < ©} 上 是 [a.e.] 收敛 且 有 穷 的 . 
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所 以 


[vv < AlíS(Y)< ec | C [S( Y) < œ] | (Y, = Y! 


C [lim Y, KAARIN | y, = Y, | 
C | lim Y, KAEA F I, [ace], 
BP (3) 成 立 . 
(4) HT E(G') < eo ,% Y (2) 得 
sup Y, < jC |S(Y)< œ}, [a.e. ]. 
再 注意 
(V <a C (11Y, = Yl, 
, 则 可 得 Í 
(sup Y, < co, V* < AÍ = [sup Y, < co, V? < à| 
C |S(Y)= S(Y) < œ}, [a.e. ]. 
HT À > 0 可 以 任意 选取 ,在 上 式 中 邻 1 — co ,得 
[sup Y, <o, V? < co|C ÍS(Y) < œ}, [a.e. ]. 
定理 4.5 设 ( 人 ,8,P) 为 概率 空间 ,A C Z. #£ A 是 原子 集 
合 , 如 有 果 PCA) > 0, 但 4 不 能 包含 两 个 不 交 的 具有 正 概率 的 子 
£&.# X = |X Pn £ L! ARA, |D, :n > 0] Z Xag 
差 序列 ,4 是 原子 集合 ,DD, 的 值 域 避 为 可 数 集 , 则 
5 1D,|< >, la.e.|inA. 
E SD, 之 值 域 崩 含 于 |a asas], n>0. HA ER 
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子 集合 知 :固定 任 一 非 负 整数 n, 必 存 在 实数 a ËA C |D, = 
a, l, [a.e.], 亦 即 P(A 一 ID, = a, 1) = 0, 如 果 不 然 , 则 对 一 切 
a, , 均 有 P(A 一 I D. 一 apt) > 0, 今 
K = suplk:P(A,D, Za, D, Z a) = P(A) >0,k Èl}, 
JH 1 < K < eo. 
(a) # K < oo, 则 
P(A,D, = aist, D, = a, D, = Qt+1 ) > Ü. 
因此 A M ID. Za, D, Z a, , D, = ap+l | 与 A B ID =a, 
是 A 中 2 个 不 交 的 具有 正 概 率 的 子 集 , 这 与 A 是 原子 集合 矛盾 . 
(b) # K = oo, 
P(A,D, = a, D, Z Co ) 一 P(A) > 0, 
这 与 P(U D, = a,|)= 1 矛盾 .所 以 必 存 在 a, f 
A C I D, — Ak z [a.e.], 


AT ACRID, = a, l, [a.e.]. 取 


则 义 关 于 VV 的 变换 Y = | VD, F, n> 0 88 


Y. = >|%|= XID 
i=0 j= 
再 利用 定理 4.1 可 证 定理 4.5. 





, [a.e. Jin A. 


95 取 值 于 Banach 空间 中 的 蒜 


在 前 面 四 节 中 ,我们 研究 的 是 实 值 款 ,而 在 这 一 节 中 ,我 们 将 
要 研究 取 值 于 任意 Banach 空间 B 的 园 ,简称 B 值 鞠 . 
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在 这 一 节 中 , 重 设 02, 多 P) 是 完备 概率 空间 ,B 是 任 一 
Banach 空间 , 若 多 ”是 多 中 的 子 o 代数 , 令 

M(Q,%" ,P;B) = 1f:f:0 >B, f AF F 强 可 测 }， 

L’ (2,F* ,P;B) = 1f:f € M(Q,F* ,P; B), 


| lfl?aP < œ}, 1<p>< =e, 


其 中 | | 表示 B 中 的 范 数 . 

定义 5.1 设 械 是 任 一 偏 序 集 , 其 中 序 关 系 为 二 ,| 多,Y € 
r) 是 多 中 一 族 子 o 代数 ,如 果 X, € L'(Q,% ,P;B), yC p, H 
"a < 8 =Z, C Rh, (s)E(X, P) = X ME X = XF, 
y Er) 是 一 个 BER. 

为 了 研究 B (89k ,我们 先 介 绍 有 关 取 值 于 了 的 集合 函数 的 一 
些 简单 性 质 . 

定义 $.2 设 下 是 任 一 集合 ,@ 是 巨 上 的 一 个 代数 ,B 是 任 一 
Banach 空间 ,y 是 定义 在 6 上 取 值 于 B 中 的 任 一 集合 函数 . 如 果 对 
任何 44: € ë, A, AN A, = 人 ,有 n(A U A,) = CA.) + 
u(A:), MFK u 是 有 限 可 加 的 ;如 果 wx 还 满足 


p( UA,)= (s) D(A,), 


其 中 A, € é, UA, € é, A, N An = Ø (m Z n) WE p 是 完 
全 可 加 的 (可 数 可 加 的 ) .级 数 前 冠 以 (s) RR R R Brik TEA. 

E y 是 定义 在 代数 6 上 取 值 于 B 中 的 有 限 可 加 的 集合 函 数 ， 
则 称 


V,(A;é)==supl > | i(Ahi)N:AD A, € ë, A; D A, 
Ë =] 


= Ø (j Zk, n> 1)! 
为 y 在 4A 上 的 变 差 (A4 € 6 ), 在 无 混淆 的 情况 下 , 简 记 V. (A; 6) 
为 V(A). 称 V,(:)( 或 简写 为 V,) 为 的 变 差 函 数 ,简称 为 u 的 
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变 差 ,而 称 久 在 上 的 变 差 V, (E) X z 的 全 变 差 .在 V, (E) < co， 


则 称 jy 是 有 界 变 差 的 (在 6 上 ). 


称 
V'(A)=supll z" oy | (A):z="* EB", |z <1i 


为 4 在 A 上 的 半 变 差 (A C 6), R: B" ABRAS, cou 为 
如 下 定义 的 有 限 可 加 的 实 值 集合 孙 数 


(x op)(A)= x (1(A)), AES, 


而 |z” 。Aj (A) 是 实 值 集合 函数 x"。4 在 A 上 的 变 差 , 称 
VC (或 简写 为 Vi ) 为 u 的 半 变 差 . 若 VI (E) < co , 则 称 x 
是 有 界 半 变 差 的 . 


显然 有 

(1) AC B =V,(A)< V,(B), V, (A)< V; (B); 
(2) V; (A)< V,(A), A € é; 

(3) 人 及 在 6 上 具有 有 限 可 加 性 . 

由 (2) 看 出 ,各 u 是 有 界 变 差 的 , 则 w 必 是 有 界 的 . 

命题 5.1 设 忆 ,6,B 如 定义 5.2, 若 儿 是 6 上 的 取 值 于 B 中 的 


有 限 可 加 的 具有 有 界 变 差 的 集合 函数 , 则 u 在 86 上 是 完全 可 加 的 
充 要 条 件 是 V, 在 6 上 是 完全 可 加 的 . 


证 ”充分 性 . 设 V. 在 8 上 是 完全 可 加 的 .由 于 yw 是 有 界 变 差 


J.H V: (A)< V,(A) (A E £), KIER A, € é, A, D Apni 
(n 21), NA, = 人 所, 必 有 


lim sup | = "(#(A,)) | 
S limsup i z o u | (A,) 
< lim sup V, (A,) 
< lim sup V, (A,) = 0 
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(对 一 切 x” EB ,| xz | 才 1 成 立 ), 所 以 ,由 Hahn-Banach 定理 
得 

(s) lim py(A,) = 0, 
从 而 由 py 在 6 上 具有 有 限 可 加 性 得 知 ¿ 在 6 上 具有 完全 可 加 性 . 
必要 性 . 设 py 在 8 上 完全 可 加 且 具 有 有 界 变 差 . 任 取 A, € ë, 


A =UA,€6,ANA, =Ø (a +m). ix = |B,,B,,---, B, | 
为 A 的 任 一 分 割 , 即 B; € 6, B, N B = @ GZ j), ÜB, = A, 
则 

X leI = Plu(BNUA,)) 


= P|) (B n a, )| 


BC x 


| (B N A,) | 


s 
| — 
2 2u la (B N A, ) | 


所 以 
v, (U4)= V,(A) < S1V,(A,). 


又 由 于 V, 在 6 上 具有 有 限 可 加 性 及 单调 性 ,所 以 ,对 每 个 1， 
有 


> V,(A,) = V,( U A,,)< V,( U A, ) 
从 而 
Sv, (A < V. (Ü An). 
故 V, 在 2 上 是 完全 可 加 的 .命题 5.1 获 证 . 
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命题 5.2 k E,é, BE ea 5.1, v 是 8 上 的 实 值 测 度 ， 
则 
a < y, <> V, < v, 
其 中 符号 a < , 表示 4 关于 vy 绝对 连续 , 即 
“ (A) =0 = (A) = 0.” 
证 iZ a< y.# (A) = 0, 则 对 任何 B, € 8, B.C A ,#£ 
v(B:) = 0,@% a (B.) = 0, 从 而 
k 
V,(A) = sup| 2 ju(B)l :k >21, BCA,BES, 
B, ñ) B; = (Ó, ¿Z 1 = 0. 
PB V. < v. 
it V, < v,# (A) =0,0 || (A)]1 < V.(A) = 0, 故 
u, < v. 
命题 5.3 设 (下 ,gl) 是 任 一 可 测 空间 ,w 是 定义 在 86 上 的 B 值 
完全 可 加 集合 函数 ,y 是 定义 在 6 上 的 实 值 测度 , 则 
Kv Fs) Im. (A) = 0”. 
(s) lm (A) = 0 的 意思 是 ; 任 给 。>0, 存 在 8 多 0, 当 v(A) < 8 
时 ,有 |l (A) | < €. 
证 W < v. £ (s) lim x(A) 关 0, 则 存在 一 个 eo > 0, 对 
一 切 2”> 0, 存 在 A, € 8, (A< 27. |a (A,) || > <, 


(m 221). M (f) UA.) = 0.8 B, = ÜA, B = B, -Imh 
“CC B, C E= (C) = 0” 
f C C B, C € é =>x(C) = 0”. 因此 对 任何 x* C B°, 
|z |] <1,# |x" £ |(C)=0 OCB, C € ë). 
但 是 ,对 任何 ”之 1 ,由 l aCA) || Z eo, MER r? € B°, 


使 上 zx; | <1, | zi "wpw(A)1> 妆 .而 六 在 8 上 具有 完全 可 加 


450 随机 过 程 论 
性 ,可 证 对 《中 的 两 两 不 交 的 集合 列 {E,| 有 


lm > lei eyl (E&)=0 (对 nn 之 1 一 致 成 立 ). 
m> bam 
(参见 [14] p.8 命题 17 及 p.7 定义 14). 今 取 
E, 二 上 _ B}, En 一 B, 一 Bayı (n1), 
则 {1E,1 满足 上 述 要 求 , 且 


B, 一 B = UE,. 
但 前 面 已 证 : 
“CTB, CE, z” EB ,lr | S1 | z" ° | (C) = 0”, 


所 以 | xj eui (B)=0 (对 一 切 n >21), Kt 


im |z; ey | (B,.) = lim |x; p | (UE,) 


< lim > | z; ° y | (E) =0 (对 nn 之 1 一 致 成 立 ). 
n> Em 


但 是 
| Zp ° H | (B...) = | Enl ° u (Ani) 


之 | Xn] ° n (A...) > >. 
上 述 两 个 不 等 式 是 矛盾 的 .所 以 (s) dm x(A) =0. 任 取 AE ë, 


(A) =0,0] |l aCA) I] < 4—0 m > 1), (A) = 0,6 


p Xv. NA 5.3 获 证 ， 

命题 5.4(Caratheodory-Hahn-Kluvanek 扩张 定理 ) 设 (E,@) 
为 任 一 可 测 空 间 , 印 是 6 中 的 一 个 代数 ,a(@) = é, BAE- 
Banach 空间 .Ap 是 定义 在 多 上 的 有 界 的 、 完 全 可 加 的 B 值 集 合 函 
数 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

Ci) 可 唯一 地 由 护 扩张 到 8 上 去 而 成 一 个 完全 可 加 的 BB 
值 集合 函数 ; 
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(i) #6 F AB— A23A3|E P, i uP. 

证 明 请 参见 [14] p.27. 

下 面 给 出 两 个 有 代表 性 的 B 值 鞭 的 例子 . 

例 5.1 P e€ L (Q0,Z P;B), iZ | 如 定义 5.1, 令 

X, = (s)E(ë | #%), mn = 0,1,2.…. 
M X = IX, sn = 0,1,…|] E BR. 

例 5.2 Ru EEXE FERKA T B ñJSC 2 MARAA 
数 ,x = 1A1,…,4,| 是 2 的 有 限 分 割 , 且 P(A,) >0, 卫 是 全 体 
上 述 分 割 构成 的 但 序 集合 ,其 中 的 偏 序 “ 委 ”定义 如 下 :ri € r, 
m EL, z, < x, 的 充 要 条 件 是 "4 € z,—> PEBE n, E 
ACB, la.e.]”. S F, 是 由 x 产生 的 o 代数 (x Er), 

X, (w)=u(A )/ P(A), 当 w € A,, 
r= 1A;,A,,…,A,|,x € D. 
M X = {X ; z € rT) 是 一 个 BÉR. 

下 面 我 们 研究 了 B 值 款 的 收敛 理论 .作为 一 个 例子 ,首先 证 明 例 
5.1 中 的 B 值 黑 是 收敛 的 . 

定理 $.1 X= ÍX, Z, n=0,1, | 是 例 5.1 中 所 定义 
69 B18#, PP X, = (sj)E(E15), n220, £ € L'(Q,F,P;B), 
则 

(s) lim X, = (s) lim (s)E(& | Z) 


= (s)E(# | V #,), [a.e.] (5.1) 
证 <+ = V I, , FAJLA EN. 


(I) EE UM(0,2,,P;B) WFE n, iË X, = £, 
[ae.]( 4222 n) WEA 5.1 的 结论 成 立 . 


(H) 设 eE M(Q, V 5,P;B), 则 对 任何 se >0, 8 > 0, 
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必 存 在 y € U M(0,Z,,P:B) ,使 
E(|E&-7l)< Fes. (5.2) 
事实 上 , 知 令 
M= |A:A € V, TIE A, E€ UF, iE lim P(AAA,) = 0}, 

NEREMDUF . TERME q 系 ,所 以 由 Ü 9, 是 代数 (更 
是 II 系 ) 得 知 

MD 4d( UF )= s( U Z 
因此 ;对 任何 & = zla(z € B, A EVI), VA An € ÜZ, 
Nan 一 xli, 使 

ECE- m, [<S |x IP(AAA,)—— 0 (mm 一 co) 


所 以 , 用 单调 系 定理 可 证 : IE EE MA, V 9,P;B), 必 有 


7 € UM(Q,Z,,P;B), 使 (5.2) 式 成 立 . 
又 因为 
| X, — X, | < || (s )E(? 1 F) -(s)E(? | Fa) | 
+ ISEC- gi F) -EE-l Fn) | 
< || (s)E(7 |Z, )— (s)E(? | Z,) | 
r2supE(|£- gl 17), (5.3) 
由 (1) 及»y 的 取 法 , 当 n,m 一 co 时 ,(5.3) 式 右 端 第 一 项 [ae. ] 收 
APRO MEE- qi Fr), Fn 20 是 实 值 非 负 款 ,由 定理 
1.2 中 (1.3) ,及 (5.2) 式 得 
P (sup E( lë— 7] 12) > e) 


1 Ô 
<FEC- 71)<. (5.4) 
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因此 
P (lim sup || X, - X | > e) 
< P(2supE(| -ql 12.) >e )< 8. (5.5) 
而 6 > 0 可 以 任意 小 ,所 以 
P (lim sup | X, — Xn | >e)=0. 
H e > 0 可 以 任意 小 得 (s) lim X, = X. , [a.e. ]. 
(HI) 对 一 般 的 EE€ L'(0,Z,P;B), H + 
X, = (s)E(E | F) = (s)E((s)E(t | Z.) | Z ) 
= (SJE(X% |Z) (X¿ = (s)E(ë | Z2.)), 
而 X € L!(0,2. P;B) 所 以 ,由 (2) 知 
(s) lim X, = X. , [a.e. |. 
最 后 证 明 Xo = (SJECE | Fo). BR, Xo E M(Q, F. ,P ;B). 
又 因为 lX, E < E( El 到), 由 命题 3.1 得 知 { X. || :n>0]J 
是 一 致 可 积 的 ,所 以 sup E ( IX, | )< K < co, 由 命题 3.2, 有 
E( | X. I) = El(lim| X, | )= lim E( | x, ||) 
< K < co， 
所 以 
X, € L'(Q,%. ,P;B), (5.6) 
(| -Xe l:n > 0] 一 致 可 积 .再 用 命题 3.2, 有 


(s)| X,dP _ (s)| XsdP 














im 
< lim | IX,- X. ldP=0 (AEF). (5.7) 

因此 ,为 证 X。 = (s)E(& | 多), 只 需 证 明 对 一 切 A € x ,有 
(s). £dP = (s) lim[ (s)| X,dP ] = (s)| x.ap. (5.8) 


而 当 A EUF, 时 , 必 有 no, E A E Z, (n 之 no), 所 以 
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(s)| sdP = (| X,dP (n > no), 


因此 ,对 一 切 AE UF, (5.8) 式 成 立 . 令 


s 





(s) | EdP = (s)| x. dP 
M| 322 Ü ,, EMNE 4 系 ,从 而 


MD 4( UF) = s( UF) = Foo 
定理 证 毕 . 

ÆX 5.3 $K Banach 空间 了 关于 概率 空间 (2 Z, p) 具有 
Radon-Nikodym 性 质 , 如 果 对 定义 在 多 上 的 取 值 于 B 中 的 完全 可 
加 的 具有 有 界 变 差 的 集合 隧 数 ,只 要 jy 区 P, 就 存在 EL'(0， 
Z P;B),fš 


n (A) = (s)| flw)P(dw) (A € $) (5.9) 


E B 对 每 个 概率 空间 丝 有 Radon-Nikodym 性 质 , 则 说 B 具 有 
Radon-Nikodym FE n. 

可 以 证 明了 具有 Radon-Nikodym 人 性质 的 充 要 条 件 是 了 对 概率 
空间 ([0,1),4[0,1),P) 具有 Radon-Nikdym 性 质 ,其 中 YX[0,1) 
是 [0,1) 中 一 切 Lebesgue 可 测 集 ,P 是 Lebesgue 测度 (证 明 可 参看 
[14] p.138 £ 8 或 者 [9] 定理 2). 

众所周知 ,实数 空间 及 具有 Radon-Nikodym 性 质 . 

FEER, 我 们 曾经 证 明 过 只 要 它 是 元: 有 界 的 , 必 是 
[a.e. 收敛 的 . 对 于 取 值 于 一 般 的 Banach 空间 的 款 , 类 似 的 结论 
是 否 成 立 ? 回 答 是 未 必 . 定理 5.2 和 定理 5.3 将 给 出 反 、 正 两 个 实 
例 .保证 L ARABERE a. e. ] 收 敛 ,B 应 满足 的 充 要 条 件 是 B 
具有 Radon-Nikodym 人 性质. 
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定理 5.2 看 在 一 个 特定 的 Banach 空间 吾 , 对 此 也 ,存在 一 个 
LL 有 界 的 B 值 著 , 它 不 是 [a.e. | it Urei). 











让 取 B=” = izr;zx= (£o sE] s2 e Z, c R, Sup Ln 
< coj .在 B 中 定义 线性 运算 如 常 , 定 义 | <| = sup| x, |, M BÆ 


Banach 空间 .直观 上 看 , 若 有 一 列 随机 变量 {XX, :n 之 0| ,其 轨道 如 
F: 
Xo X; X 
la Do  (1,.1,1,0,::: ) 
1 7 š 
N 


2 `(,1,-1,0,) < 
(1,0,0,0, e) 


4 (b= 11,07) < 
IN 


° 7 `(1,-1,-10,) < 


1 (1, T 1,0,0,.…) 


pj 
P(X, = (ao ,.a a 1,0) | X, = (asal, a, ,0 ,***)) 

= P(X, = (aoa t an5 = 1,0,…)| 

X, — (ao ai a, 0，……)) 
-4 
2 ° 
此 {XX, , (X ,X i, X. ),n 20 就 是 一 个 L! 有 界 的 取 值 于 1” 
的 蒜 ,但 它 不 是 |a.e. ] 收敛 的 . 
下 面 把 这 一 直观 模型 理论 化 . 令 

Q, = ler | = [(1,0,0,0,---)1; 
(O, = ler yo | = [(1,1,0,0,), (1, = 1,0,0,4); 
(2， = |a) ,wb ... 22 | 


1,1,1,0,°),(1,1, — 10,::), 


A 
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(1, _ 1,1,0,.…),(1, E L, _ 1,0,.…)}; 


{2, = oo 
or 
w = w "P —e, i= l,e, 2, 

e = (0,,0,1,0,; 1), nl, 

— -Z 


rT 


S, ERN, 的 全 体 子 集 构成 的 a 代数 (2 >> 0), 
N = MXN X, 2 = XG X 


If 220, o € M, k = 0,1,::: n , Ë X 


"|x faf fx ef?) 


Ti 


1 (k) (k-1) J 
2 F ama . 


í 


P, ( 1: 


0， 反之 
而 对 任何 A, € %, x $, x --: x $, WE 
P,(A,) = 2  P,.(le, |x [ei |x x el), 


(ea 
则 PP, 是 的 x Xx… Xx 各 上 的 概率 测度 ,对 任何 A = A, x 0,, 
XQ XxX, A, € % Xx % XXI, E X. 
P(A) = P,(A,), 
W P 可 了 唯一 地 扩张 到 多 上 去 而 成 一 概率 测度 , 故 得 概率 空间 
(Q,Z,P). 对 于 任何 ww € Q, w = (WP, oP t), 
w E Np, 定义 
X, (w) = w” (n — 0), 
F = o(Xa, X1, X) 


=s |X;' (Je ii = 1,2,: 22; k =0,1,; n,n] 
推 证 X = X, 7n > 01 EN, F, P) 上 的 取 值 于 Banach 空间 
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PIN 


I” eh H. L 有 界 , 即 
IX 1 = sup EC | X, ll) < °°, (5.10) 
(B (s) lim X, 不 能 [a.e. A. 
由 于 X, EQ 上 的 简单 隐 数 且 关 于 多, 强 可 测 , 所 以 X 是 
Bochner 可 积 的 .下 面 证 明 
(sIE(X,. A) = X, (n > 0). 
为 此 ,只 需 证 明 对 一 切 形 如 


B= Xi (|ow)) (5.11) 
的 集合 B, 有 
(s)| X, dP = (s)| XdP, (5.12) 
X HT 


l S 
mat H ww 全 一 w: Dte 5 
— z : kl (5.13) 
0, BRZ, 
所 以 ,只 需 证 明 对 下 述 形式 的 


(k) 


B= X, (16%, |), wh = Capai rar,0,), 
a, >J + L, k = 0,1,2, en, (5.12) 式 成 立 . 这 时 由 P, 和 PP 的 定 
义 , 有 
X nt — | 
(s)| X, dP = (s) sn (|, ) Xr dP 


i fac, ( oo ) Aari a 





= (wi 十 er 十 (wi T Enti ) 5 
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故 X = IX, ,Z2, n > 01 是 取 值 于 1/” 的 著 . 

H TX o ED ci”, É # w = (aa i" a, 
0,…), 其 中 为 1 或 -1, 所 以 wi” = sup |a |= 1, 而 对 
E w € A, Xlo) E 0,, 故 | X, | = 1, Am IX = 
sup E ( | X, |)= 1, BD X E L! 有 界 的 . 

但 是 (s) lim X, 绝 不 能 [a.e. ] 收敛 . 因为 由 P 及 X, 的 定义 得 


知 
P((X,+ - X.) =+ er) = 1, 
所 以 
| Xp X = el=1 tae.]， 
因此 (s) lim X, 不 是 | a.e. KE. 
定理 5.3 设 


B = L 一 |z: > 一 (Zo, Z 1 T23), Z, € R, >, |z, | < oo], 
t= 0 





在 也 中 定义 线性 运算 如 常 .定义 上 zz = > |=, (z EB), 则 B 是 
n=0 
Banach Z 8]. 342 X = iX, ,# n 2201 是 概率 空间 (0Q ,多 已 ) 上 的 取 
值 于 也 中 的 蒜 , 且 工 有 界 , 即 | XII = sup ( | X, l|) < œ, MA 
Æ X. 4È E( | X. I) S< IXI, H 
(s) lim X, = X», [a.e. J. 
证 ”为 方便 起 见 , 有 人 时 把 / 中 元 素 写 成 列 向 量 . 令 

X... 

Xian 

X | 
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推 证 |1X , Fn 宇 0]} 是 概率 空间 (0 ,多 已 ) 上 的 取 值 于 及 的 区 
有 界 的 蒜 . 由 于 X, + Z, 强 可 测 ,所 以 可 令 


M; 
2 Apo, (k i ) la G.D 


No 
XL, 
X, — l, — (s) lim Da (Ë, idla (k.i) 
X, 
, M, 
: > z, (Ë, i) la (e,i) 
i=} 
记 作 poyn (D (k) 
= (s)lim X”, [a.e.], [XP | < 2] X M, (5.14) 
A, (k, i) € Z C Z, 
Zo,n(k,i) 
„(k,i) 
raki O € n, 


m. (k, i) 
HF‘, z€ 9 |r” -zll 0 =] nar lI G0”, 
所 以 


M, 
X,, = lim) zjn (k,i)1a (k,i) G 220). (5.15) 
i=] n 
因此 X, , € Z (j > 0). XAA 








Xo, n-1 
入 il = 
= X,- = (s) E ( X, Fai) 
从 2 1 
= (s) lim [ Fai) ) 





M, 
= (s) lim > z,(F,i)E(1, G. Fai) 
i=! š 
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To, (Ë ? I) E (la G.) F) 





Ë 
Zin (R I)E(1A i.i) Fai) 
l 


i 


= (s) lim 
to 





= 
Fal 


k 
Drank ,i) Ea G.D 
1= ] 


š li < UAI s 


— 


所 以 由 (5.15) K (5.14) 式 得 


本 





M, 
Xai = lim $ tn (k, DE Ca 01-1) 


= E(X ,9 1) (a1). (5.16) 


MIX; Aon S0 AARG 之 0). 由 于 X 是 L 有 界 的 ， 
即 








IX I = supl ECI X, |) = supy]E(|X,.|) < >, 
(5.17) 
所 以 
sup E ( Xaj) < e°, (5.18) 





BX’ Zn 之 0| EL 有 界 蒜 , 因 此 ,由 定理 1.5, 得 知 存在 
X; æ ,使 





lim Xj,, = X, [a.e. | (5.19) 
E(|X,. |) < sup E(| 总， ) < o° (5.20) 
人 
Xo% 
x. = |= 
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推 证 :X。 = (s) lim X, , a.e. |. 

由 于 {XX n Fn 20) ERER, AL X. ,. l ,多 ,n 20) E 
Fah AT E(|] X, | ) 是 二 的 单调 非 降 函 数 ,用 单调 收敛 定理 及 
(5.17) 式 , 有 


S sup E(| X ) = 2 lmE(| Xal) 


j=0 "7 
一 lim > E( X... |) 
n= ; = 0 
= sup > E(|X.,|) < œo, (5.21) 
H = 一 j=0 


因为 
| X, 一 入 | 一 > | X, , _ X; oœ | + >: | X; n _ X; œ% | ) 
ji j>i 


(5.22) 





FE = sup 2, | X; , W h (5.19). (5.22) 式 得 
limsup | X, = Xe | <26, [a.e.]. (5.23) 
由 于 {| XX), | ,ZF ,n > 0| 是 实 值 的 非 负 下 ,再 注意 ($.17) 式 可 
知 | 2) Xal Fn 之 0| 亦 为 非 负 下 款 , 所 以 用 非 负 下 款 的 极 值 
不 等 式 (1.13)” 和 (5.21) 式 可 得 
AP (sup | X, | > A)< sup E( 2; | X; , 
< 2 sup E(|]X,., |), 
再 用 (5.21) 式 知 上 式 右 端 当 i -> co BT 0 , 故 
limAP (sup 2; Xl>24)=0 (A >0),. (5.24) 








) 


因此 
limé = = lim sup 2; X, | = = Q, [a.e. |. (5.25) 


1 — OO n> 


H (5.23), (5.25) 式 得 
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(s) lim X, = Xə, [a.e. |. 
显然 ,由 (5.20)、(5.21) 式 得 


EC Xa |) = E(X lXel)= DEUX, =l) 





< > sup E( | X;., |) = sup E(X, ) 


= sup EÇ | X, l1) = 1 XI, < >. 
系 # ° > pl, B= P = {zx:x = (zo ,Zi,'), x, ER, 


(X la, 2)? < oo| ,在 B 中 定义 线性 运算 如 常 ,定义 lael, = 


1 
(X zl*)?, 则 B 是 Banach 空间 . 设 X= IX, , Z n > 0] 是 概 
n=0 


空间 (0 ,39,P) 上 的 取 值 于 IP PHR, ELAR, | X |; = 
sup( || X, I2) = supl E( | X, 上))< co, 则 存在 Xu ,使 


(E(|] X. ]|”))>< |x, 
(s) lim X, = X. , a.e. |. 


X, 


HFX n Fron 20) EW, m ol) = |: 是 凸 函数 (p 1), É 
以 由 和 | 天 过 0 是 非 负 下 款 , 因 此 ,在 定理 $.3 的 证 明 中 ， 
AI Xa Aron SRRI] X. | An], MEES. 
证 系 . 

定理 $.4 设 B 是 任 一 Banach 空间 , 则 直列 陈述 等 价 

(i) B 县 有 Radon-Nikodym 性 质 ; 
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(j|) HERRAZ, F, P) E4 BER X = X, 2, 

n =0,1,=] ,只 要 sup E ( lX J| ) < s ,3:35 
(s) lim X, = Xə, la.e. ]; 

(j) 对 任意 概率 空间 (02,F,P) 上 的 B 值 壮 旷 = X ,多 , 

n 宇 0,1,…|, 只 要 i,| 是 一 致 Bochner 可 积 的 , 即 是 只 要 
Jim sup | | xx >wdP = 0, 

就 有 Xe € L'(0,#,P;B),4& lim E ( | X, - X. |) = 0. 

在 证 明定 理 以 前 , 先 证 明 

5| 理 5.1 设 j 是 定义 多 上 的 取 值 于 B 中 的 完全 可 加 的 集合 
函数 ,X= X, ,Fi ,A € T) 是 例 5.2 FELH BAR. ZR 
lm) C D, m, S =, (n >21),# X, € L'(Q,Z,P;B),14 


1 


limE( || X, - X. |) = 0, (5.26) 
则 a TA f 
„(A) = (s)| XadP (A € Z). (5.27) 
证 Bb uE 
(sJE(X.|% )= X, (n21), — (5.28) 





则 对 任何 A € mr, ,由 X， 的 定义 有 


KCA) = 人 | X, dP = (| XdP. 


而 zx, € P, A € x, 可 任意 ,所 以 对 任何 A € Z, P(A)>0, 必 有 
(5.27) 式 成 立 , 从 而 对 任何 A € F, (5.27) 式 亦 成 立 .下面 补 证 
(5.28) 3È. 
H (5.26) 式 , 任 给 。 > 0, 存 在 一 个 rr ,使 
E(| X, -Xo ll) <e ( 当 n 守 nn(e)). (5.29) 


FRAC x, H X = |X, ,到 ,x = 0,1,…| Æ B (89, n H 
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Of x. ap = (| X dP Gm2n) (5.30) 
所 以 , 取 m >n V n(e), 则 由 (5.29)、(5.30) 式 得 
(J| x. aP - (9f XodP| 








ofr of, xar] 








<f [x -xafa < e: 
而 e >0 可 任意 小 ,X € L (0,# ,P;B), 所 以 (5.28) REX. 


引 理 5.1 得 证 . 

现在 我 们 证 明和 定理 5.4 

( Í )=> (iÏ). 设 B 具 有 Radon-Nikodym 性 质 . 任 给 B fB #h 
X = X, J, n = 0,1,…| ,满足 

sup E ( | X, |) < e, 

推 证 :(s) lim X, = Xs, Lae. ]. 

事实 上 , 令 

u (A) = (s)| x,aP, AEF, nl, 
RPF =1A:A= BUC, BEF, P(C) = 01,WJ# X Æ% 
可 知 
A (A) 一 H(A) (A € F). 
MERI CR ES 922 = UR ( 它 是 代数 ), Fo = oF) 
= VF , 则 
(A) = (s) lHmz, (A) (A € 22 ) 

定义 出 一 个 定义 在 2 上 的 具有 有 限 可 加 性 的 B 值 集合 函数 . 任 
W A € Z¿ ,— 


第 九 章 R 论 465 


Ë 
V,(A) = sup| 2; l e(B;) | :B; € 22 , B, C A, B, NB 
= G= j), k >1)1 
Hu TEA 上 的 变 差 . 推 证 : 
V,(A) = limf. IX ldP <œ (A €C 2). (5.31) 

ERA C. BOCA, BER, B 1 B, = @(:= ;), 
ij =l, k BFE no BL A.B EFR G = 1, k). Br D), 24 
n no 时 ,有 


之 
D IaB) I= D haB) = > 








(s)| x, dP x 


k 
<> | Ix. laP<| Ix. lap. (5.32) 
(= 1 B. 


il X, 1,27 n = 0,1,…) 是 二 ARRERA, 1, € 
天， 所 以 114 | X, F n 2 no! WH L'ARIN KTF 98, Br 
以 

f 1X, IAPA (supf IX, ldP) (we), 
所 以 由 (5.32) 式 得 知 

V,(A)< lim| IX, |dP <= (A € FZ). (5.33) 


再 任 取 A € 22 VA n fE A € Z” (n>n 时 ), 取 简单 
KRIJ X22211 ,使 


k(ni,n) 
(m) _ (m,n) m,n m, * 
X,” = 2, C Lamo CP € p, AP EF, 
i=] | 


lim | X”- X, | =0, [a.e.] (关于 P), (5.34) 
lX” 1<21x 1, (5.35) 


lim | |X% - X, JaP = 0. (5.36) 
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又 因为 当 n 之 No 时 有 


k(m,n) 
V,(A)2= >, lla(A N A; 9) | 


b(m.n) 


= >, la (A n a”) ] 


(m, n) 
` 
k(m,n) 


(m) 
之 2 CIR aP 


klm, n) 
w 
i= 


kmn) 


> 2, 


i=j 


(s)| an) Aa dP | 
AnA 














(s)| ao Xn - x% )aP| 
ANA, , 








(s)| nX AP] -| IX, - X” | dP 
AQA, A 








= | IXP aP- | Ix, - xX% aP. (S.37) 
À A 


令 m 一 œ 并 注意 (5.34),(5.35),(5.36) 式 ,再 使 用 控制 收敛 定 
理 , 可 得 


va) >f IX dP (AEZ, n>n), 


所 以 
V,(A) > lim] IX, Jap (AEZ). (5.38) 


H (5.33), (5.38) AFA (5.31) ARZ. 

以 上 我 们 证 明了 jy 是 定义 在 代数 22 上 的 具有 有 限 可 加 性 的 
有 界 变 差 的 B 值 集合 函数 . 据 [14|] 定理 $ 关 于 孔 值 集合 果 数 的 分 
解 定理 可 知 

AI” 7 
其 中 wm 是 多 上 的 有 限 可 加 的 具有 有 界 变 差 的 了 B 值 集合 函数 , 且 关 
于 书 是 奇异 的 .所 谓 7 了 关于 己 是 奇异 的 , 亦 即 任 给 es, > 0, 存 在 
AEF, iE 
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P(A)< e, V, (Q-A)< ô. 
其 中 o 是 定义 在 多 上 的 具有 完全 可 加 性 的 有 界 变 差 的 B 值 集合 
KA, HE V, < P (>o < P). MHRA 5.4, 0 可 唯一 地 扩张 到 
Fo = (82) = VR 上 去 而 成 一 个 B 值 的 完全 可 加 的 集合 函 
数 ,扩张 后 所 得 的 集合 函数 仍 用 o 表示 .由 于 灾 包含 了 P 的 一 切 
零 测 度 子 集合 , MUERE E Fo, P(E) =0, VA E C Z, 
P(E) =0, Ah o < P (在 多 E)TUH a < P (在 和 E). 
再 证 视 a 为 98.。 上 的 完全 可 如 的 BERS RA, AARTE 
K. SERE k AB, Bi, B: € Z. Gi = 1,2,…,k), {1B,| 两 
两 不 交 . 任 给 e > 0, 由 于 o 之 P (在 和 上), 所 以 存在 6 > 0, 使 


“C€ Fo, P(C) < ó => || a (C) | < 元 (5.39) 


又 因为 多 = olfa ), Fo 是 代数 ,所 以 ,对 每 一 个 Bi € Z, ,存在 
B; € Fi ,使 P(B;AB; ) < È g 


= Bí, B= B} —B (Bi U = U Bi), = 2, bh, 
NIB) MARZ, B E Z; .又 因为 
P(B} N B? ) 
= P((B} - B;) U (B; ñ B;)) 
N (B? - B) U (B? N B.))) 
< P(B; - B;)+ P(B? -B,) 
+P((B; - B.) N (B - B;)) 
< G=j), 
所 以 
P(B; AB,) < P(B; AB? ) + P(B? AB.) 
= P(B} - B.) + P(B: AB; ) 
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10 Š 


<5; t ar < ó (i=1,..…,k). (5.40) 
由 (5.39)、(5.40) 式 得 
= € 
lla (B, — B; |l < 57>» la (B, — B; ) || < sr: (5.41) 


又 因为 
o(B,) = oa (B, — B:) + o(B; ñ B; ) 
= o(B, — B,) + o(B;) — a(B,— B,), 
所 以 la(B,) 1 < HMa(Bj) Il +Z, A 


k 


DAB)N SD NB te< V0) +e 
MiB :1< < kl TAF. 中 任意 一 组 两 两 不 交 的 可 测 子 集 ,所 以 
V,(Q;2, ) < °°. 
因此 ,由 BRA Randon-Nikodym 性 质 得 知 存在 了 E LO0 Z. 

P;B) ,使 


o (A) = (s)| Yap, A € Fn. 
So ROER LWAR, Y, = (QEF ), 则 对 任何 A EF, 
有 
o (A) = o (A) = (s)| YaP = (s)| Y,aP, (5.42) 
Sp HEZ 上 的 局 限 ,Z = XX -YY,, 则 对 任何 A EC 9" ,有 
(A) = po(A)- 0,(A)= (| Z.dP. (5.43) 


HË] 5.1 H Y = IY,,Z'* n = 0,1,…| X B ih m X = 
IX, A on = 0,1,:: 1 是 B 值 蒜 , 所 以 Z = Z 2" n = 0, 
1,…+ 亦 为 也 值 款 .由 定理 $.1 有 
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(s) lim Y, = (SE(Y| VF )= Y, [a.e]. 


所 以 ,各 能 证 
(s) lim Z, = 0, [a.e.], (5.44) 


则 (ii ) 成 立 .事实 上 ,由 于 VOL) XZ 上 的 B 值 集合 函数 ) 是 
P 奇异 的 ,所 以 任 给 0< s,9 < 1, 存 在 A € Ü; = #2: ,不 妨 设 
AE ,使 

P(O- A)+ V (AF) < Leò. (5.45) 
mi i Z Fron > N) 是 非 负 实 值 下 款 , 所 以 由 (5.45) AA 


定理 1.2, 有 
P (sup |Z I >e) 


= P((Q - A) N (sup || Z, | > e)) 
+ P(A N (sup | Z, | > e)) 

= P((Q - A) Ü] (sup [Z | > e)) 
+ P(sup(1 IZ, l) > e) 


1 
< 2 eó + 一 sup E (14 | Z l) 
= ye +i limf |Z || dP 
-e+ ty V (A; Fa ) 
2 € diii 
= 2° + >ë < 9 


所 以 
P ( limsup lZ, | > e)< P (sup lZ] >e)< ô, 
由 s >0,6>0 可 以 任意 小 ,得 知 
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(s) lim Z, = 0, [a.e.|]. 
故 ( ji ) 成 立 . 

(>= (i). 20 OR, H X = IX. 2 n = 01, 1 Æ 
一 致 Bochner 可 积 的 p f$. 易 证 sup E ( | X, ||) < eco. 因此 ,由 
(ii) 得 知 

(£) lim X, = X. , lae. |. 
H Fatou 引 理 得 知 
E( || X. | ) < limE( || X, || ) < °°, 
BB X. € L'(0, Fo, PB). Nik, | X. -Xo | 1! 是 一 致 可 积 的 
实 值 函数 列 , 且 jlim | X, -Xa = 0, [a.e.], 所 以 
limE( | X, — Xe ||) = 0, 
即 ( 访 ) 成 立 . 

i= ( Í| ). 设 ( 诈 ) 成 立 . 任 给 一 个 定义 在 和 上 的 B 值 的 完 
全 可 加 的 具有 有 界 变 差 的 关于 已 绝对 连续 的 集合 函数 w, 推 证 存 
#— X. E L'(Q,F,P;B), {E 

nu(A)= (s)| XedP (AEF). (5.46) 
利用 引 理 5.1, 只 需 证 明 对 例 $.2 中 所 定义 的 B 值 蒜 X= XE, 
x TI, 任 取 ix, | CIT, m, Sapi f Xo EL 和 P;B) ,使 

limE( || X, -~ X. ||) = 0. (5.47) 
如 过 我们 能 证 {1X. : n 211) 是 一 致 Bochner 可 积 的 , 则 由 (前) 可 推 
出 05.47) 式 成 立 , 亦 即 定理 获 证 .事实 上 ， 
P(| X. | >N) < KECI X |) < Lv, (n). 


任 给 es > 0, 可 取 N 充分 大 ,使 
P(X, | 2 N)< < (对 一 切 > 1). (5.48) 


v h) yi = 
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HÆ uP, AM V < P, VIH 5.3, A e >0, 存 在 s > 0, 
使 

“P(A)< e, AC2==>V,(A)<20. (5.49) 
因此 ,对 任何 6 > 0, 有 


| Ix. lap< v, >N) <8 (n2>1), 
i x INI É É 


PIX, en > 11 是 一 致 Bochner 可 积 的 .定理 证 毕 . 


本 章 恒 设 TCR, 2” = F(R) ÆR 中 的 全 体 Borel Æ, 
R= R.H TEZ EJLA pT = [0,co) 或 10,1,2,-… 或 
(一 ,00), 或 10, 土 1,…|. 


31 严 平 称 过 程 及 其 强大 数 定律 


在 这 一 市 中 ,我 们 将 研究 男 一 种 模式 的 随机 过 程 ,其 特征 是 其 
分 布 不 随时 间 参 数 之 推移 而 变化 . 
定义 1.1 W X = X, ET ERKSA, F, P) EHX 
但 随机 过 程 . 圭 对 任意 正 整数 ,任何 s ,zt,,s + 1; € T, B, € 2! 
(1 之 7 过), 都 有 
P(N X. (B.))= P(A XE, (B,)), (1.1) 
则 称 X 是 ( 严 ) 平稳 过 程 .特别 地 ,车 时 间 参 数 集 T 是 R 中 一 个 可 
数 子 集 , 则 称 X (PE) 平稳 序列 . 
命题 1.1 2 X = [X,:t € T] AMAZAN, F, P) LAZ 
值 随机 过 程 , 则 下 列 陈 述 等 价 ， 
(0) 和 是 平稳 过 程 ; 
(Í) (1.1 式 成 立 ; 
C) 对 任何 正 整数 和 ,任何 yy + ET (1< ¿< n), 
IFT FE b2" ,# 
EOX 00 X, D = E Xenos Xo (1.2) 
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CH) ”对 任何 s,t,s + ET 任何 
f:R œR, f€ bg! 
(其 中 RI = XR,, 91 = XG , R, = R, %, = 2! = 2 (R)),#” F 
CT tET 


E(/(X)) = E(/(X°?)), (1.3) 

Je XO (o) = X nlo) CET, o € Q). R'F66 3 z(:) 
+. 

证 (j) (i ). W( ji) 成立. 令 

光 = 1f:f € bB", 使 (1.2) 式 成 立 )， 

J= (A:A=B, x: X B. , BEB, 1< < nl, 
M E R EHN # Ho (%) = 2". 52 

(a) 1€ Z "A C ZHBF,H(1.1) RE 

E(X 5 X, )) = Eg xxs, (X, oX, )) 


= E(N Axta (e) ) 


E( LA, (B, ) (w) ) 


E (14 (Xoe os X... ) )， 


Mi € X 
(b) Efa EX, OS Sa S faris limfa = f, f € 2", 
由 积分 单调 收敛 定理 及 六 EX 有 
E(X, ,--, X, )) = lim E(f,, (X, ,-=-, X, )) 
= Im E(/. (X. aX, )) 
= ER Ko ,7 Xs )), 
即 f € x 
因此 由 单调 系 定理 知 交 二 bold) = bZ”. BBC ü) RY. 
Ci ==> Ci). EO) RE. S o(T) 为 工 的 全 体 有 限 子 集 所 
构成 的 集合 系 ， 
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4§T=]A:A=(XB,)x( xX R, ), B, ES, , r CJ, J € p(T)}, 
r€ J 


:ET 
A= Ff E bJ, FEUI) ARLI, 
MU 2! 是 卫 系 ,而 且 a (%'!) = 2. Je F, 8 
(a) 1€ X1. 对 任何 A = (XB. )x ( X R,) € gT, 由 


:ET 
(1.2) RA 
EG (X)) = E(|[ i, (X,)) 
€ 


r€ J 
= E( [] 1s (X...)) (r+ €r,r6€ J), 
r€ J 


RI 1, € Z'. 

(b) Efn EH, 0 < f, < fari (m 20), f = lim fn, 
f € b37, 则 

E(/(X)) = lim E(f,, (X)) = lim E(f, (X'”)) 
= E(f(X'?)), 

BI f € Z'. 

所 以 由 单调 系 定 理 得 知 Z! — bT, BICO R. 

( || )—= (i). 设 (和 让) 成 立 .在 (1.3) 式 中 取 f = g ° h, 

h:R? >R , h(z=(:)) = (elti) salt) ), 

J = lt 1 t, 1 C T, 
g:R R, glz, 5 k. ) = lp xex (Erot z, ), 


则 (1.3) 化 为 (1.1) 式 .命题 证 毕 . 

定义 1.2 设 (2,9,w) 是 任 一 测度 空间 ,yp:0 r>0. 称 o JE 
保 测 变换 ,如 果 x 

(i) AEF =cç'`''(A) € š$; 

(j ) #(@ (A)) = (A) (AEF). 
WAN J = 1A:A€62,A = e (A)| 是 oo 代数 , 称 5 为 vw 的 不 变 
6 代数 , 称 5 中 之 元 素 A 为 q 不 变 集 , 在 无 混淆 的 情况 下 ,简称 .4 
为 不 变 5 代数,A 为 不 变 集 . 称 保 测 变换 o 是 遍历 的 ,如 果 “A € .8 
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=> ul A)R uN -AAA) 中 至 少 有 一 个 为 0 . 
对 保 测 变换 ,定义 Z 为 o。o。… e p M yi’ 亦 为 保 测 变换 ， 


记 w”= 1 为 恒 等 变 换 . 
例 1.1 令 0 =[0,1), 9 为 [0,1) 中 一 切 Borl FR, P É 
F EÉ Lebesgue 测度 , 则 得 概率 空间 (2 ,， F, P). 任 取 正 实 数 a, 
& olw)=(wt+ta)-lw ta] (w s O), M| ç 是 一 个 保 测 变 
网 
证 g4 = ila,n): la] B) C OH 
F` = JA:AEF, oe (A)EF)}, 
MZ E H R, AEF D9, F Æo RBK, BD 2  — a (%) = Z. 
“A € F => e (A) € Z °. 
FSF = 1A:AEZF P(A)= P(g '(A)) ,MWJ2 Ed 系 ， 
% D9, RZ 
F DdD =G) =F. 
“A € F ==-P(A) = P(e (A))"”. 故 og 是 一 个 保 测 变换 . 
例 1.2 令 42,9 已) 如 例 1.1 中 之 概率 空间 ， 
2w, 当 0 < ¿< +, 
p(w) = | 
2w —1, s> < s < 1, 
则 ç 是 一 个 保 测 变换 . 
证 令 99” ;9 如 例 1.1 中 所 定义 . 任 取 [a ,8) € 多, 有 


o l([e,0)) = jv; w € |0, 2): 2w € | asp) | 





U wio ES, L), 2w- 1€ [a,p)| 


[piu [3 )e 7 


AF’ 沁 9. 仿 例 1.1 可 证 A € F= o '(A) € Z ”. 
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又 因为 P(g '([a,B))) = 3(B-a)+3(B+1-a-1)= 

B 一 a = P([a,B)), 所 以 仿 例 1.1 可 证 
“A € Z= P(e !(A)) = P(A))”. 
改 o 是 一 个 保 测 变换 . 

例 1.3 若 {X,:n > 01 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序 
列 , 则 它 是 平稳 过 程 . 

例 1.4 iX 是 概率 空间 (92 ,多 已 ) 上 的 一 个 随机 变量 , o 是 
保 测 变换 , 令 X, = Xy s go" (n20), W X = IX. :n = 0,1,2,…] 
oF ja pÓ. H T X 是 由 p K X, 所 决定 , 故 亦 称 X 为 (X,op) 平 

下 ”由 于 wo 是 保 测 变换 ,所 以 任 取 正 整数 n, KEREM s, 
fy,t, ;及 BER,i=1,2,…,n, 总 有 


P(N XH (B.)) = P(N(X, ° g) 1(B,)) 
= P(C) (NN Xi (B))) 


= P(N XI (B.)). 

故 X 是 平稳 过 程 . 

定义 1.3 É o 是 测度 空间 (2, F, u) 上 的 保 测 变换 ， 
g: >R. 如果 

(Í) g€ %; 

(ij) z ° @ = g, 
则 称 g 是 p 不 变 的 ,在 无 混淆 的 情况 下 ,简称 g 是 不 变 的 . 

命题 1.2 R(N,F, u) 为 任 一 测度 空间 ,wp 是 保 测 变换 ,J 是 
9 的 不 变 g 代数 , 则 g 是 REHÈR AgCI 

证 ”必要 性 . 设 g 是 o 不 变 的 , 任 取 B € J,A 

e (g (B))= (g° ẹ)'(B)= g (B), 

E g (B) E SS 所 以 gE€E £ 
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充分 性 . 设 g ESILE g 不 是 vo 不 变 的 , 即 g 2 g ° go MEE 
w C N, gw) = À, Z À>; = g(e(eoo)). PTA 
w E (g (a) -ee gp) ({411)) 
= g (aD = e '(g a), 
即 g (ia Æ e''(g (1410)), 亦 即 g (1{411) € 8, 所 以 
g EITE, W $ JE e 不 变 的 ， 
命题 1.3 设 X 是 概率 空间 (2 ,.,2, P) 上 的 随机 变量 ,op 是 保 
测 变换 ,X = IX, = X ° in 2 01 E (X, go) PR, Y = 
X = [Xn = X, ° in 2201] Z (X, , g) 平稳 过 程 . 若 


/:XR, >R (R, =R), 


í e (X, ) (2 = 9), 


则 E(f/(X)) = E(f(Y)). 

证 ”由 命题 1.1 即 得 命题 1.3. 

定义 1.4 设 Xe = IXP: ET 是 概率 空间 (2 FO, 
P ”上 的 随机 过 程 (; = 1,2), 状 态 空间 皆 为 (下 ,6@). 如 果 它 们 的 
有 限 维 联合 分 布 一 样 , 即 对 任何 正 整 数 Ny Eisa En ET, B, y 5 
B, € G, 有 

pO(ÑIXP € B.|)= PO (IX € BI), (1.4) 

则 称 X 与 XO 是 依 分 布 等 价 的 , 记 之 为 X， 一 x. 

定理 1.1 X = |X :n >0] 是 概率 空间 (有 2, P) 上 的 
随机 过 程 , 则 

(1) “过 是 平稳 过 程 的 充 要 条 件 是 况 必 X ,X 是 某 个 概率 空间 
(Q,Z2 P) ECX p) 平稳 过 程 ; 


(2) #mK X, X 是 (Xi,o) 平稳 过 程 , 必 有 
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im 一 L5 g, [a. JAARS <— 


lim— >` X, o o, [ae] 存在 且 有 穷 ”. 
L = 


证 (1) 充分 性 显然 成 立 . 证 必要 性 , 设 X 是 概率 空间 
(1 ,% P) 上 的 平稳 过 程 , 令 


Q =X, Q, = R, w = (oool) € Q; 


n = Ü) 
= Xs,, 5, = 2 
n = () 


X, (w ) = w,, w C lQ, n = 0, 
M F = ao(X,,n 之 0). 对 任何 BE 2" ,定义 
P (io:(Xo(o) Xi lo), X, 1(w)) € BI) 


= P({w:(X (o), X (w); X. 1 (e)) € BI) 
(m > 1), (1.5) 
则 P, Jo (X, X, XI) 上 的 概率 测度 ,用 Kolmogorov 定理 ， 
在 乡 上 存在 唯一 一 个 概率 测度 P 满足 : 
P(iw:(Xo lw), X (w), Xi(w)) € B)) 
P ({w:(Xo lo), Xi lw), E X,- (o )) € B}) 
(n — 1, B € 2"). (1.6) 
EMET |B]( (2.2, P) 及 其 上 的 随机 过 程 X = {X:n > 01. 
再 定义 一 个 变换 : 
gp: (2) >N, 
p(w) = o, w E l, w = (wgw, w2), (1.7) 
w = (w ol yw) € Q, wP = os Ck S0). 
推 证 o 是 保 测 变换 . 令 


= {A:A = (X Ai )x (Xa). A E'A, =R,n>1| 


¿=Ü 


Z° = |A:A € #, Z (A) € Z|, 
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则 由 (1.7) 式 ,对 任何 A € Z, VA 
p (A)= vo (lw:w; € A,i=0,1.…,n — 11) 
= tao:w E A, i= 0,1,: n — 1! 
= Ix. € A,] € Z, (1.8) 
F” 也 34. 显然 9 是 cc 代数 ,所 以 了 O Í (%) = #,BJ“A € Z 
2 AEF”. 
Beo- 
= {A:A € F, PP (A)) = P(A)}, 
则 由 (1.8),(1.5),(1.6) 式 及 XX 的 平稳 性 ,对 任何 A € ,有 
P(g'(A)) = P(N IXa € 4 


= P(N IR € A;|)= PNIS, € A,}) 


P(N IX, € AD= P(A), (1.9) 
Pl C Z .显然 了 dR, IÆ H R, AA 
F Ddl) = sc(%) = F 
MB“A € F = P(g (A)) = P(A)”. 
以 上 证 明了 p SARWE. EA X EX, o) FRIE, 


(d) 








X= X. 
(2) #2 X, ve p Ya 
n—i 
S, -15x = 1 LN， p, 1 X, , 
&=0 MN 20 
MHL X 得 知 
ñ lim S, ，| a.e. | EEHAJ 
. 1 加 
=P/N Y, KAN | Sm = Sa | < k =i 
_ ë < 11Y 
一 P(N 有 MAN | Sm = Sa |< k = l 
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< lim Š,, [a.e] 存在 且 有 穷 ” 
定理 证 毕 . | 
定理 1.2 jZ(O,Z,#) 为 任 一 测度 空间 ,X = {X:n > 0! 
为 其 上 一 族 可 积 济 数 , 而 且 对 任何 正 整 数 n EARR stin, 
ta, B... B. € 2,24 


nu(N XB))= e((X2.(B)), — (1.0) 
则 
|a Ac 全 人 (m —1), (1.11) 
| Sn Xod 20. (1.12) 
Ë — 1 k 
Z =M, V0, Y, = N, V 0, 
H (1.10) 式 知 
(M, < À) = x(N, < À). (1.13) 
又 因为 x 
|Z, > 01! = IM, >01, IM, > 0! C 1Z, = M,}, 
IM, <0! C 1Z, = 0!, (1.14) 


所 以 由 (1.13),(1.14) R4: 4 À > 0 时 ， 
(Z, < À) = u(Z, > 0, Z, < A) + (Z, < 0, Z, < À) 
= (M, >0, Z < À) + u(M, < 0, Z, < à) 
= (M, > 0, M, < À) + A(M, < 0) 
(M, < À) = A(N, < À) 
nu(Y, < À); 
3 A <c0BPF, (Z, < àA) =0= A(Y, < À). A 
(Y, <) = (Z, <à) QAER). (1.15) 


| 


| 


Í 
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又 因为 
X, + Y, = max| Xo, Xo + N,} = max] Xo, Ma1) 
= M,., => M, , (1.16) 
所 以 
Xo > M, - Y, = Z,- Y, (#EiZ, > 0| = IM, > 0! E). 
(1.17) 
由 (1.14),(1.17) 式 得 


Xod = | Xd > | Z -Y )du. 
fioo 0 |Z >0! 0 7 本 )dz 


(1.18) 
而 Y, 之 0, 所 以 
Z,- Y, <0 (在 12 <0! 上 )， (1.19) 
H(1.18),(1.19),(1.15) 式 得 


| Xda >| (Z, - Yada = 0 (n>, 
IM. >0| n 


PD(1.11) 式 成 立 .在 (1.11) AF, S n — co, 取 极 限 即 得 (1.12) 
式 ,定理 证 毕 . 
R 若 j = PP 是 概率 测度 , 则 对 一 切 A ER, HA 


k-I 


u XdP > aP [ max + D) X, > À): 
| i=0 


een k 

(1.11Y 

1 n—l , 

ol > 一 | . (1. 

| grga WP) (1.12) 

证 XxX” < ix — X —A:n >0|,M| XO 亦 满足 定理 

1.2 中 的 条 件 , 在 (1.11),(1.12) 式 中 以 了 X, -和 代 X 即 得 (1.11) , 
(1.12) 式 ， 

定理 1.3(Birkhoff) (A,F, p) 为 任 一 go 有 限 测度 空间 ,名 


为 保 测 变换 , fN R, f € Z, | Adv < co , 则 
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(I) ml 2 (g) = g, lae], (1.20) 
| lglde <| i fldu < °°; (1.21) 
(2) glo)= g. (1.22) 


证 仿 Q 为 有 理 数 集 , 由 y 的 c 有 限 性 可 设 DP，E 9， 
NAN, u(N,) < co. 再 令 


n—i 
B, , = |w: lim inf D (gt (e)) <a<<p 
Noo £=0 


< lim sp EÐ (É (0))), 


A= |w: limt LSAP 不 存在 | = J B, 


EARR KAE co 的 序列 的 极限 存在 ). 因此 为 证 (1 20) 式 , 只 需 
证 明 : 
u(Bas)=0 (a,b € Q). (1.23) 
首先 证 明 对 一 切 a,b € Q, a < b,# u(B,,) < œ. H + 
a <b, W b >0 与 -a > 0 人 至少 有 一 个 成 立 . 
(a) Bb > 0. 推 证 
“CECB, CEF, (C) < o° = .( C) <5], | fl da”. 
(1.24) 
果 能 如 此 , 则 


a (B,,) = lim p(B) < | I fldu < œ, 


A = (wisp EEG- bte) w) > 0), (1.25) 
由 定理 1.2 中 的 (1.12) R4 
| G- blo)du > 0. (1.26) 
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但 是 ,由 B., 的 定义 ,56。w = b, ble < b K(1.25) A, B] 49 


B.C |o: im sup E Ag (o)) > b| 
c [wisp L Y (gto) > b| 
Ei ERM bA (0)) > 0 


sp EHF- plc) (Pw)) >0| 


= À. (1.27) 
H C C B, C A K(1.26) Á ,f# 


KOKKEN A) = | ae <| fa 


<|. [fldu < =. 
(b) 设 -a>>0. 在 (a) 中 以 一 a 和 一 了 分 别 代 5 和 Ff, 则 类 
似 地 亦 可 证 
“CCT Bs, CEF, uC) < — 
KOK] lfld < o”. 


WW ul(Bas) < o (a < b, a,b € Q). 
RI, EE (B. e) =0la<b, a,b C Q). ECH A (B, < eo. 
取 h 一 ls , 推 证 


| S- b)hda 2 0. (1.28) 
今 
G = |w :sup FNU- b)h)(g (w)) > 0 , 
H (B, ,)< oo, FHR,- 5) 疡 是 可 积 的 .因此 由 (1.12) 式 


íH 
I 
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| G- b)hda > 0. (1.29) 


但 是 ,由 
n—li 
B., = (w: lim nf O flw) <a < š 
n> k=0 


n-l 
< lim sup ED (gt (o), 
有 k=0 
7 一 ] 
一 |w: lim nf EO e Co) <a<bh 
n— 00 k=0 


| 1 y og 
< lim sup pA (0)) 
#H = () 


w € Bas = plo) € B.,—> e lw) € Ba, 
>h (e (wo) = 1. (1.30) 
所 以 
"w C Bi, = Sup s ENM Cw) 


=- sup 15 Flw) >b”, (1.31) 


á 1 — 7$ 
w € B, , => 二 (CU (e)) =b (n>>21)” (1.32) 
k = 0 


H(1.31),(1.32) 式 得 
(Q — B.,, 3Q0- G. (1.33) 


HES h = larg hAl) = 0 (5w € Q - G) K (1.29) s, 144 
| G- b)da =| (f -b)hdu >> 0, 
类 似 可 证 
| (a — f)hda > 0. (1.34) 
(1.28) 5(1. 34) 式 相 加 , 即 得 
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(a 一 b)a( Bas) > 0. 
ia- b < 0, 所 以 kw(B,) = 0 (a < b, a,b € Q).— 


lo i TH G0) 当 w € A, 
0 


° 当 Ce) < Å, 
则 (1.20) 式 成 立 .下 面 证 明 (1.21) 式 成 立 .由 于 2 是 保 测 变换 ,所 
kA 


| IA dy = [FIC dy = | | flap, 





从 而 
JIa: 
| lglax = | kid da 
<| lir lim inf — LSA ld 
<| Ifans >. 
任 取 w EA, A 


g(w) = lim m DA (e) = lim = Df(¢ lw)) 


im D/P (po) = g(p(w)). (1.35) 
(1.35) 式 不 仅 说 明 o € A 时 ,g(w) = g(w(w)), 而 且说 明 
w € AS plow) € A”. 
所 以 当 w € A 时,g(w) = 0 = g(o(o)). 故 对 一 切 w 作品 ,有 
glw) = g( gp(w)). 定 理 证 毕 . 
定理 1.4 设 (Q2,9,P) 是 任 一 概率 空间 ,X 是 (Xi,p) 平稳 
和 co , 则 


lim— LX = = E(X 2), [a.e.], ([L)]), (1.36) 
AF X, = X° 04= |A:A € 2, e (A) = 4 为 go 的 不 变 
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5 代数 .特别 地 , 若 gp 还 是 遍历 的 ( 即 .8 中 的 集合 之 概率 非 0 即 1)， 
则 E(X,| 3) = = a 从 而 


lim 一 LSx, = E(X), la.e.], [L ']. (1.37) 
此 即 平稳 过 程 的 强 Kk . 
证 ”由 定理 1.3 有 


imt 5x, = g, lae ], 
Egl) < E(|X, ) < oo. 
Em i% ee 
= If: f:0 PR, f € $ , E(| f|) < œ}, 
定义 
Tf = LC). JEX, (1.38) 


由 定理 1.3 知 对 任何 f € Z, 


所 以 可 令 
im T, f, 当 极 限 收 僵 且 有 穷 ， 
T. f = 4” (f € 2). 
0, RZ 


由 于 p 是 保 测 变换 ,所 以 ,由 命题 1.3 有 
E(|f(@')|) = E( fl) FEL), (1.39) 
从 而 


ETIDYE) 


= E(| f|) (f€ 2). (1.40) 
H (1.21) 式 得 
E( Tof) SEFI) (fF EX). (1.41) 
由 T, T. 的 定义 还 有 
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supl T./(o)|< + 2° spl (gt (o))| 
< sup 六 oo) | ， (1.42) 
sup| To /(e)|< supi o)l SEL) (1.43) 
任 给 s > 0, 取 正 数 K. 使 
| epl Æl <e, (1.44) 


今 
Xos 当 | Xu |< K, | 
则 由 (1.40),(1.41) KK Xo 一 Y, € X ,í* 
F| Lx - g| )= E(|T,X, - To Xol) 
< E(|T.X, - T, Y, | )+ E(| T. Y, - To Yol) 
+E(|T. Y, — T. Xol) 
<2E(| Xo- Y, |)+ E(|T,Y, -To Yol) 
= 2| el XoldP + E(|T,Yo - Te Yol ) 
<2e + E(|T,Yo - To Yol). (1.46) 
而 由 Y, € 光 及 (1.42),(1.43) R4 
sup| TYo(o) - To Yo(e)| 
< sup| T,Y (w) | + sup! To Y (w) | 
.<2 sup| Yola) |< 2K 
lim T, Yo = T. Yo, lae. ]. 
所 以 ,由 控制 收 伍 定 理 及 (1.46) 式 得 


n— | 
lim sup E| tox, — g J 
Ho ?1 k=0 


< 2e + 五 (lim sup | T, Yo 一 T< Yo )= 2e. 
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H £ >0 可 任意 小 得 知 
lim— Lx = = g, [L']. (1.47) 
再 证 
g= E(X | ). (1.48) 


由 定理 1.3 知 g = glo), JA H th En 1.2 NI g € £ P Pl 2 uE 
(1.48) 式 , 只 需 证 明 : x 


| | gaP = | XodP (B € J). (1.49) 
RKE, EU B € $. e (B) = B, Am 
la(w) = l'a lw) = jsp(o)) = = lal (w)). 
所 以 由 命题 1.3 有 
| TXodP = | 1 ASO 


因此 
| XodP - | sap = CX — g)dP | 





n~t 
<Í TXo = g|dP = E[1, ÒX — g ). (1.50) 


令 7 一 co 并 注意 (1.47) 式 , 即 得 (1.49). 定 理 证 毕 

下 面 研究 连续 时 间 参 数 的 平稳 过 程 . 为 使 确定 起 见 见 ,只 研究 TT 
= [0, œ) 的 情况 . 

定义 1.5 Rig: :t € Tj 是 测度 空间 (2 ,9,w) 上 一 族 保 测 
TR. A Eeg = o (s,t,s + t ET), UE o :t ET 为 相 容 
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保 测 变换 族 . 

显然 , 若 X, 是 概率 空间 (2 2, P) 上 的 随机 变量 ,wv :1:1 € T 
= [0,0)} 是 其 上 的 相 容 的 保 测 变换 族 , 则 X = (X, = X ° g: 
t E T) 是 平稳 过 程 , 称 X 为 (Xo,o t € T) 平稳 过 程 . 

如 同 离 散 时 间 参 数 的 平稳 类 似 , 对 连续 时 间 参 数 , 仍 令 

f = [A:A € Z, (gp) (A) = A| 

为 g 的 不 变 s 代数 IENA = | 称 为 {g t € T] EURE o 
代数 . 

对 于 连 绪 时 间 参 数 的 情况 ,我 们 有 类 似 定理 1.3 和 定理 1.4 
的 结果 . 

定理 1.3 设 ( 人 ,FZ,P) 为 任 一 测度 空间 ,|¢ :1 € r = [0,co)| 
是 一 族 相 容 的 保 测 变换 ,f: 0 R, f € S, | 站 du < oo, 


6:Tx Q >N, BE nT)x Z / Z 
Plt,w) = (w), ET, o € Q, 


则 
(D lm-| /(@Go))de= glw), lase] (1.51) 
f lelau <| I fldu < =; (1.52) 
(2) g(e@)= zg QET). (1.53) 
证 (1) 任 取 4 > 0.— 
Xw) = | (Go) (>ooeo) 
(1.54) 
推 证 
Xi = XP (g). (1.55) 
事实 上 
(n+l)d d 
XA (o) = | flB (1,w)) di = | f(g + nd ,o))dz 
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- F Aole, g" odr = XP la). (1.50) 
27 UE 
|, | X) (o)| (de) <| af | f(06(z,o)) pldw) | 
— [alf Aol uldu) ]< o° (n 0). 


因此 ,由 定理 1.3 得 
lim FH XP) = a, lae], (1.57) 


并 一 个 O 


| ala < | X | da < °. (1.58) 
S g = gild, |L] ETAT z 的 最 大 整数 , 则 对 任何 c > 0, 有 


lim— pod w))dt = ie 人 Ta u f(@(r,o))dz 
d 


1 c 
talg slo) (1.59) 





但 是 ,由 (1.56),(1.57) RA 
lim l [p80 








[ak 
“|. S wro 
Fik 
- Sgu (o) = g(w), [a.e]. (1.60) 


显然 , 若 令 
(w+1)d 
RO w) | AD, w) ldt (a20, w €N), 


则 和 念 (1.57),(1.58) 式 有 
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n-i 


imt 5 ROC) = gu, [ae], (1.57% 
n> t p=0 
|. Balde <| 18 ldu < >. (1.58) 
所 以 
limt P(w) = lim = RP (g! (w)) = 0, [a.e. ]. (1.61) 


因此 由 X, 的 定义 得 


lm 一 fi Oea 





< imt f Aola 
= 0, [a.e. ]. (1.62) 
H(1.59),(1.60),(1.62) 式 得 
im FOl, w))dt = g(e), [ae]. 


BEREH g 与 4 的 选取 无 关 ， 
而 由 (1.58) ,(1.56) 式 及 y 的 保 测 性 ,有 
| lelar<| 41X |a, 


J 


¿[| A OC uar] jn 
A(T IAG at a, 
[aff IA la) 
ja fer]= | IF aa < >. 


0 


(2) glg (w)) = lim| (Bls,¢ (0)))ds 
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OO e -一 一 一 


lm 一 | FDCs + ,wm))ds 


|! 


lm 一 | f(B(v,w)) dy = g(w). 


定理 1.4 设 (Q ,多 PP) 是 任 一 概率 空间 ,X 是 (Xo,9， 
t € T) 平稳 过 程 ,E(| Xol) < co, {9:t € Ti ，G(t,o) 的 意义 
如 定理 1.3, I(t € T), 36E 3 ho W , A) 


imt [XP o))dt = EX 1A), [ae], [L'] 


(1.63) 
特别 地 , 若 |g!:t € TI 还 是 遍历 的 ( 即 5 中 的 集合 的 概率 非 0 PP 
1), 则 E(X,|#) = E(X,),2 m 


tm | X (Bi,w)) dt = E(Xo), [a.e.], [L'], (1.64) 


此 即 连 续 时 间 参 数 情况 的 平稳 过 程 的 强大 数 定律 
证 ” 任 取 4d > 0, 令 


XD (w) = [T XD) (20, € 0), 
X? = [XP:n Z 01, 
仿 定 理 1.3 TEXO EXP, g) FRIR, EXP | )< e. 
所 以 由 定理 1.4, 有 


imt 5 XP") = EXP |4), [ae], [L' 1. 
(1.65) 
因此 , 仿 定 理 1.3 可 证 
lim— -| xU, w))dt = TE(XP |4), [a.e.], [L ] 


(1.66) 
对 一 切 d > 0 成 立 . 所 以 (1.66) 式 左边 对 一 切 五 可 测 (C > 0), A 
而 对 5= Y 可 测 . 又 因为 任 取 
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A € £= o 
FH (1.66) 式 及 Fubini 定理 ,有 
J (imt x (P(t w))dt jdP = | ESOFT: 
A Ve C JO 0 , A d `° 


-| 二 (| Xe(e(eo))dejaP 
dt 人 (| Xo Bl1,0))dP | 


dt 人 (| Xo(o)dP ) = | X. ()dP, 
所 以 


TEXO |4) lim=| X (BC, w))de 


= E(X,| 3), [a.e. ]. 
+ | 
lm | Xo( Dl,0))d = E(X,] Z), [a.e.], iL']. 


定理 证 毕 
92 宽 平 稳 过 程 的 一 般 概 念 及 正 交 随机 测度 


在 这 一 市 中 ,我 们 将 研究 所 谓 宽 平 稳 过 程 ,也 有 人 称 之 为 二 阶 
ELE. W H IB iz T C R. 但 我 们 主要 感 兴趣 的 是 T= R sÉ 
10, 土 1, +42,0}. AR I ARAFE, XF I PEARa, A 
表示 x WRAZ. 

定义 2.1 设 X= |X:t ET 为 概率 空间 (0 Z, P) LHE 
值 随机 过 程 , 即 X = U, + iV,, U = {U,:+ ET}, V= ÍV,; 
t ET 皆 为 (0 ,9,P) 上 的 实 值 随机 过 程 .如 果 X 满足 : 

(i) E(|X|’)< oo (t €T); 

(H) E(X,,,X,) = Blr) 不 依赖 于 + € T, 
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则 称 X 是 宽 平 稳 过 程 ,B(r) RA X HR RR. 

显然 ,一般 而 言 ,相关 图 数 是 实 变 复 值 函 数 . 特别 地 , 右 X 是 
实 值 宽 平稳 过 程 , 其 相关 函数 自然 也 是 实 值 的 . 

若 T = !0, 土 1, 圭 2,…}, 则 称 宽 平 稳 过 程 X= IX, :n = 0, 
t1, 十 2,…| 为 宽 平 稳 序列 . 

命题 2.1 RBO) 是 宽 平稳 过 程 久 二 [X,:t ET 的 相关 
žk, 

(1) B0) 之 0, 且 B(0) = P(X, = 0) = 1, z: € T”; 

(2) B(- z) = B(r); r € T; 

(3) iIB(r)|< B(0); z € T; 

(4) BCr) 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 自然 数 n ERAK a an, 
任意 t1 ,…',t,E T,# 


证 (1) ~ (3) 显然 成 立 .证 (4). 


> B(:, ~ t Jaia; = >S E(X, X, Ja; aj 
,$2 ed J J 


一 E( x SlaX,  )>0. 
;=1 


以 后 如 不 特别 申明 , 恒 用 B(r) REAP phHE BJ AA, 
Re(z) 表示 复数 + 的 实 部 . 

定义 2.2 设 X= 1X,:t ET 是 概率 空间 (0,F,P) 上 的 随 
机 过 程 ,E(|X,| )< co (+: € T), ET. WR 








lim E( | X, +h 加 X, ) = O, 
则 称 X Eti BAER. E X # r hit ARITE, JK X E: 


均 方 连续 的 . 
命题 2.2 J X = [X t € T = (— co,co)] 是 概率 空间 
(O ,9,P) 上 的 宽 平 稳 过 程 , 则 下 列 陈 述 等 价 ; 
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(i) Br) 在 0 连续 

(ii) X £ 032 32; 

(i) X E 3 PE; 

(V) B(z)£ T£ 2. 

证 ( i)=>(j ) #BM( l ). 因为 

E(| X — X, °)= 2B(0) - B(z) - B(— z) 
= 2B(0) - B(z) - B(z) 
= 2Re(B(0) - B(z)) 
<2|B(0)- BCr) , 

所 以 (| )==> ( j ) #n( ii). 
(O= (jv). 用 Schwarz 不 等 式 , 有 
BG: ++) — B(z)| = [E((X,., — X. )Xo)| 


<V E( X,., — X. °) V B(0), 





PEVAC => (iv). 

而 (VY) 二 >( i ) ,io) 一 (ii) 是 显然 的 ,命题 得 证 . 

命题 2.3 为 使 B(t)(rt EE R) 是 茶 个 均 方 连续 的 宽 平 稳 过 程 
的 相关 函数 的 充 要 条 件 是 在 可 测 空间 (有 ,外 ) 上 存在 一 个 有 限 测 
度 F(A), 使 


B(r) = | Fa), (2.1) 


此 时 BIr) 与 F(A) 相互 唯一 决定 .显然 B(0) = F(R). 

证 ”必要 性 . 设 BOr) 是 菜 均 方 连 续 的 宽 平 稳 过 程 的 相关 函 
数 , 则 它 必 连续 且 非 负 定 ,B(0) < ceo. 因此 ,由 Xamma- Bochner 定理 
(参见 [27 .第 二 章 $6) 在 (R,% ) 上 存在 唯一 的 有 限 测度 下 ,使 
(2.1) 式 成 立 . 

充分 性 . FFER, Z) 上 的 有 限 测度 F(A), 使 (2.1) 式 成 
Ar. Alij = 1,F 是 有 限 测度 ,用 控制 收敛 定理 得 知 B(r) ER 
上 连续 , 且 有 B(- r) = BCr). 此 外 ,对 任意 自然 数 ”任意 复数 
aist a, EW tl t, € RKA 
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| eA") FdA) 
R | 


a; dp 





X Bl — ja, a, = > 


j k=l J ,天 三 | 


_ | ( > Ka ) ( > a A )F(dA) 
=f [D 
此 即 B(z) EEREN. 
设 B(t) EKAR, U BC- r) = Br) = 有 ci 夏令 
Dy pe = (b ISJ, kS n) 


en BAERE ba = Biyo t) WD, ou, 是 非 负 定 对 称 Bi 
方 阵 ( 因 B(z) = B-r), HA b = B-t) = B(t, —t;) = 
b M T, …， 之 非 负 定性 由 B(r) 之 非 负 定性 可 得 ) .再 令 





“F(di) 守 0， (2.2) 








$] H1 | 
$ 一 ñ ，5 为 s ARA, u= : 5 
`Š, ' Hn 
Ó, aee, (s) = explis u — DAT. as (2.3) 
是 n 维 正 态 分 布 的 特征 函数 . 今 取 a 三 0, 关 在 (2.3) 式 中 令 s = 0 
(31 m < ;< n),J)llj 
Pepee (S13 S23" Sn 0,0) = Dee, (S. Sm) 
是 m EES T hE PR 3. V 
Pr (Si Sn) 一 pe nt, Cs, aS)» 
所 以 1 (ss): ta € T, n 21) MRES K 
BOIE, ou (onon i nh € T, n > 1) 满足 相 容 性 条 


件 , 故 存在 实 值 正 态 随 机 过 程 X = {X,:t ET ,使 其 有 限 维 联合 
分 布 为 
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P(X, < x, X, < z,) = F, o (£1332). (2.4) 
E(|X, ?2)< coo, E(X,..X,) = B(r). 
E Blr) 是 复 值 函数 , 令 B(z) = Bi(r) + iB,(r). 现任 取 
ti,t, ET, 令 
bi = Bilt- t), 62 = B, (tf; t) ISJ, k < n 
由 于 B(r) = B(- z), 所 以 B (z) = Bi(- +ç), 有 一 
- B, (~ z), AT bit = bu, bi =- oe. A, ES 
P” = (9, 1< ji, Xn), /= 1,2, 
则 
p tu) — re, r —= — pP (2.5) 
《矩阵 或 问 量 上 加 一 撤 表 示 其 转 置 ). 令 


p'u) — p” | 
1 = = (Yr 1Xj,k < 2n), 


pe ps 
其 中 
N, IKJ kn 
i bD, Kn + lj,k < 2n, 
ass -bR = b), 31<;< x, xn +1< k <22, 
bi, "in +1< =< 2xn, 1< ; < n. 


显然 天 是 对 称 的 272 KAE. HEr 是 非 负 定 的 .又 任 取 2n 维 复 
值 列 向 量 a = p +ic,H IT = I” # 
aTa = bTb+ Tc +icTb — ip Tx 


= bTb + c Tc. (2.6) 
所 以 为 证 P 是非 负 定 的 ,只 需 对 2n 维 实 值 向 量 
a sl) a, Apal 
a = ， (1) _ | (2) — | 


a Hy Aln 


498 随机 过 程 论 


有 
a Ta > 0 (2.7) 
即 可 .但 是 B(z) = B (z) + iB,(+) ÆJ EAER, PT l ES 
P= (hua, 1< i <4), (2.8) 
ba = Bl _ h) = B. (t — h) +iB(t; — t) 
=b +ib), x (2.9) 
则 有 
O< (a) — ia® Y Tla® + ia?) (2.10) 


BÆ = PO + ip, PO ERE 阶 方 阵 .所 以 由 (2.10) 式 得 
0<Re([a) —ia 2 J [PU + iro aP +ia®)) 
= aP POD -aP PDD p aO PVD p OPPAD 
(1) (2) (1) 
= la” a) P -r a 
° p p» q2 
= aTa. 
(2.7) 式 得 证 , 即 r 是 非 负 定 的 、 对 称 的 . 
类 似 地 任 取 二 ,…,t, € T, 考 虑 实 向 量 


ŠI Hi 
$S 一 S, ° H — Hn » Hk = Q, (2.11) 
Shy Hn 
issu- Es 
T (sı pty Saat S2) — € 22 . (2.12) 


tg, eane CSI ,Son ) :tl TERRE T € T} 


1 


所 对 应 的 分 布 函数 族 满 足 相 容 性 条 件 , 故 存在 实 值 随 机 过 程 
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IXP, XP t ET}, {E 
XP e, XP; XO... XË 
的 特征 函数 为 罗 .….,,， e 17Sa) MAT 
E(X?) = z, = 0, 


(2) — — 
ECX ) = mak] = 0, (2.13) 


B(XPXP)= Ly 


X, = X r iX” QET), (2.14) 


E([X,)< co, E(X,) = 0, 
E(X, X,) = E((X t iX )(X - iX,” )) 
° = E(XPXP) + E(XPXP) - iE (XXP) 
+iE(X X, ) 
= Cof + oR + (00) = eB) 
= b) + ib = b, 
= B(ú — h). 
KIX :zeE 于 是 以 B(r) 为 相关 函数 的 宽 平稳 过 程 .由 B(r) 连续 
得 知 {1X :xz ET 均 方 连续 . 
由 傅 氏 变换 的 唯一 性 定理 得 知 , 此 时 B(r) 与 F(A) 相互 只 
一 决定 ， 
定义 2.3 X = [X,:t € TI 为 均 方 连续 的 宽 平稳 过 程 ， 
B(r) 为 其 相关 函数 . 由 命题 2.3, ER, 2) 存在 唯一 有 限 测度 
F(A), 合 
B(r) = | erF(dh)， 
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F(A) 称 为 X 的 谱 测 度 ,F(X) =F- œ, D RARAN. 若 存 
在 非 负 Lebesgue 可 测 实 值 函 数 F(4) ,使 


F(A) = | f(a)d2, (2.15) 
则 称 fA) 为 的 请 密度 ,这 时 (2.1) REX 

B(r) = | ex f(A dA. (2.16) 
A B(r) 绝对 可 积 , 则 由 傅 氏 变换 的 反 演 公式 得 

fA) = | exB(r)dr (2.17) 


命题 2.3” 为 使 B(rt)(t = 二 0, 二 1, 十 2,…) 为 某 个 宽 平 稳 过 
程 (序列 ) 和 = {X,:n 二 0, 十 1, 十 2,…| 的 相关 函数 的 充 要 条 件 
#&(|-—xz,r],2 门 [=-mr) 上 地 在 一 个 有 限 测 度 下 (A), 使 

B(r) = |.  &F(dà) (r =0, +15), 


此 时 B(r) 5 F(A) 相互 唯一 决定 ,B(0) = F(U- z,z]). 
证 Japan 2.3 WEE, # y R] Xuuuun-Bochoer 定理 的 地 方 改 
用 Herglotz 定理 . 





下 面 我 们 看 几 个 宽 平 稳 过 程 的 例子 . 
例 2.1 设 XX= 1X,:n =0,+1, 十 2,…| 满足 E(X,) 寺 0， 
— ú [, `Z = m, 
E(X Xn) = bn = 0, `n > m, (2.18) 
则 和 是 宽 平 稳 过 程 ,其 相关 函数 
JO, 3 220, 
B(n) = N `i xn = 0. 


例 2.2 iX, :n = 0, +1, +2…| 的 意义 如 例 2.1， 


OG 


lazi = 0, +1, +2,.…) 为 一 族 复数 ,满足 >) a, |? < eo , lll, 


E(| > aN, - Dax. |) 
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Í 
"> 
M i 
& 
i 








X lal -2 S 


! 一 mi Vm, 


na 
a, |° + 2 a, l, 
r= m 


= m; 7 S, n; > °S (j = 1,2) 时 ,上 式 趋 于 0, 即 > a X, 


z = 一 6 


L Wak WE L 极限 为 Y,(n = 0, 1, 圭 2,…). 显 然 


“1 


E(Y,) = lim, E([27a X, )=0, E(|Y, 


t= m 





-)< o°, 


,oo 1 


1 


E ( 5 Qi 人 ni， 3 aiX,; ) 


; = — G {= —G5 


CXI 


= E( > a, X, ki ° >° a; Xr: ) 
OO r= 一 Oo 


> Ci a, E ( | 入- =) 


1 = — O° 


ARF n, 所 以 Y = (Y in 三 0, 圭 1, 土 2… 上 是 宽 平 稳 过 程 ， 
其 相关 函数 为 B(&) = 5 aa (k = 二 0, 土 1, 圭 2,…) 的 滑动 和 . 


1 三 一 C3 


例 2.3 设 上 是 概率 空间 (2, 多 P) 上 的 复 值 随机 变量 ， 
E(#) = 0,0< E(|él’)< oo, 令 
= £fGi), r€ T= [0,%), (2.19) 
f BE XE T EBE fH 3 WX = {1X: € T) 是 均 方 连续 的 宽 
平稳 过 程 的 充 要 条 件 是 : 
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Fi) = ye (GET), 

其 中 yo 是 复数 ,iu 是 实数 ,而 且 这 时 X 的 相关 水 数 为 

B(r) = E( £l )g(r)，g(r)= At+r) flt). (2.20) 

证 ”不妨 令 f(1) 关 0. 若 注意 E(X,) = 0, E(X,,,X,) = 
E(|&1 )f(z + Tt) 了 (z), 则 用 命题 2.1、2.2 R Xuuuur-Bochner Ë 
理 , 可 知 

“X = {1X,:t € T] 是 均 方 连续 宽 平 稳 过 程 
> flt + r)f(:) = glr) 不 依赖 : € T, g 连续 非 负 定 
>f(t+r)f(t) = glr), g(0)= | f(z:)|? 关 0, g 连续 非 负 定 
> f(t+r)f(z) = g(r), gz(0)= | /(¿)|2=0, g(r)/g(0) 是 

退化 特征 函数 
f(t + r)/(z)= g(r), g(0)=|)f() | #0, g(r)/g(0) = eu: 
S flt + r)f(t) = glr) = g(0)em' ,有 存在 olr) 使 

fa) = /g(0)e o" 
=> z(0)e °” = Sge 0 0 DR 
=—> op(t+r)= olt) (tr 和 GT) 
故 
“X = 1X,:t € Ti ESTERA 
=> f(t) _ gO” 

取 yo = Vg(0)e”” ,必要 性 得 证 .而 充分 性 是 显然 的 ， 

例 2.4 BX I, X, 是 概率 空间 (2 ,9.P) 上 的 2 个 复 值 随 
MER, AA, En DEREX < co (; = 1,…,n)， 


X, = S Ke, t € T = [|0,co). 若 
J=1 


E(XX,) =0 (Z h), (2.21) 
MJ X = |X,:t € T| 是 宽 平稳 过 程 ,而 且 这 时 X 50382 8385 


BCe) = DEUX DS. 


-l , i di 
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uF Blrz) 一 E(X,. .X,) = > E( X, 2) 
j=l 


+ >) E(X, iT a 


Is kn 
= SIE(|X [eè 
命题 2.4 AIX in >0],| Y. 0 为 概率 空间 (人 02,9,P) 
上 两 串 复 值 随机 变量 ,E(|X,|*)< so, E(| Y,|2)< oo, 
lim X, = X, [L°], lim Y, = Y, [L°], 


则 
lim X,Y,, = XY, IL]; (2.22) 
lm E(|X,|2)= E(|X12); (2.23) 
lim E(X,Y,) = E(XY). (2.24) 


证 E(|X,Y, - XY| ) 
< E(|X,|| Y, |+ |X, - X| Yl) 
<(E(|x,|2)E(| Y, - Y|?) ]? 
+ (E(X, - X2)E(| Y 2))2 
<(E((]X|+ |X, - X|)2)E(| Y, - Y|2))2 
+ [E(|X, - XË2)E(] Y|2)J2 
< ((E(|X]2)+2E(|XI] |X, - X!) 
+E( | X, — X|2): E(| Y, — y|2))J2 
+(E(|X,- XIÐE( Y12))2 
<[E(|X2)+2 EC XI )EG(IX — XI) 
+E(|X, - X|2)): E(] Y,- Y|2)J2 
+ [EC X, - X|2)E(] Yl), 
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在 上 式 中 令 n, m—> œ 即 得 (2.22) 式 .而 由 (2.22) 式 即 得 (2.24) 
式 .而 (2.23) 式 是 (2.24) 式 的 特例 (YY, = X, ). 

下 面 我 们 研究 标准 正 交 增 量 过 程 与 正 交 随机 测度 . 

定义 2.4 Z = 1Z(1):t ER 是 概率 空间 (2 ,多 已 ) 上 的 
TRE E(| Z(:) °) 存在 的 复 值 随机 过 程 ,如果 : 

(Í) IHEM ti <t < t, <t, A 

E((Z(t,) - Z(ti)) (Z(t) -Z(t;,))) = 0; 

(Ñ ) lm Z(z) = a, lim Z(z) = 8, [L°], 
其 中 a ,8 均 为 复 值 随 机 变量 , 则 称 Z 是 正 交 增 量 过 程 , F(t) = 
E(|Z(:z) -al ) 称 为 2 的 均 方 函数 

特别 地 , 硅 正 交 增 量 过 程 Z = 12Z(i):;t € R] 均 方 右 连 续 , 即 

Z(to +) lim Z(t) = Z(t0), LL] (to € R), (2.25) 


则 称 Z 为 标准 正 交 增 量 过 程 . 用 (2.23) 式 易 证 ,标准 正 交 增 量 过 
程 Z 的 均 方 函数 (+) 是 右 连续 的 . 
命题 2.5 设 Z = ]Z(:):: € Ri 是正 交 增 量 过 程 ,F(1) 为 
其 均 方 函数 ,a ,之 意义 如 定义 2.4. 则 
(1) F(t2) — F(t) = EC Z(t) - Z(t)|?) (对 一 切 
L >t), 从 而 Fa) 单调 非 降 ; 
(2) lim F(z) = 0, lim F(t) = E(|B- al’); 
(3) ”对 任何 1: € R, 在 [L“ |] 极限 意义 下 ,Z(z -),Z(t +) # 
在 . 
证 (1) 任 取 t,>z, 有 
F(t) — F(z) 
= E((Z(tə)-a)(Z(t,)-a)) 
- E((Z(t,)-a)(Z(t)-a)) 
= E(Z(t) Z(t) - Z(t) Z) 
-a (Z(t) — Z(t)) — a(Z(t,) - Z(t,))) 
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= E( | Z(t,) 一 Z(t)” + Z(t) Z(t.) + Z(t,)Z(t,) 
— 22(411) Z(t1) — a (Z(t,) — Z(t1)) — a(Z(t2) — Z(zi2)) 
= E(|Z(t,) - Z(t) ° + (Z(t) = Z1) (Z(t) - a) 
+ (Z(t) - Z(t,)) (Z(t) — a)). (2.26) 
用 命题 2.4 及 Z 的 正 交 增 量 性 质 ,得 
E((Z(t;) — Z(t,)) (Z(t,) — a)) 
= lim ECZ (t2) 一 Z(t1)) (Z(t,) — a)) 
= 0. (2.27) 


E((Z(t,) — Z(t,))(Z(z,) — a)) = 0. (2.28) 
(2.27), (2.28) 式 代 人 (2.26) 式 , 得 (1). 
(2) ”由 下 的 定义 即 得 . 
(3) ”由 (1) 可 得 
lim E(| Z(t +81) - Z(t + 6,)|°) 
= lim (FU +8,)— F(t + 6,)), 
即 Z(t +) 存在 . 仿 之 Z(t —) 存在 . 
售 题 2.6 设 Z= |12(1):t1 C€ R 是 正 交 增 量 过 程 ,FP(1) 是 
Z(t) = Z(t +), F(t) = F(t +) (t ER), 
则 


(1) Z= |Z(1):t € R| 是 标准 正 交 增 量 过 程 ，; 


(2) Z 的 均 方 函数 为 下 (1) ,从 而 下 (1) 右 连续 ， 
(3) ” 若 令 C(E) 表 已 的 连续 点 的 全 体 , 必 有 


F) = FG), Z) = Z(t) G € C(P)), 
其 中 Z 称 为 Z 的 标准 修正 正 交 增 量 过 程 ， 
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证 (1) 易 证 Z 是 正 交 增 量 过 程 .再 由 命题 2.5, 得 
lim E(|Z(t + h) ~- Z(to + h) |°) 
NO0+ 
一 lim (FU +h)~Flti+thk) = 0. 


1 一 0+ 


由 命题 2.4 ,得 
lim E(| Z(z) - Z(zo) |) 
= lim E(|Z(t+)- Z(to +)| ) 


= limlim E(|Z(# +h)- Z(t + h)|2) = 0. 
tt t h—0+ 


故 Z 是 标准 正 交 增 量 过 程 . 
2) EUZG)-al?)= lm E(|Z(:) - Z(a,)|2) 
= lim lim E( | Z(: + h)-— Z(t, + h)|°) 


= lm lim(F(1:+h)~ F(t,+h)) 
tT- hrD+ 


= F(t), 
即 Z 的 均 方 函数 为 F(1), 且 F(z) 右 连续 


(3) H to € C(F) 时 ,显然 F(10) = F(z). 又 因为 命题 
2.5 (1), 

E(| Z(t) - Z(t,) |° ) = F(ts)— F(t) (>t), 
所 以 to E€ C(F) 时 ,Z(t) Æ to 亦 右 连 续 , 故 


Z(t) = Z(to +0) = Z(to). 
EX 2.5 W(0,Z,P) 为 任 一 概率 空间 ,H = L’ (0,F,P) 
为 全 体 二 阶 短 存 在 的 复 值 随 机 变量 ,对 任意 一 对 £, € H, EX 
(E, =E En) JEMBAR, AA H REER RAER 
域 中 ) EXX H 中 的 线性 运算 , 则 五 成 为 一 个 Hilbert 空间 . 再 设 





第 十 章 平稳 过 程 论 507 


AEF', AD2 =İA:A=BNA, BES}, (A,A 2, 
F) 是 有 限 测 度 空间 ,2Z:A 门 8 H, Z ESE YA % 上 的 
取 值 于 Hilbert 空间 H WRS AM. E Z 满足 : 

(|) ”对 任何 A, E€ ANZ, An N Am = Q (n,m 2 1, 
n = m),# 

Z(UA,)= DZA), [12]; 

(i) E(Z(A,) Z(A,)) = F(A, N 42) (A,A € AN2’), 
则 称 Z ÆA NZ 上 的 一 个 正 交 随机 测度 ,下 称 为 Z 的 均 方 测度 ， 
FGi)= F((— so,+] N A) RA Z 的 均 方 函数 . 

在 测度 论 中 , RAZENO ARATE 2! 上 产生 
Lebesgue-Stieljtes 概率 测度 ,反之 由 2' 上 的 概率 测度 也 可 定义 一 
TIRK BL |27]). 这 在 标准 正 交 增 量 过 程 , 也 有 类 似 的 结 
果 . 

定理 2.1 (1) 设 (0,Z,P) 是 概率 空间 ,(R,%3' , F) 是 有 限 
测度 空间 ,Z(,，) 是 上 的 一 个 正 交 随机 测度 . 若 定 义 

Z(z) = Z((—co,;]), ZER, (2.29) 
MJ Z = 1Z(:):: € R] 是 一 个 标准 正 交 增 量 过 程 ,下 是 其 均 方 测 
JE; 

(2) 设 Z= 12(1):t C€ Ri 是 概 素 空间 (0 Z, P) 上 的 一 个 
标准 正 交 增 量 过 程 ,F(t ) RAAZ AK, FENFU) AD 上 所 
产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 , 送 得 有 限 测 度 空间 (RR, 汉 ! ,下 ). 在 
F 上 存在 唯一 (在 [a.e. ] 的 意义 下 ) 正 交 随机 测度 Z(A), 它 取 值 
+H = L,(Q,Z,P),# x 

Z((tist2l) = Z(t) — Z(t). (2.30) 

证 (1) 由 正 交 随机 测度 的 定义 得 知 Z = Z(t): € R| 

的 二 阶 窍 存在 .由 正 交 随机 测度 所 满足 的 第 2 个 条 件 知 
E ((Z(t2)- Z(1)) (Z(t) — Z(t,))) = 0 
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(对 一 切 Éi < t, < t; < 4s Í; < R). 
EA , HIE SE Rë DLAI BE bJ BW 4 38 En] AN 


lim Z(z) = lim Z((- % ,11) = z0) E= 


a, [L°]; 





lim Z(#) = lim Z((— œ,£]) = ZR) Š p, [L°]; 
lim, ZU) = lim, ZU o,r) 
= Z((— oo ,to ) = Z(t), [L°]. 
故 Z = 1Z(t):t ER 是 标准 正 交 增 量 过 程 . 
(2) 设 Z= 12Z(z):t € Ri 是 概率 空间 (02,ZP) 上 的 标准 
正 交 增 量 过程 ,下 是 其 均 方 测度 , 现 欲 在 有 限 测度 空间 (R,3!' F) 
上 定义 正 交 随机 测度 Z( A) 满足 (2.30) È. 
令 f= (tisto 1:t) Stt, t € Ri 
M = |A:A =UA;, A, € £ AA = @ 
( #k), n = 1,2,…}, 
则 IEE, M EHE 4 产生 的 环 . 任 取 A = (t,t € S. E S. 
Z((t,t |) = Z(t,) 一 Z(t), (2.31) 


任 取 A = ÜA, EM, A. = (s t, ] EX 
Z(A)= X ZCA) = PZ) - Z(s)). (2.32) 


REZO 在 呐 上 具有 有 限 可 加 性 且 对 任何 A = Ü (s, ;,] € m, 
由 过 程 的 正 交 性 及 命题 2.5 (1) ,有 


E(|Z(A)|2) = E(| XZ) - Z(s)) |°) 
- E(X) > (ZC) ~ Z(s)) Z) - Z(s)) ) 
= E(X |Z) - Z(s,)|2 ) 
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= SCFC) - F(s;)) = F(A) < =. (2.33) 


FEKXIHEMAEZ' 来 定义 Z(A). 由 于 Ff 是 8% =o(MR)E 
KARME, MEA, MIR A € 2' , 必 存 在 A, EM (n > 0), 
使 

lim F(AAA,) = 0. (2.34) 

显然 ,由 过 程 的 正 交 性 , 仿 (2.33) 式 可 以 证 明 

E(Z(A)Z(B)) =0 (A D B = Q, A,B €M). (2.35) 
所 以 ,由 (2.33),(2.35) 式 ,对 任何 A,B EM, A 

E(Z(A) Z(B)) 
= E([Z(AB)+ Z(A - B)) (Z(AB) + Z(B - A))) 
= E(|Z(AB)|? + E(Z(AB) Z(B — A)) 
+ E(Z(A - B)Z(AB)) + E(Z(A - B) Z(B - A)) 


(2. (2.35) 
E( | Z(AB)|°) 


F(AB). (2.36) 
对 于 (2.34) 式 中 选 定 的 {A, | , 仍 用 (2.3$),(2.33) 式 , 有 
E(| Z(A,) - 2Z(A, )|’) 
= E(|Z(A, - A„)+Z(A„An)-Z(A„n-A,)-Z(A„A,)l?) 
= E(|Z(A, — A,,) — Z(A, - A,)|2) 
《2.35) 


(2.33) 


=== E(|Z(A, - A,,)|?) + E(|Z(A,, - A,)|’) 


2.33) 
1233 === F(A, -A,) + F(A„ - A, ) 


= F(A,AA, )< F(AAA,) + F(AAA, ). (2.37) 
令 n,m 一 co 并 注意 (2.34) 式 得 1Z(A,) 存 在 天 ?收敛 意义 下 的 
极限 Z(A): 

limZ(A,) = Z(A), [L°] (A € 2). (2.38) 
下 面 验证 42.38) 式 中 定义 的 Z(A) 的 单 义 性 . 即 Z( A) 不 依赖 
(2.34) 式 中 的 1A,| 的 选取 ,事实 上 ,车 还 有 A* ERN, 
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lim F(AAA; ) = 0, 


lim Z(A* )= Z'(A), [L`]. (2.39) 
推 证 
Z" (A) = Z(A), [a.e. | (2.40) 
事实 上 ,奉令 
~ 人 当 n 为 奇数 ， 
A= A, 当 为 偶数 ， 
则 


lim F(AAA,) = 0, 
从 而 存在 Z(A ) ,使 
Z(A) = lim Z(A,), [L°]. 
而 1Z(A,)} ,1Z(A*)| WIZA)! 的 子 序列 ,所 以 (2.40) 式 成 
Y. 
最 后 证 明 Z( A) E 2' 上 的 取 值 于 互 = L,(Q ,,Z, P) 的 满足 
(2.30) 式 的 唯一 的 正 交 随机 测度 . 
任 取 A,B C€ ZB, IARA, EMN, B, € %,Íë 
lim F(AAA,) = 0, lim F(BAB,) = 0， (2.41) 
Z(A) = lim Z(A,), Z(B) = lim Z(B,), [L°]. 
(2.42) 
再 用 (2.33) 式 , 得 
E( |Z(A)|?)< =° (AGE 32. 
由 于 对 任何 s > 0,34 n — œ 时 ,有 
FE( - l, |> e)< F(AAA,)—0, 
F(|1s, -ls| > e)< F(BAB,)-=0, 
所 以 存在 1R | 及 |p,) ,使 
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lmla, = la; limls = 1s, [a.e.]( 对 下 测度 ). (2.43) 


所 以 ,由 (2.42), (2.36), (2.43) 式 并 用 控制 收敛 定理 可 得 
22L lim E(Z(A, )Z (B, )) 








E(Z(A) Z(B)) 
(2.36) im F(A, B, ) 


一 imf la lg, F(dz) 
LAS 1AlsF(dz) = F(AB) (A,B € 2!). 
(2.44) 
再 任 取 A, € 2', A, D A, = Q (n Z m), A = U A,, 由 
(2.44) 式 及 下 是 8 有 限 测度 ,得 


e(z) - 22Z(A,) |) 
= E(|Z(A)|°)+ E(D ZAD’) 


- E(X ZA) Z(A,))— E(X ZCA) Z(A)) 


LA FA) + SIF(A,) - 251F(AA) 


= A(A) + DF(A) -25 F(A,), 


Z(A) = 2, Z(A,), [ L° ]. 
故 Z(A) 是 色 的 一 个 正 交 随机 测度 ,由 ZA) 的 定义 知道 它 必 满 
E (2.30) 式 取 值 于 五 .车 有 两 个 正 交 随机 测度 Z (A), Z (A) $ 
满足 (2.30) RRETH, W Z, ,Z, VEN LES, SHZ, Z, 满 
足 (2.38) 式 得 知 Z1 ,2, Æ 2' 上 恒 等 ,唯一 性 得 证 ,定理 证 毕 . 
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系 AZA) ÆJ 上 满足 定义 2,5 中 的 (ii ): 
E(Z(A,) Z(A,.)) = F(A, YD A,;) (A, € 2'). 

W) ZZZ 上 的 正 交 随机 测度 ， 

此 事实 在 定理 2.1 中 已 证 明 . 

下 面 我 们 研究 对 正 交 随机 测度 的 积分 . 

定义 2.6 设 (R,% ,F) 是 有 限 测 度 空 间 , 令 

L'(R,#',F)= {f:f= fi + if, fu, f, € L'(R,2',F)|, 

即 L? 是 全 体 复 值 关 于 测度 F 的 平方 可 积 函数 .再 设 (Q ,9,P) E 
概率 空间 ,Z(A ) 是 定义 在 2' ERF H= L’ (Q ,Z,P) 的 以 下 
为 均 方 测度 的 正 交 随机 测度 (由 于 有 两 个 瑟 空间 ,以 后 必要 时 , 关 
于 [1L*] 收敛 ,要 标明 关于 测度 F 或 者 关于 测度 已) 

(1) # z€ L (R,%2 F), H g 是 简单 函数 


g(x) = Jal, (z), 


其 中 A, EF, a KAXOI < b), A NANA, = Q (; Z ,), 
1 二 5,v <k), MEX g 对 2 的 随机 积分 为 


Ë 
>a Z(A,), 
=] 








记 作 
(o)| g(z)Z(dz) = (o)| g(x)d2(z) 


= (o)| gdz = Da2(A,). (2.45) 


(2) 对 一 般 的 g € PL2(R,21 F), S 


Ë 
g™ (zx) — Da LAPa ， 
v=] 


limg ”= g, [L°] (关于 测度 F), 
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lim(o)] gdZ = h, [L] (关于 测度 P), 
我 们 定义 
(o)| gaz = h. (2.46) 
而 对 任何 A € Z! 定义 
(0)| gdz = (o)| lngdz. 
为 了 证 明 这 一 定义 的 合理 性 ,必须 证 明 三 点 : 
(i) 任 取 gE (了 9,F)， 必 存在 简单 函数 o”, 使 
lim g” = g, [L] (关于 测度 F); 
Ci) #z€L(R,2',F), g) 是 简单 函数 , lim g” = 
z, [L] (关于 测度 下 ), 则 lim(o) | gdZ ELL] 意义 下 (关于 
测度 P) 存在 ; 
(ü) 若 有 两 串 简单 函数 |g 忆 下 ,人 天羽 | 使 
lim g ”= limh” =h, [L2] (在 下 测度 下 )， 
则 必 有 
lim (o) | az = lim(o) | h) dZ. 
证 (i) fR z€ LD(R,@ F), g = g + ig, 
Bi Ë2 < L '(R,%', F). < 
AP =||g|>k} G =1,2, k = 1,2,3,.…), 
则 AP DAX, lim AP = Ø, M FÆ 2! 上 的 有 限 测 度 , 所 以 
lm F(A#’) = 0 G = 1,2). (2.47) 
对 任何 自然 数 2, HF| [z ?dF < %, 得 知 必 存 在 8 > 0, 当 
F(A) < ò, 时 ,有 


2 ] 
|a aF < 1. (2.48) 
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— — -一 一 


由 (2.47) REMEE &, ,使 


F(AD) <6, (n1, j = 1,2). (2.49) 
N r 
(zx), ` EAP, 
gO (a) = H ) w - A. (2.50) 
得 


| so- gP (2) PFa) = | ¿| (z) Flaa) 


< (2.51) 
1 


BR g” C b@'(n 2>1,j = 1,2). 

众所周知 ,对 每 个 g” € b2' 存在 简单 函数 列 | g” m 21], 
使 

limsup| g5” (z) - g) (z)|= 0 (n2>1,j=1,2), 


(2.52) 
H (2.51), (2.52) RE F(R) < %, 得 知 (站) 成 立 。 
(ü) 任 取 g € L (R,9',F), g'” 是 简单 函数 , lim g ”= g, 
[L] (在 下 测度 下 ), 则 


E(|(o)| gdZ - (o)| gazli 
= E(|(o)| (g™ -~ g™)d2|’ 
= | g” (zr)g™ (x)| F(dz). 
< (flew) -gdh (ae) 


1 
2 


+ J. g(x) 一 g™ (z) Fle) ) j 
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由 lim g” = g, [L] ($F F WE), RH = L° (Q ,#,P) 的 完 


# FE , 49 3l 
lim (o) | gdz 

ELL] 的 意义 下 存在 (关于 P 测度 ). 

(ii ) FAMPHARM A), tE 

im g ”= lim h” = h, [L°] (在 下 测度 下 )， 
p’ 

KO = Hn = 2k - 1, k>1, 
hP, 当 n = 2k, 

则 r — h, [L] (在 下 测度 下 ), 故 由 (ii), 有 


Y = lim| raz, [L°] (Æ P WEF). 


而 1(o) | g™aZ:n > 1), Í(o) | A 24Z: n > 1) w * 


| (o) | dz: > 1| 的 子 序列 ,所 以 


lim(o) | g™ dZ = lim(o)| h) dZ = Y, [a.e. ]. 
y—= O R p-> OO R 


积分 值 的 无 二 义 性 获 证 . 


下 面 我 们 简单 地 介绍 正 交 随 机 测度 的 积分 的 几 条 性 质 ， 
性 质 1 $ f EL (R,2',F), qa 是 复数 (j = 1,2,…,n)， 


则 


(o) | 5p dZ = 2 a; (o)| £ dZ. 


性 质 1 显然 成 立 ， 
性 质 2 若 f,g € L (R,%F!, 下 ), 则 


E[ (o) | az (o)| gaz) - | gaz. 





(2.53) 


(2.54) 


证 ”由 命题 2.4 及 积分 的 定义 , 取 简 单 函 数列 | Fo | e”), 
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使 
limf” = f,lim g ”= g, [L°] (关于 测度 F), 
则 必 有 
E| of fqz - of gd2 | 
一 limE[ (o)| 42 l (o)f gaz) 
- lim| fg” dF - | EdF 
性 质 3 若 f,g € L '(R,2!,F),W 
E| | (o) | ,7az - (o| zaZ|°)= | 1/ -glidF.(2.55) 
特别 地 , 若 g == 0, mj 
E(|(o) | fazi?) = | 17l?aF. (2.56) 


由 性 质 2 即 得 性 质 3， 
性 质 4 £ f, f € L'(R,2',F) (n > 1), lim f, = f, 


[L] (关于 下 测度 ), 则 
lim (o) | Adz = (o) | faz, [L] (关于 PP 测度 ). 
证 HEA n, HFS, C€ L*(R, 名 !' ,下 ) ,在 定义 2.6 中 已 证 : 
可 取 简单 函数 六 ,使 
|F < 1 (n > 1). (2.57) 
所 以 
lim f, = f, [L°] (关于 下 测度 ) 
因此 ,由 积分 的 定义 有 
lm(o) | aZ = (o) | faz, [L°] CEF PWE). (2.58) 
但 是 ,由 性 质 3 及 (2.57) R, A 
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E(| (o) Fdz - (o)| fd21)= | |Z, - fl?dF 
<+, (2.59) 


H (2.58), (2.59) 式 即 得 性 质 4. 
性 质 $ ”对 任何 FE LD'(R,2' F) RATA, € @!(n>1), 
A, N A, = ØO (n £m) HA | 


(o) | e 7Aaz = OJ fdZ, [L] ($F P MÆ). (2.60) 
证 ”因为 
lim /1 Ja, = figa o LL] (关于 下 测度 )， (2.61) 
所 以 由 性 质 4 和 性 质 1 有 
(o) | ;fd = Jimo) | 2 


N 
mbo j, saz 


= (o) | faz, [L] (HF P WE). 
定理 2.2 j Z(A) ŠJ 上 的 正 交 随机 测度 ,FF(A) 是 其 区 
方 测度 ,ff E 了 (及 ,下 已 )， 则 
W(A) = (o) | faz (A € 2!) (2.62) 
是 正 区 随机 测度 ,其 均 方 测度 为 
G(4) = | 17(z)PP(dz) (A €Z). (2.63) 
ELA g € L'(R,2!,G)(PP fg € L’ (R,Z!,F)), 
(o) | gaw = (o) | efaz. (2.64) 
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E(|W(A)[?) <% (A€ 3'). 
由 积分 性 质 5 得 :对 任何 A, € 2', A, Q An = Q (n Z m),# 
WDA) = E WA,), [L] (EF P WE) 
由 积分 性 质 2 得 ú 
E(W(A.) W(A;)) = BE((o)| faz ，(o)| faz) 
= | tana |fÌ AF = G(A NA) (A,A: € 2!) 
H W(A) 是 正 交 随 机 测度 , 均 方 测度 为 G(A). 车 还 有 z € 
T (R,2',G) WERRAZ gl, g, = > ago ,使 
x lim g, = g, IL) (XF G WE), (2.65) 
则 由 积分 性 质 1 有 


k k 
(o)| g,dW = >l aP W(A L) = X> loai ， (o)J 342 
R f=1 i=] À, 


~ (o) | gfd2. (2.66) 
由 积分 的 定义 
(o) | gaw = lim (0) | gudw = lim (o) | efaz, 
(2.67) 
若 注意 


“limg, = g, [L° ] (关于 G 测度 ) 
= lim gf = zf, [L] OEF FWE”, 
则 由 积分 性 质 4 及 (2.67) 式 得 
(o) | gdW = lm(o) | g,faZ 


= (o) | gfaZ. 
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93 Karhunen 定理 、 筑 平稳 过 程 的 谱 展 式 


在 这 一 节 中 ,我 们 从 一 般 的 Karhunen 定理 人 手 , 把 宽 平 稳 过 
程 的 谱 展 式 作 为 它 的 特例 来 推出 ,本 节 把 [a.e. ] 相等 的 随机 变量 
视 为 一 样 . 

定理 3.1 (Karhunen 定理 ) 

1) R(N,F, P) AWEZA, AC 3 (A, ANZ, u) 
有 限 测 度 空 间 ,了 为 任 一 集合 , f(1 A) ZX X & TX A 上 的 复 值 函 
数 , 且 对 任何 上 ET fG, AEL A,ANZ', u), Z3A D 2 
EART H = L'(Q,Z#,P) 的 正 交 随机 测度 ,w 2 Z 的 均 方 测 
度 , 知 令 


X. = (o) | AAD Za) ( ET), (3.1) 


则 X, 是 (人 2,F,P) 上 的 复 值 随机 变量 , 且 忆 (| 和 2)< co(E T), 
此 外 还 有 


E(XX)= | fD FEA). 3.2) 
(2) 反之 , 若 |X,:iTI 是 (0,F,P) 上 一 族 二 阶 矩 有 限 的 
复 值 随机 变量 ,满足 
E(X. X) = | GA) (Aya da), 


Ft, JELA, ANZ, a (t € T). 
(A, ANB ,p) 是 有 限 测度 空间 ,A EF!, 则 在 A 门 久 ! 上 存在 一 
个 以 u 为 均 方 测度 的 正 交 随机 测度 ZZ, 使 


X = (0)| FAZA): (3.3) 


BiS, t C€ T] 产生 的 闭 线 性 流 型 (f(t1, ti € T) = 
L(A, ANZ, p), WREG.) 式 的 正 交 随机 测度 还 是 唯一 的 . 
注意 : 闭 线性 流 型 Fa, A C T) 定义 为 
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{g:g = lim g, ， [L°] (关于 u WE), g, € Gj, 


其 中 G = [g A):g, A) = Paf A), t € T, a 为 
复数 | 
证 (1) 由 积分 性 质 2 (2.54) 式 ) 即 得 (3.2) 式 . 特别 地 ， 
Ws = iH fa, € L'(A,A 1 A'u), 48 
E(X, |?) = | A02) ZG, )a(d2) < eo. 
(2) ARGEL (A,A N 2,4) 中 稠 , 即 
(f(t,°),t € T) = L(A,AN GF ,), 
则 任 取 BE AZ, DA g, € G Ë n — % 时 ,有 


gn = Dav fli `) -> 15, [L°] (关于 测度 u). (3.4) 


今 
s (w) = > agoX(t w), (3.5) 
Z(B) = limz,, [L] (关于 P WE). (3.6) 
推 证 | 


CG) (3.6) 式 右 方 极 限 存在 , 且 Z(B) 不 依赖 于 (3.4) 式 中 
g， 有 的 选取 ， 
事实 上 ,由 定理 所 给 的 条 件 及 (3.4) 式 , 有 
E( “) 


k k, 
= E(|27 PXP) - Da KUM) ) 
v=1 y 








Zm — Èn 


ka Ë, 
= | |D PaP a) D Pfa ,a) | uC) 
v= 1 v =] 


= | |z.Q)- gn (A) (da) 0 
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( í n,m ~> œf). (3.7) 
由 HKE, (3.6) 式 右 方 之 极限 存在 .再 证 Z(B) 不 依赖 { g, | 
的 选取 .车 还 有 g, € G, 使 n 一 2, 有 


i 


g = Dafa, .)— 15 (3.4) 


»= 1 


([L* j, 关 于 测度 ¿). 4803.5) R, EX 


Z (w) = DX ,a). (3.5) 
再 定义 
I z (w), 当 为 奇数 ,w C O, 
za (e) O 当 ”为 偶数 ,w € Q, 
则 jim xz。 存在 (LL 2] 关于 P 测度 ) ,所 以 lim z, 与 limz 一 样 . 这 
说 明 Z(B) 5 g, 的 选取 无 关 ( 当 然 总 要 取 ge € G 且 满 足 (3.4) 
I). 
(ü) ZÆA NZ EBJIE2E RBN 
显然 ,E(|Z(B)1*) < % (对 一 切 B EAN 8!). 再 任 取 
B1,B, EANGF, 由 G 在 L(A,A NS, u) 中 移 及 Z 的 定义 得 
知 : 存 在 G 中 二 捉 隔 数 {g 中 1, g, tE 
lim g, = 1y, [L] (关于 测度 ) (i = 1,2)，(3.8) 
对 应 地 仿 (3.5) RA Íz; 1 ,Tg | NEBI), 22), t 
lim z,' = 2(B;), [L°] (关于 PP 测度) (i = 1,2). (3.9) 
所 以 由 命题 2.4 及 (3.7),(3.8) RA 
E(Z(B,) Z(B,)) = lim E(x 22) 
G). 








imf ge dp 


(3.8) 





| is dp 一 u( BB,). 
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由 定理 3.1 的 系 得 知 Z 是 A 们 % 上 的 正 交 随机 测度 ,w 是 Z 的 均 
方 测度 . 
(ii) 2Z 满足 (3.3) 式 , 令 
Y. = (o) | fl1,2)2(d2) ET), (3.10) 


推 证 Y, =X € T). 任 取 定 1: € T, 


h, (A) = (D rta (2))e G, n> 1, (3.11) 
使 

lim h, = f(t, ), [L] (FWE Z), 
于 是 由 积分 的 定义 及 (3.10) 式 ,得 


Y, = lim[(o) | A,(A)Z(42) ], [L] (关于 测度 P)， 


(3.12) 
从 而 由 命题 2.4 及 (3.12),(3.11) 式 , 得 
(X,Y,) = JimE((o)| A, (A)Z(d2) + X, | 
一 lim D7 WE(Z(B™) . X. ). (3.13) 


但 是 ,由 (3.6) 式 有 
Z(B) = lim 1a2x(2), [L] (关于 测度 P). 
所 以 由 命题 2.4、 本 定理 的 条 件 和 (3.4) 式 , 有 


E (Z(B) ` X(t)) = lim Da EX) + X(2)) 


k 
= lim Da] (e t) f(t, A) (dA) 
a = | 


À 


1 


o 
lim| (z ,2) Slam) f (r) ,A (dA) 
Qu a) u= 1 
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I! 


lim| /G2)zg,Q)a(a2) 


| 


= | Ac) 15 Q) (aa). (3.14) 


由 于 (3.14) 式 对 一 切 BE 4 12! 缘 成 立 ,特别 地 , 取 B =B”, 
将 (3.14) 式 代 和 人 (3.13) 式 ,得 


E(X,Y,) = lim Dref £2,2) leto (à Ju(dà) 
n PU u=] ” 


= lim| f(1,2) h. (À) (dÀ) 


| If) uld). (3.15) 


于 是 由 本 定理 的 条 件 及 (2.54) 式 得 
E(|X, _ Y, |) 
一 E(| X, 2) + E(| Y, 1“) 7 E(X,Y,) 7 E(X,Y,) 


= | AG) ulda) + | ACA) ulda) 


-| LACA) Cda) = | LACA)? Caa) 
= Í), 
U X, = Y. = (o)| Fen)Z(dh)， 


(lv) ， 推 证 满足 (3.3) 式 的 正 交 随机 测度 是 瞧 一 的 . 
事实 上 ,各 还 有 满足 (3.3) 式 的 正 交 随机 测度 w Bn 


X, = (o) | GA) W(a2) (ET), (3.16) 
则 由 (3.6),(3.16),(3.4) 式 有 


k 
Z(B) = lim S1a X (9) 
mE y=] 


Ë 
= lim > at (o)| Fe „AJW (dà) 
n> =] 
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lim(o)| z, (A) W (da) 


I! 


(o) 1, (A) Wda) = W(B). (3.17) 


而 (3.17) 式 对 一 切 B € A | 2! ER. BF l W = Z. 
若 G 在 大 (4,A 人 及 ,wo) 中 不 稠 , 则 由 G 产 生 的 闭 线性 流 型 
L(G) 亦 然 ,所 以 必 存 在 f€ LD'(A.A 121. 4) E £= 0, H 
(f,g) =0 (对 一 切 g € 4(G)), (3.18) 
(参见 169」 p.72). + 


G= |If:f€ (A,A N, u), (Z) = 0, 
对 一 切 g E %(G)!, 
则 对 任何 f ETA, A N 21, 4) , 必 可 唯一 地 分 解 为 
f= fi + f, f € Z(G), f, € G 
(参见 [691p.71 的 分 解 定理 ). 所 以 更 有 


(A.A Y Z',u) = #(G U G). (3.19) 
车 令 G= {f(t J): €T,/(,.CD(A,AD391.)1.8 
(3.19) 式 可 写成 


L (A,A 1931.4) 
= (f(t, '), ft ,tt € T, ET), (3.20) 
ERTAT = Q@.— 


B(s £) = | FCs’ ,A) (A )a (d) (ç, € T). (3.21) 
MJ B(s, t) EIAI, R 35HEILIE SEK n ARa, a. 及 
ft1 ,…,t. ET, 


DB Da a = >) | AO A) F Aada) 


jk=1 


N a G.A) | (42) = 0, 
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BD B( t) 是 非 负 定 的 .所 以 , 仿 命题 2.3, 存 在 概率 空间 (0 ,Z, P) 
上 的 正 态 随机 过 程 X 一 Xt e T |, 
E(X, ) =0 Z €T); 


ha e S 


E(X.X, ) = | f(s ,1) (r Aya (d2) = B(s, ) (3.22) 


(E 表示 对 概率 测度 已 取 期 望 ) 再 造 乘 积 概率 空间 (0 = nx Q, 
F* = FXT, P= = P x P), 定义 此 概率 空间 上 的 随机 过 程 : 
| 当 上 ET,w = (oo)， 

X (tw) = ~ ~ ~ 
X(t,w), >£ ET,w” = (w,w), 
显然 ,1X :1 ETUTIi 是 (0 ,9 ,PP ) 上 的 二 阶 和 矩 有 限 的 复 值 
随机 过 程 ,满足 : 

() E"(X )=0,í € TUT; 

E(X.X,), 当 s, € T, 
_ E(X JEX.) = 0, "€ T,: € T, 

(D E (XX; sx —<— 
E(X, )E(X.)=0, 当 s ET,t € T, 


E(X,X,), 当 ET. 
(3.23) 


但 是 由 G 的 定义 得 知 
| FOAD Fes Tu(d) =0 (ZET, £ € T). (3.24) 
由 定理 的 条 件 及 将 (3.22),(3.24) I A (3.23) 式 , 得 
E' (XIX) = | (G.A) Fulda) (sar € TU T) 


ft, JELA, AN Z'a) QETUT). 
又 有 
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EFt, -Jt € TUT)= L(A,Af13 A), 
所 以 存在 一 个 定义 在 和 站 县 上 的 取 值 于 百 ” = L° (Q * Z”, 
P'*) 的 正 交 随机 测度 Z* ,使 
x; = (o)| FAZ (da) (z€ T U T). 
特别 地 ,把 1 的 定义 域 由 TU T 局 限 到 工 上 去 ,得 到 
X, = (o)| fA )Z(dà) G € T), 

其 中 Zlw, B) = Z*((w,w), B) w € Q, o € ñ, B€ A 12), 
Z 是 取 值 于 及 = L (Q, F, P) 的 正 交 随 机 测度 .定理 证 毕 . 

定理 3.2 ( 宽 乎 稳 过 程 的 谱 展 式 ) 

(1) 设 (2 ,多 已) 为 任 一 概率 空间 , (R, Z, F) 是 有 限 测度 
空间 ,Z 是 2! LABAT H = 了 (2 ,,%, P) 的 正 交 随机 测度 ,下 
是 Z 的 均 方 测度 . 令 


X. = (o) | za) CE R), (3.25) 
则 X = [X.:: € R| 是 均 方 连续 的 宽 平 稳 过 程 ,其 相关 函数 为 
B(r) = | Faa) (r € R), (3.26) 


因而 X 的 谱 测 度 就 是 Z 的 均 方 测度 下 . 


(2) #X= |X:1 ERI 是 概率 空间 (0Q,F,P) 上 的 均 方 过 
续 的 宽 平 稳 过 程 ,其 相关 水 数 为 


B(r) = | Faa) (z € R) (3.27) 

(因而 下 是 X 的 谱 测 度 ) MN (R,3',F) 上 存在 唯一 一 个 取 值 于 
H = L° (Q ,Z,P)% iF MINE Z 满足 对 每 一 固定 的 : C R,# 
X, = (o)| erZ(d2), (3.28) 


E. Z 的 均 方 测度 为 F. 
证 (1) 在 定理 3.1 中 取 /(¿,A) = e? ,A 


I 

= 
an 
pa 
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(3.25) ET E IEHL EROMA RA WENA, H H (3.2) 
式 知 X 的 相关 函数 


B(r) = E(X. X) = | el Me F(d2) 


|! 


| euF (dA) 
与 1 无 关 , 所 以 X 是 宽 平 稳 过 程 ,又 因为 B(r) 是 连续 孙 数 ,所 以 
X 是 均 方 连续 的 , 且 谱 测度 就 是 Z 的 均 方 测度 F. 

(2) 在 定理 3.1 的 (2) 中 , RA =R, X = X,T=R. 
Fi) = e*, u = F, 则 由 Weierstrass 定理 知 Z (flt, +), 
: € R) =L'(R,2!,F), FERHEMR, 2, F) 上 存在 唯一 一 个 
取信 于 五 的 正 磷 随机 测 放 Z 满足 对 每 个 固定 的 1: € 及 ,有 

x. = (o)| e*Z(dÀ), 
H. Z 的 均 方 测 度 为 F. 

定理 3,2  ( 宽 平 稳 序 列 的 谱 展 式 ) 

(1) 设 (Q2,9,P) ZAWA, (l-an, -nnl NAZE) 
是 有 限 测度 空间 ,Z 是 [一 x,n] 门 名 ! 上 的 取 值 于 日 = L (R,F, P) 
的 正 葡 随机 测度 ,下 是 Z 的 均 方 测度 . 今 


X, = (o| e>Z(d2) (n = 0, +1,.), (3.25) 
则 X = {Xn = 0, 土 1,…| 是 宽 平稳 序列 ,其 相关 函数 为 

B(n) = | Fda) (n = 0, +1,.…), (3.26) 
因而 X 的 讲 测 度 就 是 Z 的 均 方 测度 下 ， 


(2) 设 X= | 和 :nm =0,+1,…| ZARZ, ZP) L 
的 宽 平 稳 序 列 , 其 相关 函数 为 


B(n) = |. eUF(da) (m= 0,+1,-) (3.27) 
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(因而 下 是 立 的 谱 测 度 ), 则 在 ([ 一 xn],[ 一 zn] (多 !,F) 上 存在 
唯一 一 个 正 交 随 机 测度 Z, ERAT H = L° (Q ,Z,P),*#— 4 
Aan A 


X. = (o) |. emZ(dh)， (3.28) 


HE Z 的 均 方 测度 为 下 . 
证 ”应 用 定理 3.1, 取 A =[-z,n], T= 10,+ 上 1 …|, 仿 定 
理 3.2 即 可 证 此 定理 . 


S4 谱 展 式 的 应 用 .大 数 定律 及 详 测 度 的 估计 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 应 用 宽 平稳 过 程 的 谱 展 式 来 研究 宽 平 稳 
过 程 的 大 数 定 律 及 其 谱 测 度 的 户 近 估计 ,为 此 ,我 们 先 引 进 另 一 种 
类 型 的 随机 积分 . 

定义 4.1 设 X=1X:zERI 是 概率 空间 (2,9.P) 上 的 二 
MEAR KAANE, SO) 是 定义 在 R 上 的 复 值 函数 . 考虑 
有 和 穷 区 间 {a ,oj ,对 |a ,8 的 任 一 有 穷 分 割 A， 

A:a = to < t, < e< = b, 

< At, =h H Æl tist] 中 任 取 一 点 r; (1 一 1,…, 7), 构 造 


fm: AXA, BR, 它 是 一 个 二 阶 矩 有 穷 的 复 值 随机 变 


量 . 如 果 当 6 = 6(A) = max Az, 0 时 ,此 和 在 工 意义 下 有 极 
限 , 且 此 极限 不 依赖 于 分 割 A X r 的 取 法 , 则 称 /(1)X(1) 在 
La b] EE R-L 可 积 的 并 称 此 极限 为 FOXO) Ela, b] 上 的 
R-L° 积分 , 记 作 


(RLPS FOX) dr. 
如 果 当 a >- oo,b > co,(R-E)| FG) XG) KAFR- 
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极限 , 则 记 此 极限 为 
(R.)| /XCar. 
定理 4.1 为 使 f(1)X(zt) #la,b] 上 R-L TR, 只 需 


Riemann 积分 : 


| [BCss)f0) Fjdrds (4.1) 


存在 ,其 中 -之 a < b< oo, B(t,s)= E(X(:) X(s)). +E, 
若 (4.1) 式 存 在 ,再 令 


Y(t) = (R.L2)[ f(r)X(c)dz 
(a < t < +< b, -<t < t < o° ) (4.2) 
则 有 
E(Y(:) YG)) = | | B(u,v) flu) f(o)dudo, (4.3) 
首先 证 明 下 面 引 理 . 
5| 理 4.1 设 i&:t C R| 是 二 阶 矩 有 穷 的 复 值 随机 过 程 , 则 
“lim £ BEE L’ Z 3tL F)— 
上 一 站 
W “=>”, 由 命题 2.4 即 得 . 
“<”. 由 于 
lim E( | š, _ zZ 2) 
an 
= lim(E(&6,) + E(éé,) ~ E(&&,) — E(é,&)), 
“一 0 


故 " < 一 ”成 立 , 引 理 获 证 ， 

下 面 证 明定 理 4.1. 

证 ”首先 考虑 [a,5] 是 有 穷 区 间 的 情况 . 用 引 理 4.1, 为 证 
SXG) Æla, b] EK R-L 积分 存在 ,只 和 需 证 明 : 对 [a b] 的 任 
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意 两 个 分 害 A| 及 A, 48l 一 0, 6(A,) 一 0 时 ， 


E(X tr )X(Cr A > AC) X CAs ) (4.4) 
存在 有 穷 极限 ， 而 (4 4) 式 的 数值 为 


3 De ) fl) Bl ,pt )AtiAs,, 


故 由 Riemann 积分 的 定义 及 Riemann 积分 (4.1) 的 存在 性 得 知 
FXG) Æla, b] 上 是 R-L 可 积 的 . 
对 任意 两 个 有 穷 区 间 [al ,5 l,l az, b], ERMEER: 


A dl 一 po < pi < Pa < Pm, 一 bi, 
An: a? = q < q, I Im, = ba, 
ER o € _p; -1s P p:i], Y: Elg qi], 仿 上 可 证 
E(CRD)|。 Ho)X(o)do ` (RD)| DK)dY) 


= lim B(S (a )X(e )Ap ， 5 /YX Aa) 


ECA, )—0 
TEN )—0 


= | |? Bus) ) dudo, (4.5) 


Wiad] = [tost], [as,62] = [zo,s], 即 得 (4.3) 式 .在 (4.5) 
APS a a>, bi, ba >, HAH. BRESK 
则 ,定理 的 前 半 部 仍 成 立 . 

定理 4.2( 大 数 定律 ) 设 X= |X(:):: € R] 是 概率 空间 
(人 ,了 F,P) 上 的 均 方 连 续 的 宽 平 稳 过 程 , F(A),Z(A) (A €g) 
及 B(r) 分 别 为 X 的 谱 测 度 、 正 交 随 机 测度 及 相关 画 数 , 则 


() jm(RE) AX = Zda), LL] (z € B): 
(4.6) 


第 十 章 ”平稳 过 程 论 531 


(2) E(|Z(E|)I2)= F(le])= imf B(r)e wd (CR). 
(4.7) 
特别 地 , 若 E(X,) =0,#(4.6), (4. D APR u = 0, 得 
“lim (R-P) f aAX (1)dt = E(X(:)) = 0, [L°] 
<> F(101) = 0”. (4.8) 


证 (1) 由 于 X 是 均 方 连续 的 ,用 命题 2.2 和 有 Br) 在 及 上 
连续 , 故 由 定理 4.1 知 Xit)e “在 [0, 天 |] 上 是 R-L 可 积 的 . 再 


X(t)= X(t)e™ -Qip)， (4.9) 
W(T) = (R-D)| FX(t)e tde — Zlu) 


= CRD)| X Oar. (4.10) 
由 Z 的 正 交 性 有 
E[(o)| fO) ZOA Z(dà) ) = FDE ZA yt)! 
= FDF UaD 
(对 一 切 f € L’(R,3',F), u € R), (4.11) 


在 (4.11) 式 中 取 f(A) = e“ 或 e* 并 利用 (3.28) 和 (4.9) 式 可 得 
E(X (t) X ` (s)) 


i =- s) + E( Z(Íg1)12) 
- "E(X (t) ZO gl) - "E(X G)Z(iu!)) 
(3.28) eB( 一 s) 十 下 (用 
一 e “E[(o)| e*Z(da) . Za) 
- e™E( (0) e°Z(aa) - Z(1e1)] 


(4.11) 





e “YAB (t — s) + F(lgel) 


532 随机 过 程 论 


一 eeyR( 上 一 eye 下 
= e sB(t— s)- F(lg1) 


— | e00 F(d2) _ F(u?) (4.12) 
今 
' _ F(A+ u), 4 À < 0, 
F V= FO Y nd) A > 0, 


其 中 F(z) = F- œ,t]), F* (101) = 0,0 H (4.12) 式 得 
E(X* (£) X” (s)) 


_ | eE (dà) + F(lal)- F(la1) 





= | eME" (dA), (4.13) 
所 以 由 (4.3) 式 得 


E(|W,|2) = BE(| CR -Ood 
sa AS | EO G) X (Odd 
(413) Af | (| eF (dà) Jards: (4.14) 


由 于 ”是 有 限 测 度 , [0T] 是 有 限 区 间 , |n] < 1, 所 以 在 
(4.14) 式 中 应 用 Fubini 定理 , 即 得 


E(|W, 2) = | EaD JES etar 
| F" (dà), (4.15) 


- Í e — 1 
R 























IAT 
< T — co, 并 利用 控制 收敛 定理 , 即 得 








lim E(| W7 | ) = 0, (4.16) 
[注意 :定义 和 -i| -lime 1 
° IAT T=0 了 IAT _ ? 





X "Z eCe] d CC [n 


第 十 章 PRIER 533 


e —1 _ x ` e — 1 
(4.6) 去 得 证 . 


(2) (4.7) 式 的 第 一 等 式 由 Z 的 定义 即 得 , 而 第 二 等 式 用 
Fubini 定理 及 控制 收 伍 定理 可 知 


jag), Bedr 

一 lim| Flaa) (Ef erae] 
imj H sa rE) 

_ | lim TERT sdi olda) 

- [L Fa = F({p}). 


附注 :在 定理 4.2,(4.6),(4.7),(4.8) rR. I T - s Ë T 
(T -s> œ), 三 式 仍然 成 立 . 

定理 4.2 ( 宽 平 稳 序 列 的 大 数 定律 ) X = [X,:n = 0, 
+ 1, 土 2,…| 为 宽 平 稳 序 列 ,F(A),Z(A)(A E81) 及 B(m) 分 
别 为 X 的 谱 测 度 、 正 交 随 机 测度 及 相关 函数 , 则 








(I) im DD 1 = Zul), [L] (4.6) 
对 任何 a C l-n] 成立; 


(2) E(|Z(|el)|2) = EC 
TB (z€ [N ==). 


(4.7) 
特别 地 , 若 E(X,) 三 0, 在 (4.6) ,(4.7) 式 中 取 j = 0, 得 
“lim >, — : TIX = E(X,) = 0, [L°] 


s <F(|0]) = 0”. (4.8) 
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证 (1) 》 一 一 Ke 


Sn-m+l 
一 1 jÀ- y) 
= oj 之 Y TI Z(dÀ) 
em) 1 a(n- m+1)(A—r) 
of n-m+1l — T G= Zld). 
(4.17) 
(4.17) RZ R RA u = 和 时 ,定义 为 1, 但 其 被 积 函数 的 缀 
对 值 不 超过 1, H 
| | emt) l 1 _ erom DA) 
n-m+t >on- m + ] ] 一 KCD j 
一 La (A) (对 一 切 à, u C |- r,r). 
eTe) 1 _ ei n m+1)(À—n) 
lim | 


n-m+lo\ 2 — m + 1 ` T ZG 
= 1 (A), [L] ($F FWE) — (4.18) 


H (4.17), (4.18) 式 并 应 用 关 玉 正 交 随机 测度 的 积分 性 质 4, 得 
lim > —[] ye K 


n-m+1— £ n + m + 1 jS 
=(o)| ta QDZ(da) = Zia}. 
(2) (4.7) 中 第 一 式 ,由 Z 的 定义 可 得 ,而 第 二 式 由 


n 


_ 1 ...—.- Y. UM 
>, a m1180. 


J= m 


一 | > _ l Te FC(dA) 


[=n] j= n 一 n + 


im À~ pe) i(m—-m+t1)(A—- 14) 
_ ë 上 一 上 
| n-m + 1 1 __ Ke F(dà). 


(4.19) 
由 (4.18)( 由 下 EAR Mm BE [L] KAVA SIL ko) 及 
(4.19) 式 得 


A Iah aA 
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lim > —aBü)e 
=| A, FC) = Fal). 

定理 证 毕 

下 面 我 们 研究 如 何 用 样本 序列 来 估计 相关 图 数 与 谱 国 数 的 问 
题 . 

定理 4.3 AXO 是 概率 空间 (D ,9,P) 上 的 (X0 ,9p) 平稳 
过 程 ( 即 X = XP oe", n2>0,Z X. A 41.4), v = 1,2. X = 
IX, = XP +iX n20), ç 是 遍历 的 保 测 变换 ,下 (X,) = a. 

(1)” 任 取 非 负 整 数 m,m ERR 22 5 O 3 ñ si 3 f, 
使 Yo = /(X, Xn ) 为 期 望 有 穷 的 复 值 随机 变量 . 令 Y, = 
Yo ° e" (7 之 0), 则 

imt SY = EYD, lae J, [L]. (4.20) 

(2) EUX L) < co, Blr ) ,P(A) 2 X MARARA 
谱 测 度 ， x 

lim 一 LDX ) = E(X.X,) = = B(r), {a.e.|}, [L], 
(4.21) 


dà = F((u,,u]), [a.e.] (4.22) 





m2 1 i y 
imaa 1 ” | S` Xe i 


一 


(uisu EC(F), mu E CF) ÆR Ffal) = 0). (4.22) K£ 
边 的 积分 是 含 参 变 量 w 的 普通 Lebesgue 积分 

证 (1) 因为 Y= 1Y,:n 20) (Yop) 平稳 过 程 ， 
E(| Yo| ) < s, oç 是 遍历 的 保 测 变换 , 所 以 ,由 (1.37) 式 即 得 
(4.20) 式 . 

(2) 在 (1) EK £ = 2, m = rz, m, = 0, Y, = X.X., H 
由 E( Xa) < co 4 E(| Y|) < =. IB k, H (4.20) 式 即 得 
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(4.21) È. 
最 后 证 明 (4.22) R.S 
1f 113. i 
?= 
右 端的 积分 是 含 参 变 量 w 的 普通 Lebesgue 积分 .因为 


du, (4.23) 








+ OO, 当天 0， 
|e de = on, 4 ; = 0. 4.24) 
将 (4.24) (S A (4.23) 式 得 
D) = + [>| DIX Pae) + 2211. 
(4.25) 


所 以 由 (4.25),(4.21) N 48 

lim 和 (z) = B(0), la.e. J. (4.26) 
显然 ,对 任何 固定 的 w € 0 和 nn,@, (A) E: A 的 单调 非 降 右 连 续 实 
ALARA C [- rr]). 所 以 可 以 由 下 (1) 产 生 一 个 含 参 变量 
w 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 .但 是 由 (4.23),(4.24) 式 得 


| e“@, (dÀ) 


(4.23) | oin 工 工 | SA y e 2 
f - 











一 , Ki; (4.27) 
& n — oo ,并 注意 (4 21) 式 得 
lm| e0, (dà) = BC) = |. e®F(dà), [a.e]. 


| (4.28) 
所 以 由 Lévy 定理 得 知 
lim D, (Ca „4 l) = F( (uis n 1), [a.e. | (pa 142 < C(F)). 
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定理 证 毕 ， 
S5 算 子 遍历 定理 及 其 在 随机 过 程 中 的 应 用 


在 本 市 中 ,我们 将 要 把 平稳 过 程 的 遍 爵 理论 加 以 抽象 ,研究 算 
子 的 过 历 定理 , 然 后 再 将 这 类 定理 应 用 到 随机 过 程 中 去 . 

定义 5.1 设 (B,| :| ) 是 Banach 空 间 , 工 是 由 B 到 B 的 有 界 
线性 算 子 . 如果 | T | — sup ETFI 过 1, 则 称 工 是 压缩 的 , 特 


| fF ls 
别 地 , 若 | T| = 1, 则 称 是 保 范 的 这 时 必 有 
ITFI = Ifl (V fp. 
# B= L(N,F u) (1< p < °°) EE BE BHAF T E 
JEBJ nR" f > 0 = Tf >— 0”. 
例 5.1 设 (2 ,多 Ap) 是 任 一 测度 空间 , ç 是 保 测 变换 .定义 
Tf= f° eo,f EL NTP (1< p<), (5.1) 
M T:LR,F, P) FL,2P), 而 且 人 还 是 正 的 保 范 线性 算 
T. 
证 Xill, ALO, F u) PHERS p< œ. 4E 
AFELA, F, u), W 


[TAIE = | 1 Tf ?dp 
=| Ife p |" dua =| | f IP dlu ° p`) 


= | | fld = fi < co. 
骨 设 p = co. 对 任意 的 FE L, F, u) A 
| Tf || — = infla:a > 0, ull Tf |> a) = 0! 
= infta:a 220, ull fe o l> a)=0] 
= infla:a 20, ° @ (| f l l(a,oo)) = 0] 
= imfla:a > 0, (I fl !(a,eo)) = 0! 
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= infla;a Z0, u(i f |> a) = 0| 
= | fl < < oo. 
显然 下 是 正 的 、 线 性 的 .故人 开 是 正 的 保 范 线性 算 子 . 
例 5.2 设 (0, 罗 是 一 可 测 空间 ,对 任何 w € 人, P(w,*) 是 
ZF 上 的 概率 测度 ,对 任何 A € Z, P(:,A) € Z. EWE 满足 


| (dw)P(w,A) = (A) (AEP), (5.2) 
定义 
Tf = | PC ,do) fw), FELA, Fu), (5.3) 


则 TL (O,F, p) L (R,F, p), 而 且 T # E 38 3! £ ERT 
(YIS p< co). Jk2F, T EH L (A, F, u) NA L (A,F, u) Pl 
L (Q,Z,#,) ALON, F, u) 的 压缩 型 线性 算 子 . 

证 ”显然 本 是 线性 算 子 . 
设 1 达 pp 达 %. 任 取 fEL?(N,9Z,n), 由 于 Pl(w, 人 0) 三 1, 用 
Holder 不 等 式 、Fubini 定理 及 (5.2) 式 可 得 


ITEN = | Pwd) fo) | uldos) 





<| (| Plasdo) | flw) I*) pldo') 
= | pldo)| P(w do) | (o) ° 


= | pldo) | flw)? = ENE. 


任 取 ffEL (QO,9) Y L (0, 4), 可 TFE LL'(N,F, u), 
H | Te | < l fl. <+ 


„(A) = | pdo) | f(e)| AEP, 


H (5.2) RA 
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“ulA) = 0 一 | PC do) | fe) |= 0, [a.e.]”. (5.4) 


所 以 
“all fi> a) = 0 一 


CT <| PC daw) | Flw) | 


= | P(:,de) | flw) | 
l fiscal 


a, |a.e.|, (5.5) 
KE“ fl> a) =0 =l Tf |> a) = 0”. 因 此 
| Tf ||. = ifla:a Z0, ul(| Tf |> a) = 0| 
< infla:a 220, u(I f |> a) = 0! 
= | fll... 
故 例 5.2 中 的 诸 论 断 成 立 ， 
定理 5.1(Hopf) (O ,.,2Z, u) 是 任意 测度 空间 ,TT:L!'(0， 
F u) LL (02,Z,1), 且 全 是 正 的 压缩 型 线性 算 子 , 则 
| Cl p fd 20 (YFEL A, Fy), n>1). 


] kn > 


It = 


(5.6) 
k—1 
证 < S f=0,S/f= X ,Tf (k >1), 
i=0 


Wif = max Sf (f EL'(NQ,F,p), n > 0), 
则 
CI) W,f20(Vf6€ L (A,F, u), n > 0); 
CE) W.-f2>2S,f (V f€ L!'(0,Z2 u), 0<£< xn, n20); 


(H) {Wif 220] = [|(0 V ( max © Tf)) > 0] 


= | max Y Tf > 01. 
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ACi) 及 了 是 正 的 线性 算 子 得 

f+ TW,f 2 f + TS,f = S. f (0=< =< n). 
所 以 由 S, f = 0, 得 

f + TW,f > max Si > maxS,f 


= = W: f (EW: F> 0] kE). (5.7) 
即 
f2> W.f - TW,f (在 {Wi;f 0) 上 ). (5.8) 


H (ii) 及 (5.8) HER TÆER TOM WS 220) i TWS Z0) 
和 (1) 可 得 


fdu = fap 


| max Erel | 


ISSA 


>| yia (WIF — TW: f)dz 
= | OWS = TWifdn = | (Wif ~ TW1/)da 
>| (Wif - TW f)dp 


=| [Wifldy -| | TWF lde 
= | Wifi- | TW;f i 20. (5.9) 
定理 $.1 得 证 . 
系 Rp, Fu) 上 的 保 测 变换 .定义 Tf = f° @ 
(V f€ L'(Q,#,u)). 由 例 5.1 e TÆN, F, u) 到 
L'(Q,F u) 的 保 范 的 、 正 的 线性 算 子 , 若 令 和 = Tif (i = 0, 
1，……) ， 则 
| Siyo Xrdp >0. (5.10) 


ln 


t u 是 概率 测度 已 用 定理 1.1, (5.10) 式 实质 上 就 是 定 
理 1.2 的 (1,11) 式 . 
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下 面 我 们 介绍 一 个 非常 广 谤 而 且 应 用 趴 多 的 算 子 志 爵 定理 , 它 
的 证 明 很 长 , 故 只 叙述 结果 ,不 子 证 明 , 有 兴趣 的 读者 请 参见 [8j]. 

定理 5.2(Chacon and Ornstein) A(N „F, u) 是 任 一 测度 空 
TAUL (A, F, u) E) L'A, F, u) 的 、 正 的 压缩 型 线性 牌子 ， 
则 对 任何 f p € L' (Q, F u), p >0, EA 





在 U1Tp > 0| 上 [a.e.] 存在 且 有 穷 
证 明 参 见 [8]. 
令 (0,Z) 是 任 一 可 测 空间 ， 
L= {4:4 是 多 上 的 可 数 可 加 的 实 值 集合 函数 }， 
如 第 八 章 定理 1.2 后 面 一 样 ,在 中 定义 线性 运算 和 范 数 ull 
= | u| (Q), ALZ, | + |) Æ Banach 空间. 如 Hist C L£, u KX io 


. d — 
BI jy 关于 u; 绝对 连续 , 则 用 表示 ui 对 u 的 Radon-Nikodym 


导数 . 
定理 5.3 设 避 是 由 2 到 了 的 正 的 压缩 型 线性 算 子 .a ,8 C Z 
8 之 0, 则 


d( X) Uta) 


lim— p 


a( >) Up) 


在 玉 一 有 ”上 存在 且 有 穷 , 其 中 EF, LURA) = 0( 对 一 
hi k > 0). 

证 前 先 我 们 注意 到 :车 7y,6,p€ #, 20, y< u, 6 < u, 
dë 


dz > 0, M|S2 s 存在 而 且 
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dy dz | 


dó du du ` 


3(B) = | Ede (YB EF). 


DEP > 0, 所 以 


6(B) = 0 => u(B) = 0. 
X. H y < , í 3 
(B) = 0 = y(B) = 0. 
H (5.12) 和 (5.13) 44 y < ó , HXHEM B € 多 还 有 


dy, _ -[ dy Í dy dë 
| Jade = 7(B) = | $d = | a 
Y _ dy , dô —dóŠ 
所 以 村 = 46 ` da Ma > 0, Pr 1 
dy _ dy /dò 
dô duj du ` 


(5.11) 得 证 .下 而 定义 


u= DOUR+ lal), G, >0, XG = 1, 


(5.11) 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


则 由 U 是 正 的 压缩 型 线性 算 子 及 8 + |a| 之 0 得 之 0, uE, 


H. 
lal = GUE + lal) (D< YG NA+ lal l 
= |B+jal ll < oo. 
而 由 (5.14) 知 


Ua < u, U'8< u (k > 0). 
所 以 由 (5.11) 知 :Radon-Nikodym 导数 


d( $) Ue) 
(> Up) 


(5.15) 
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在 jw € nid( 六 Utp)1du > 01 上 有 定义 . 
HEE FE L' (A, F, u) EX 
E(B) = | fda (BEF), (5.16) 


WEEL 6. <a, |& |= £ +E, & = r-l .而 由 U 是 
正 的 压缩 型 线性 算 子 和 £, < u 得 知 
U, < u. 

所 以 可 定义 

Tf = (Uë dp, fE L'(R,F, p). 
W 3 T & H L'(Q,2,4) 到 L,F, u) 的 线性 算 子 . Æ 
f€ L'(0,Z,#), >0, 则 名 E2 & 20. m URET, HA 
Uz >0.XIN2 z 20, u E L, A Tf = d Ue, du > 0, Rp 
T ÆE#T. WL (2,7, u) 中 的 范 数 为 | + li, 


ITAI = | TIde = lU < iel = 161a) 


= (+ f dy = | jl (f€ L'(Q,Z,z)). 


KI TÆER f. 故 T W R E H 5.2 的 全 部 条 件 . # 
f, p € L'(Q,F, u), p > 0, A, Š lo € OQ: (T'p)(o) > 0, 


A S UA, 则 由 定理 5.2 得 知 : 





EA 上 [a.e. ] 存在 且 有 穷 . 特别 地 , 取 f = qe b= E hF 
P20, 2>0,0, u € LRI, Sf, p ELA, F, u), p20 ( 注 
意 :a 1, Ü< u, U q FE), fü B E = a, & = 8. 因 此 
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对 太 作 归纳 法 可 以 证 明 对 一 切 & 之 1, 恒 有 
_ d(Uta) _ d(U'8) 
T Ff = da T'p = 





dz 
因此 
d( Stra) Sd U*a)/du STS 
lim i=0 lim 3 _ lim <。 
ADUE) ISAD ™ Sr 


(5.17) 
# A blae ] 存在 且 有 穷 . (注意 在 4 = UA = Ü ITp>0] = 


IX Tp > 0} 上 (5.17) 中 的 3 个 表示 式 均 有 意义 .) R Q" = 


N-A, i] 
0= (0 DA,)= aR Nip > 01) 


= ez 人 on SYA >o] ) (20). — (5.18) 


因此 ,由 ($.18) 得 
(URNO) = 加 ma gy 
_ d(O). _ 
= rnana du da = 0 (k > 0). 
定理 $.3 证 毕 . 
定理 $.4( 马 尔 可 夫 过 程 的 遍历 性 定理 ) dJ(E,ë, u) 是 任 一 
测度 空间 , P(t1,xX,A) (IE=10,12， z€ E, A € 6) Z š+ 
的 、 时 齐 的 转移 函数 , 即 
(|) BT t,x, P(t,z, 是 6 上 的 概 认 测度 ， 
(| J) 对 任何 1,A, P(:, ` ,A) e€ ë; 
(iii) 对 任何 zz,A ,有 
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P(s +t,2,A) = | P(s,z,dy)P(z,y,A), 
特别 地 ,对 任何 n 之 1, 有 
p(n,zo,A) = | PO, zodz) =] P(1,z,- daz, )1a (z, ). 
A 
(TA) = | PA, z,dy) f(O), f € LI'(E,6,1), z € E, 
m 


>, Tf 
lim ° 
>on + 1 
在 下 上 [a.e. | 存在 且 有 穷 . 特 别 地 ,对 任何 XE E, A € ë, 
. 1 < 
limy 12 P(k,z,A) (5.19) 


存在 且 有 穷 . 
证 ”显然 工 是 由 L (E,é, OB L (E, £u) 的 正 的 压缩 型 
线性 算 子 , 且 由 K-C 方 程式 有 


(Tf) x) = | Pek, z,dy) f0) (Vf € L'(E,é,u)). 
取 p(z)= 1,M| Tp = 1 (Yk 之 0), 所 以 由 定理 5.2 即 得 
LTI oT 








lim += = lim Eze 
n=œ 71 + 1 — GO 
X Tp 
k=0 


# E tla.e. | 存在 且 有 穷 . 
特别 地 , 任 取 x € E, AC é,  (B)= 1;(z)(V BC ë), 
Mü 1, € L'(E,&, u) (V B € 人 ,此 处 六 满足 
rzi) = 1, yy(E- Iz1) = 0. 
所 以 
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1 n x > T1, 
. _ a k20 
limpi 2 P(e, nA) = lim n + 1 (5.20) 


在 上 [a.e. ] 存在 且 有 穷 ( 关 于 概率 测度 u). m ulfr!) = 1, 
xu(E-1zj) = 0, 所 以 (5.20) 在 zx 处 存在 且 有 穷 , 即 (5.19) 成 立 . 
定理 证 毕 . 

定理 5.5( 平 稳 过 程 的 遍历 定理 ) RN, F, 1) 是 任 一 测度 
空间 ,g RMR, Sf EL (A,F, u), A 


n-li 


(1) imt 5 /(¢) = g, [a.e], (5.21) 
| lelde <| Ildu < >; (5.22) 
(2) g(@%) = g. (5.23) 


(注意 :本 定理 加 强 了 定理 1.3, 因为 那里 要 求 u 是 oc 有 限 测 
BE.) 
证 ”对 任意 hE L(A, F, u), E Š 
Th = h(ọ), 
MJ TEEL (A,F, u) BL (R, F, u) 的 正 的 压缩 型 (实际 上 是 保 
范 的 ) 线性 算 子 且 Th = h(w ). 取 jp 三 1, 则 由 定理 5.2 有 


n-i 


1 n—l > Tf 
lim- > £( o) = lim 4 
"> k k=0 n” 





Tp 


在 Q = | 3 Tp > 01| 上 [a.e. ] 存在 且 有 穷 , 记 此 极限 为 g, 即 得 
k=0 


(5.21) 成 立 . 
仿 定理 1.3 可 以 推出 (5.22) 和 (5.23). 定理 证 毕 . 
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$1 ITO 积 分 及 其 性 质 


下 面 我 们 将 用 三 节 的 篇 幅 , 傈 单 地 介绍 随机 微分 方程 式 的 基 


本 概念 . 本 节 将 要 引进 ITO 积分 及 其 性 质 , 它 是 研究 随机 微分 方 
程式 的 一 个 基本 工具 . 

在 研究 平稳 过 程 时 ,我 们 曾 建 立 过 两 种 随机 积分 ,其 一 是 正 交 
随机 测度 Z H RRL (R, 2, F) 中 的 函数 g 的 积分 


(0)| gaz 


(参见 第 十 章 定 义 2.6) ,其 二 是 第 十 章 定 义 4.1 中 所 引进 的 R- L° 
积分 
CR-D)| fC) X(t)de. 

这 两 种 积分 都 是 在 被 积 函 数 与 测度 中 只 有 一 个 含有 随机 参 变 量 
w, 下 面 我 们 将 要 引进 的 ITO 积分 ,无 论 “ 测 度 ” 和 被 积 函数 都 含 随 
机 参 变量 vw. 

在 本 节 中 恒 设 1B(t):0 芝 +t < 之 Li 是 概率 空间 (0Q,Z,P) 上 的 
一 个 S.B .M.O. ,Xr 是 满足 下 述 三 条 件 的 函数 的 全 体 ; 

f:la,b] X Q R, 
(hi) fE Ala,b] x Z, HP 
2[|a,b)= lA:A = Bn [a,5], BE}; 
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(h) WEA zE [a,b], f) = Flt, € Z(,/) = 
o(B(s),a < s< t); 
(h) ”对 每 个 1:€ [a,b], fa, ) € L(0,%#,P),m HRH 


| ECF) a < o, 
JF 0 < a < b < !. 
HI S; AHA PREZA KH A Z, Bp 
= Fifa, w) = S flot, C), FEH, 
i=0 
a = h < t, < ::: < f, =b, AER, i= lyve, 
定义 1.1(ITO 积分 ) 设 1B(1):0 z < /是 概率 空间 
(Q,Z,P) ER S.BI.M.O., 0<a < b < I, f € S:, 
fo) = Y filo) a, (£). 
i=0 
定义 fXHIB(:):0< +< 1} W ITO 积分 为 
G) | G, )dB(r,o) 


= = SAU) Blu) - Bl(t,,w)). (1.1) 


对 任何 FE Xt 可 Fe € Si ,使 

lim f” = f, [L] (关于 测度 m x p) 
(其 中 m E R EB) Lebesgue WE), EX F xF1B(,):0<; < 的 
ITO 积分 为 


Gea)dBCoa 


= mS F” (,e)dB(r,e), [L] (关于 测度 己 ) 


(1.2) 
显然 , A 是 Hilbert 空间 L °([a,5] x N, Bla, b] x F, 
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m X P) 上 的 闭 线 性 子 空间 ,从 而 WW 亦 为 Hilbert 空间 .它们 中 的 
内 积 定义 为 
(f,g) = | | fG,o)g(r,o)P(de)d; 


= [ECG )g Ct) )de, (1.3) 


fag € L’ (la,b] xR, Zla, b] xF, m x PP). 范 数 记 为 | ` Hy. 
为 了 证 明定 义 1.1 的 合理 性 ,必须 证 明 下 列 各 点 ， 
(1) S 在 Hilbert Zie 中 稠 , 即 任 取 f € Hr , 确 有 FOE S: 
(& 之 1), 使 
lm f”? = f, [L°] (关于 测度 mm x P). 
(2) # f ESk), f € Z°, 
lim f = f, [L] (关于 测度 m x P), 
则 必 有 





lim E | O| FP, o)dB(r,o) 

- Of SP G,w)dBG,w)| )= 0, 
Rp 

lim()| SO (2, o)dB(z,o) 


ELL] 意义 下 (关于 测度 P) 的 极限 存在 
(3) EBSO € Si, z ES (k>), EX, 
lim f” = lim g® = f, [L°] (关于 测度 m x P), 
则 必 有 
imf £ (2,0)4B (10) = im | z) ,v)dBG, w), 
[L] (关于 测度 P). (这 可 仿 第 十 章 定理 2.6 (ii) 的 证 明 .) 
为 此 ,我 们 先 证 明 几 个 引 理 ， 
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引 理 1.1 Z f,g € Si, H 
CD BE{(G| AOBA) = 0; 
E{G| FOB -Ofe aB) 


= [EGO gdr. 


证 (1) ”由 积分 的 定义 及 f(t;) EF) MIBG) RAM 
立 增 量 及 E(B(:)) = 0,88 


E (| aBa) 


| 


E(P SODB) = BC) 


E[2>1/(&6)E(B(:.)- B(z,))|2(z,))) 


: = Ü 


- E(Y (E(B) ~ B(z,))) 
= Q). 
FRERES 
f(r,o) = fe) le) 
g(t,w) 一 DG.) 0), 


由 fldel) € Z(z, Vt) 得 
E(G)| FOBO Ofaa) 


= E(X ODBC) = BO) 
(B(#a)- B(z,))) 
= E( > EUe) BC) - B(z, )) 
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(Blt) - B| FC V £ ))). (1.4) 
H iLj MWt Vt = t, ERT fiti) gelt), Bita) — Bl) 
篆 乡 (二 ) 梧 测 , 所 以 再 用 {B(t 上 具有 独立 增 量 得 
E(/Gz)g(u)(B(#,)- Bl(E))(B(E) — B(:)) F(t)) 
= f(t)g(t)(B(tin) — B(t))E(B(t) — B(t;)) 
= 0; (1.5) 
# ¿= ;,# 
E(f(zt,)g(t,)(B(t. 4) ~ B(t,))(B(t,) 
- B(4))| Flt V 4)) 
= f(ti)g(t)E((B(t) - B: )Y |$(z,)) 
= f(t)g(t)E((B(ti) — B(t,))°) 
= f(ti)g(t) (tr t) (1.6) 
AX Bta) — B) 服从 正 态 分 布 N(0,t,,, — t,)); 
# i > 7, 由 i,j 地 位 的 对 称 性 , 仿 (1.5) 式 亦 有 
E(f(lt)g(t)(B(tin) — B(z,))(B(t..,) 
- B(&)) F V £4))= 0. (1.7) 
将 (1.5),(1.6),(1.7) 代 人 (1.4) 式 得 


E[G)| AOB Of CDdBC) 
一 DEUE) 一 t. )) 


= | EGGoDg(oD)d: 


5| 理 1.2 gC L (R,%@! m) m 是 直线 上 的 Lebesgue 测 
度 ,1 之 p< 吕 . 令 g(t)= g(t 一 s), s, ER, 则 变换 st>pg 是 
从 RR 到 大 (有 ,下 ,m) 的 有 界 的 、 一 致 连续 的 变换 , 即 


| g, ilp = [f lela} < K (ER)， 
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lim |g- 8|,=0. 
证 ”由 于 Lebesgue 测 度 保持 平移 不 变性 , 故 取 K = | g|,， 
有 
lg ,三 lgl, (对 一 切 ; € R). 
下 面 证 明 一 致 连续 性 . 任 给 es > 0. 总 可 取 及 上 的 实 值 连续 函 


EC h h |g -六 | ，< zh tl- A,A] 的 外 部 为 0. 当然 此 有 
在 R 上 为 一 致 连续 的 .所 以 存在 一 个 86€ (0,A), 使 


At) -RCI< — (F 1 í -tl>9 时 )， 
3(3A)z 


AE, ES hlu) = hlu- s), W |£ — s I< 6 BF, A 


|z, — A, I? = | [Au - s) - Alu -t)|’du 





< ($) 40A + 0) < (5). 
MAS Izt-si> 5 时 ,有 
|z -gl,< |z hl, + ih, -h |, 
+ k, -g ll, 
=2|zg-h|,+ lh — h. ||, <e. 
引 理 得 证 . 
引 理 1.3 Ss 在 Wz 中 稠 ( 按 范 数 | + lla). 
证 SS; HS EH: 中 的 闭 包 ， 
CHE = 1f:f € 2; ,t— f(t, -) Æla, b] B L2 (0 ,2Z,P) 


的 L* 连续 的 }， 
FD CH 古 治 中 满足 下 列 条 件 的 函数 的 全 体 : 对 任何 如 GE [a ,b], 
lm E(|f(z)- f(z|a)|2)= 0. (1.8) 
Ela b] 


S B3 = |f: f € 2, sup | f(r,e)|< col 
WEN 
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首先 证 明 Sc DCE .事实 上 , 任 取 f € CH ERDA a = 
t < t, < --: < + =b. EN 


n—1 
g” (trw) = D Soi (2), 


g” € Si, g™(t,w) = f(ti,o), t € [t , tai). 
H(1.8) 式 易 证 (因为 [a ,b] 是 有 限 闭 区 间 )t my 了 f(t ,') 在 [a,6] 
上 是 一 致 L’ 连续 的 , 即 

lim, E(|f(s)- f(t)| )= 0. (1.8) 
s, tC [a,B] 
所 以 任 给 s > 0, 存 在 6 > 0, 使 
E(|f(s)- il)<el( -a) ("41 s — 1 1< ó). 
因此 , 当 max {t 一 ,1 之 6 时 ,有 


tH 


E(|g" (1)— f(t)|°) 
= E( E Ca) IO E) ) 
< max (|G) = ADI O) 
< mx, esp (| G.) = AO) 


0O0=< ¿i= n-1 上 EL 


< G€[a,b)). 


因此 [Eg 0) - f(t)| jdt < es. 故 
CHi C S;. 
其 次 证 明 Ss D BZ; . 任 取 f € BZ; .定义 
(oo) = | esf 人 -大 ,ojdz， 
此 处 定义 f(t,w) = 0,34 t €C [a ,b]. H 2; 的 定义 ,直接 验证 可 知 
f € 4. 此 外 ,由 fO 的 定义 、Jensen 不 等 式 (注意 | ca, =1), 





4B 
1 


554 随机 过 程 论 


E(|f?(£+ s)- fE) ) 
(人 (Ja ) 
<s([ leg) deo 2) e) 
< nE(| >| G +s—y)- f(t- >)1?dy ). (1.9) 


令 g(y) = fO y), g.(y) = g(y - t) = f(t — y). EGE 
fE BHi, flt,w) = 0,z C|a,b], wE 0N, 则 g,g, 满足 引 理 
1.2 中 全 部 条 件 ( 此 时 p = 2), 从 而 任 给 e > 0, 存 在 6 = 6(w) > 
0, 当 i st 之 6 时 ， 


KA +s— yw)— f(t- y,o)| dy 








<| ga (y, w) _ gi(y,w)| dy 


< lgm (so) -g Csa l<e, 


即 
lim | er [fts yo) flt- y,e)|1dy = 0. 
(1.10) 
但 是 由 了 € BH, f(t,w) = 0, t € [a,b], w € 0, 得 
sup| f(t,w)| SK < co， (1.11) 
tE R 


(1.9), (1.10), (1.11) 式 并 应 用 控制 收敛 定理 可 得 
lim E(] fY + I)- f2(0)=0 (z € [a,b)). 
(1.12) 
因此 得 知 f c S;. 
下 面 再 证 /”-> f RA 中 的 范 数 ), 从 而 f € SERER 
六 "的 定义 及 Jensen 不 等 式 , 有 


E(| 10) 一 F Ce) ède) 
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-sf [ro -pere EJee 
e(f pejo- e=). 
-ee 人 lo 本 
oa 
im E(| IAD -7H a)=0 (10 
最 后 我 们 证 明 :Ss DA. AARSE .定义 


D |: "Aa 
广 M 当 1 fl> n, 








à 


dzdt 





dr Jaz). (1.13) 


则 广 ”E sS. (BE 
E(f LP) ~ f(e) ld) 
= [| flz,w))Pldw)dt, (14.15) 
ad lo: 1 flt,w)| >n! 


而 由 SEH 得 | Aw)? Plo) < oo, 用 控制 收敛 定理 ,在 
(1.15) 式 中 令 n -> co , 即 得 
lim E(f 106) - /1dr)=0 
A f € 54. 引 理 证 毕 . 
引 理 1.4 f” € S: (E >1), f € 25, lim fË = f, 
[L] (关于 测度 m x P), WJ _ 
OS (z, )aB(z,o) 





im E| 
- OS FO C,.o)4B(z,o) ) _0 


由 引 理 1.1 即 得 此 引 理 . 
由 引 理 1.3,1.4 得 知 定 义 1.1 的 合理 性 . 
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定理 1.1 令 
DA = G)| ADAB SED, — GL16) 
则 p 是 由 Hilbert 空间 M2 到 Hilbert Z i] L(A, F, P) 的 线性 连续 
算 子 ,而且 
e(O rodB(o))= 0 (f€ 2); (1.17) 
g (| OBE) + (| (edB()) 
= [EGO gdt (frg € XE). (1.18) 
证 ”由 ITO 积 分 的 定义 、 引 理 1.1 和 了 Hilbert 空间 中 内 积 的 连 
续 性 即 得 此 定理 . 
下 面 考虑 变动 上 限 的 ITG 积分 .固定 f € Z: , 令 
X(t) = O| f(s)dB(s) (a<#<b). (1.19) 
定理 1.2 X = [X(t),Z(1),t: C [a ,b]] 是 一 个 均 方 连续 
的 闭 , 其 中 了 (1z) = o (B(s),a < s < t). 
证 S$ E(|X(/)|)< œ. FuE X W E Sh PE Ba. Ep 
X(1) EFU) H. 
E(X(1) — X(s) I2(s))= 0 (a< s< ¿< b). (1.20) 


H ARESE Ss. 由 F(t) 和 XX(z) 的 定义 即 得 X(t) € F(t). 
任 取 4a 科 ss< 上 委 多 由 AGE S, AA s = te < h < : < t, = L, 


XC) = X(s) = G)| FAB (u) 


= (a )(B(sa) = BC)), (1.21) 
H /(z) € F(t) BUO) RAMEK E(Bt))=0,4§ 
E(f(zt;)(B(t,,) 一 B(z,))|F(1;)) 
= f(t) E(B(ta) ~ B(t,)|Z(t,)) 
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= f(z;)E(B(:,.,) — B(:,)) = 0. (1.22) 
所 以 
E(f(t)(B(t. ) — B(z,))|2(s)) 
= E[(E(/f(z,)(B(z,,) - BDI F(t))|F(s)) 
= 0. (1.23) 
H(1.21), (1.22), (1.23) 式 即 得 (1.20) È. 
其 次 ,对 任意 的 f € Nt ,由 引 理 1.3 得 知 存在 Fw C S: ,使 
lim f” = f, [L°] (关于 测度 m x P). (1.24) 
定义 
Xt) (t) 一 O| f° (5)dB(s), (1.25) 


J) X” = [XP (4), Ft),t E€ [a ,b]) Eh. 
XE a < s < ; SIb, A 
E(X(t)- X(s)|2Z(s)) 
= E(X(t) - X'”(:)|2%(s)) 
+ E(X (t) — X™(s) | Fs)) 
+ E(X” (s) - X(s)|F(s)). (1.26) 
由 X ”是 款 知 (1.26) 式 右 端 第 二 项 为 0. 下 证 (1.26) 式 右 端 第 一 
项 对 任何 1: € [a,5] 33 n — co 时, 它 [L?] 收敛 于 0 (关于 测度 
PP) (第 三 项 类 似 ) .事实 上 ,由 Jensen 不 等 式 和 定理 1.1 得 知 
E(|E(X(1) — X” (1)|9(s))|’) 
< E(E(]|X(:)— X%”(:)|?212(s))) 
= E(|X(t)- X®(&)|?) 


eta Qm 
由 广 ”的 取 法 知 n 一 co 时 ,(1.27) 式 右 端 趋 于 0, 所 以 (1.26) 式 


右 妆 第 一 项 当 ? — co if, CIL’ ] KAF OF P 测度), 而 且 
lim X™ (1) = XG). [L°] (关于 测度 P). 


所 以 由 X” (t) € Z(;)48 5 X(:) € F) X EA. 
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最 后 证 明 对 任何 FE Wt ,XX 是 均 方 连续 的 .事实 上 ,由 定理 


1.1 K 
E(|XG - X(s)|2)= E| ) 
= | E(|f(u)|2)du, 

再 用 f € 22 所 应 满足 的 第 三 个 条 件 知 上 式 右 端 当 * — tHE J 
0. i X Eu y EE 2 WJ. 

定义 1.2 X = |X(t):t C T] 是 概率 空间 (2 Z, P) EB 
一 个 广义 实 值 随机 过 程 TCR. 

称 广 义 实 值 随 机 过 程 Y = {Y(:):t €C TI 是 广义 实 值 随机 过 
E X = {X(t):t € T; 的 可 分 的 标准 修正 ,如 果 Y 是 可 分 的 , 且 

P(Y(:)= X(t))=1, #€T. 
众所周知 ,对 任何 广义 实 值 随 机 过 程 , 恒 存在 可 分 的 标准 修 








() | fC) dB Cu) 


IE. 

显然 均 方 连续 蕴含 了 随机 连续 .由 第 四 章 定理 1.1 知 ; 对 随机 
连续 的 可 分 的 {X(t);t ET 而 言 ,T 中 任 一 可 数 笛子 集 尼 为 可 分 
#. 

引 理 1.5 j X = [X(:):>0! AWR ZAN, Z, P) 上 的 
适应 于 9(1):t > 0] 的 实 值 的 随机 连续 的 随机 过 程 , 则 它 必 存在 
一 个 可 分 的 标准 修正 Y = (Y(t): > 01, m E. Y ZA i£ É + 
FUE)! 的 循序 可 测 的 . 

证 — M 为 概率 空间 (0Q2,F,P) 的 全 体 [a.e.] 有 穷 的 广义 
实 值 随机 变量 ,对 于 任意 的 ,wn C€ M ,定义 

d(é,7) = Elmin(|£ — 7!,1}), 
则 (把 La.e. ] 相等 的 随机 变量 不 加 区 别 ,因而 & ~ 7 有 意义 ) d E 
M 中 的 一 个 度量 ,而 且 在 M 中 按 度量 4 收敛 等 价 于 随机 变量 列 的 
由 于 {X(t):z > 0] 是 随机 连续 的 ,所 以 变换 
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t > X (t) 
是 由 L0,ce) 到 AM 的 连续 算 子 (M 中 的 拓扑 就 是 度量 a 所 决定 的 拓 
扑 ). 所 以 ,对 任何 正 整 数 n, KETEL, n] 上 一 致 连续 . 因此 在 
Æ ó, > 0, 使 
d(X(t), X(t)) <2” (t,t € [0,n], |: — |< 6, ). 
不 失 普 遍 性 可 设 n 个 oo 时 ,5, 单调 下 降 于 0. 分 割 [0, nn ], 使 得 
0 = t? < I” < - < t = n, 


_ max [eto ti" |< 8, . 


CES 
而 且 4 = Í er 0 je aq A Æ A, = |2:0<;=<a,] B 
加 细 , 即 A, C An EN 
X” (t) = (XED Fu ELH., j = l,2a,, 
X(n), ktn. 
下 面 分 几 步 来 证 明 此 引 理 . 
(I) ad(X™ (XV) I2” ("4 ¿ < n). 
FKE, Æ + < n, MAEA j Mk 有 
t LELE, CD 
BGA Je PIS 5,, C) 得 证 . 
(H) HEA to, lim X(t), [a.e. ] A. 
事实 上 ,由 Chebyshev 不 等 式 及 ( 工 ), 当 nn >t, E 
P( | X(t) _ X tD) |> n°) 
= P((I XP (a) - XP (WDA 1)2 n”) 
< nd (X (t), XP (£)) 
< n'r", 
再 用 Borel-Cantelli 3| 34 ,得 
P[Ü AXP -xee 





= 1- P(N UX -XPD 22 )= 1. 
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PBC H) 成 立 . 
(H) n > 上 时 ,从 [0, 可 xx 到 有 的 变换 ; 
(s,w) > X (s,w) 
是 2[0,;]x Z(+) 可 测 的 . 
事实 上 ,由 X' ”的 定义 可 表示 Xs, o) WF: 


XP (s,w) = DE tow) es) ee)xa(syo) 
"Xl, wl yn ls, 0w). 
HFa >t, 0=t < £) <... < io” = n, UVAE k < a, , 
使 
t < 
KH, ERA sE [0,z], 则 有 
X” (s,w) = EXOR wue als 0) 


j=l 


+ X(n sw) 1 xals 0 ) 


(s € [0,z], w € ñQ). 
T E KAR m — 4" 
X(t € gG) CFU CFU) (1<;< b), 
每 一 个 
lt) Oy C, .) C ZI0,t | x Z(#) (I< j <Ë -1), 
1., axal, .) E FI0,t] x F(t). 
FRAC) 成 立 ， 
(N) 定义 Y(t,w)= limsup X” (to) w € Q, t >0. 
推 证 了 = {Y(1):t 220] 是 X 的 标准 修正 . 
事实 上 , 任 取 :之 0, 由 {1;”| 的 取 法 , 当 > t BF. D ; ,使 
站 < 上 < ë Lj < n). (1.28) 
而 0 < Na 一 上 < ó, 一 0, 所 以 
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因此 由 引 理 假设 和 X ”的 定义 得 知 


n — OO 





X(t) = X(t,"1) X(t), [P.] (4.29) 


FH (H) 知 : 
lim X(t) = Y(í),[a.e.]. (1.30) 
故 得 P(X(:) = Y(:)) = 1. 
(注意 :尽管 Y(z) 可 以 取 + co, fB X(t) 是 实 值 的 , 所 以 
P(Y(1:) € R) = 1.) 
(V) Y = {Y(z):t >20 关于 {8(z)} 是 循序 可 测 的 . 
由 (RD) IXO O 关于 {F(z)| 是 循序 可 测 的 ,而 | Y(z)} 是 
ERMERR, iY)! 亦 然 . 
(V) Y= {Y(z):t > 0) 是 可 分 的 . 
ST =l”: = 1,2, a, n =1;2… 小 对 于 任意 固定 
的 上 之 0, 当 2 > 上 时 ,如 (1.29) 式 中 所 证 ,有 
X (t,o) = X(t"1,w), (1.31) 


其 中 :满足 (1.28) 式 .而 今 Y(t,w) = limsup X%) (tw), 所 以 存 


在 ng = n, (w), {E n, > œ H 
(1.31) 





Y(t,w) = lim X) (r.o) lim X(t% w). 
(1.32) 
S s€ T, n >si, H XO) JSE SH X” (s) = X(s), 再 注 
意 Y(z) 的 定义 知 Y(s) = X(s). Br l 
YE w) = X(t ,w) (1.33) 


GER: ee, ET, H < rn) = n). Blim z = t, 所 以 由 
Ë k > "> 


(1.32) 式 得 知 {Y(z):z > 0| 是 可 分 的 (注意 ,此 处 例外 集 为 空 
集 ). 引 理 证 毕 ， 
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附注 ”由 定理 1.2 和 引 理 1.5 对 变动 上 限 的 ITO 积 分 所 定义 
的 随机 过 程 XG) = ()| /(w)dB(wu):a <: < TRER 
TAA, EFF), 循序 可 测 的 . 

定理 1.3 设 久 (1) 如 (1.19) 式 所 定义 ,F(t) 如 定理 1.2 所 
定义 .不 妨 设 X= {多 (1):a 之 1 之 bi 是 可 分 的 , 则 其 几乎 所 有 的 
Hila, b] 上 连续 . 

证 RSE Si, XG) = O| f(u)dB(u). $ ftw) = 


SA Cu) (r) B k = k(t), E t, <z < J| 
i= O 


X(t, w) = DSC wB limo) -Blt oo) 


+ f(ti,w) (Bl(t,w) — B(t,,w))]. 
HIB) 的 轨道 的 连续 性 得 知 {X(z)} 的 轨道 的 连续 性 . 
对 任何 FE Xr ,由 引 理 1.3 得 知 有 f) C Ss ,使 
|f- f” yn (n21). 
于 是 知 


X = [XP (t) = (i)| fP (u)dBlu):a < í < b 


的 轨道 是 连续 的 ,从 而 XX'” 更 是 可 分 的 ,所 以 
(IX) - X? ( ,)2:a S< t < b] 
是 可 分 的 . 令 T 是 其 可 分 集 . 而 由 定理 1.2 mX), F(t), 
t E [a,b]|, (XO), F (1),: € [ab 都 是 均 方 连续 款 ， 
olr) = Iz 1 Æ DOAZ, A 
(IX) -XPA F) a < t < b| 
EFM TA. A, HE US 1.2 及 本 章 定 理 1.1 得 


P| sup | XU) - XY (4)? > -z 
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= P[sp| X(+) - X” (t) |° >) 
<n’ supE(| X(C) - X" (£)1?) 

<n E(| X(b) - X” (b)|”) 

(| (G) = f202))aB(a) 


[ 








J] 


"E [ 


= | EC Fu) -GPa 


= n’ |f- f” [u <A. (1.34) 
再 用 Borel-Cantelli 引 理 得 
P| U N sup XO) -XOA )= 1. 








此 即 存在 26,P(f26) = 1,33 w € R, 时 有 

sup | X(t,0) -XP (t,w)| < + (`4 n > L, (0w)). 
JERE w €C No, | 

lim X (t.w) = X(t,w) 

Et Ela, b] L-ART XO C, w) Æla, b] LAER AX, 
故 Xew) JR£R. EREE. 

前 面 我 们 定义 了 交 * 中 的 函数 上 对 S.B .M.O. IB) 的 
ITO 积分 . 令 £ 表示 满足 (h, ).(h,) 和 

(h; ) P| Aro) l?d < o) = 1 


的 函数 F(.，') 的 全 体 所 成 之 集 ,我 们 将 把 ITO 积分 从 次 拓 广 到 
f, PREŽI. 

显然 (hb;) SF), AMEDA. S Dm.) RAE 
义 (f € H), M 为 概率 空间 (0 ,9Z,P) 上 的 [a.e. | 为 有 穷 的 广义 
实 值 随机 变量 的 全 体 ,M Pla. e. ] 相等 之 随机 变量 不 加 区 别 .在 
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IeM 中 分 别 引进 度量 d, WF: 
A (fa) = FA (| 18- gla) ), f,g € sE, 


F(E) = E[r) ŁEM; 


d,(8,7) = F(£ 一 7), £, C€ M. 


lim d, (f, , f) = 0 > lim PIA - f(t)|°d: = 0, [P. ]; 
lim 4,(#,, £) = 0 lim £, = ë, [P.]. 
5 引 理 1.6 @ 是 由 度量 空间 (M2 d) 到 度量 空间 (JM ,d,) 的 
一 致 连续 的 变换 ,而 且 (3Xy ,di) ÆI, di) PA. 
证 ”我 们 分 几 步 来 证 明 . 
(I) 对 任何 FE Kz, 实数。 > 0, z+ >0,#8 
POODI D< S + Hr oa] ). 
事实 上 ， 
P(S) > r) 
— P(B) > T; [IAO Pa > e?) 


+ P(15( > ri | IFO) ar < e?) 


— J+1, 


I <P[[ Wla > e) 
(Leyla y. 


1 + f KORI 





S P l +e 


站 
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(7 
1 二 | [raya]: 
< € ——— 
e (frora) 








= Lt epf (F Ifa) 
ES f(t,w) = fC, w) f | f(z,w) |? d: < e° Et, ENA 


f.(t,o) = 0,M) f. € 2 0 f. XIB) 的 ITTO 积 分 有 定义 ,县 
由 引 理 1.1 及 Chebychev 不 等 式 , 有 


I <P(| AW > 7) 





1 | b 
GD 


E(f fkt) a 


= BE([ fo) lar [Oas e 





| 


A) s N = y 一 


< 
(I) 得 证 
(1) FEMALE SS IAE ba P) rex 2 3 
KE, 对 任何 &€ M, # n = M 1 £ I< +| C 


ESEA FT 
ISt}, B 0 < 71, PA 
F(£) = E(n) 三 El ligaga) + EC lige) 
< <+ P(! é I> -). 
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取 t = e?, £ = @(/), C = F{[| 1A ai] ) 并 利用 ( 工 ) 可 
得 
F(@(f)) <=2P(|@(f)| > z) 
<e? +e + tec, 
若 C = 0, 由 e >0 可 任意 小 , 故 ( 卫 ) 所 要 求 的 不 等 式 成 立 ;车 
C > 0, 取 e = Cj ,并 注意 C 世 1, 可 得 
F(@(/)) < C3 + C + C3 + C 


= C3 (1 + C3 +1+CI)L4C3. 





(H ) 得 证 . 
(H) ÆR 4.) 到 (M,d,) 的 一 致 连续 变换 .因为 由 
([) 有 
dz 六 ,GOg)) = FIGCO —- @(g)) 
= 下 (更 (太一 8)) 


<4lr(([ 1⁄0 - g0) lar ) 
= 4id (frg) (f,g € HE). 


l 
3 


故 (于) 成 立 . 
(N) G ,di) ECS di) FRAEN f C je ,定义 
_ |fG.,o), KIFO, < n, 
falio) = M 反之 ， 
则 f, € H, EH x — eo 时 ， 


[IIO = f.) Par 
- [AO ha a Od — 0, [ae ] 
(因为 | IA) lède < o, [ae.] ,用 控制 收敛 定理 可 知 上 式 成 


人 
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立 ). 且 有 
limf | (z) - f,(2) |?4: = 0, [P.1 
即 lim di (f, fa) = 0,3 EWE. 
AEFIA, RIIT LE ITO RAA 22 拓 广 到 .多 中 的 函数 . 
定义 1.3 FREI AE fn € ¿fE d (f, f,)— 0 
(m — °), 从 而 lim d,(/,,f,) = 0, 因 此 
lim, da( P( fa), Df, )) = 0, 
故 必 存 在 EE M ,使 
lim ®(/,) = ë, [P.]. 
定义 对 1B(z)} 的 Ô 积分 为 
OS FGB) = £ = imf f,G)4B(0), [P.1. 


TA, EDERRA) 的 选取 (证 明 仿 第 十 章 定义 2.6( 计 ))， 
定理 1.4 对 任何 了 E . 色 , 定 义 


DP) = (| FOBO), 


则 更 是 由 距离 空间 (多 ,di ) 到 距离 空间 (M ,d,) 的 一 致 连续 的 线 
HRT, mE 
E(|@(/)!')<X (k0, f € FH). 

证 ”因为 现在 对 任何 f € 5, 06(/) CAEX, 541.6 
BCI). M) ZEX f € .2 亦 成 立 ( 因 为 其 中 的 证 明 并 不 要 
求 限制 FE %? ,只 要 求 B(f) € M 有 定义 即 可 ). 所 以 p 是 由 
(sdi) 到 (M,d;) 的 一 致 连续 算 子 .而 b 的 线性 性 质 是 显然 的 ， 
H 


E(| 6( f) | )< n! +| on | @(/)|*aP 
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k 
< + >|. u 190 dP 


<n DNE D'(P(|0()I> N) 


- P(I$#(f) > N +1)), 
在 引 理 1.6( 工 ) 中 取 r= N, £ = N ,得 
P( @(f)|> N) < N + (1 + N°)C, 


其 中 C: = F[( SOPAN), 所 以 
E(| ®(f)1") 
< nË + NON +1 (N UP + (1+ N*)C 
“(N+ D _ (1 + (N + 19C) 
< n° + > (N+ 1(N 200 - (N + 1) 200) D 


(N + 1 2(1+E) _ N21+) 
< 


ERWEE. 
下 面 我 们 研究 变动 上 限 的 ITO 积分 
OS fCwdB(u) (Ce S). 


由 于 对 固定 的 ;, (DS FCu)dB Cu) 本 来 就 只 [a. e. ] 确定 , 故 不 失 


普遍 性 可 恒 设 | X(z) - OS /(u)aB(a) 可 分 . 





定理 1.5 (1) g f °M xC) - (D| FCu)dB (u); 


a< < p| 随机 连续 ,从 而 由 引 理 1.5, 它 总 有 适应 于 |9(1)| 的 
循序 可 测 的 可 分 的 标准 修正 . 
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(2) g fej, es xG)= OS GO4B(a): 








a<: <|, XOG) = G)| /.(u)dB(u):a S i < b RAT 
分 的 ,又 dil fas f) > 0, PP 
imf |AG) - f(t,w)|*dt = 0, [P.], 
则 
lim sup | X™ - X(t)|= 0, [P. ]. 
D ESEI AO = fare... [| GO ldu), 


x() = Of FDB), XPC) = O| .(u)dB(a), a < < b. 
若 { f(t)| PIXO BATT, MIX) a <t < b] 的 几乎 所 有 
EERE 
证 (D) 由 于 

D| G 
O| Ga) 
又 因为 引 理 1.6 (L) 对 f € H 亦 成 立 , 所 以 
soe )dB(a 


DO 








XG) 随机 连续 > lim E 


I 








1 + 























Of G. (a) (u) = ka.i (u) f(u))dB(a) 
i TOf a, GO CO 
= FCD u) f(u)) = Piu alu) (u))) 


<4|r([| ln(u)f(u) — weal ha) )| 











| 
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| = a F(( /Clan)) > 
而 f € ZZ , 故 由 (hs) 及 控制 收敛 定理 ,得 
lim | LA )|1 “du = 0, [a.e. ]. 





HH F(£) = E E| pe AEA RESE 


T 
imF([| (u Ja )= 0 | 
(1) 得 证 . 
.6(III ) 





x g C .8 亦 成 立 ,8 Ten 
x sup | X' (1) — XC) | | 
1 + sup, X(t) = X)| 


gr |X™ (1) — X(:)| 
1+ |X%)(,;)—- X(:)] 
(XP (t) — X(t)) 

| F[([ IRD- Gae) )|' | 


Eiro ora) 


kG 


上 


| 
Š 
Au A 
AS 


A 
= 


A 
IN 











<4 
由 F 的 定义 知 
“lim f [A Cu) = fü) ?du = 0, [P.] 





< lim Pà (f 1.2) 一 fu) du ))= 0”. 
由 定理 假设 可 得 


XM (1) — X(t 
lim p= 
1+ sup |X (1:)— X(z)| 
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这 等 价 于 


Hoo a= £=. 


as ust 


a< us t 














ss Of van |< s se Of 








P| sup OFK 
= peso IO >0). 


所 以 取 {X (£)} 可 分 , 则 
Pl sup | X(t) - X'"(1)|>0) 


(| Glas, 

(| 00) tas] 

Fissa (| IFC ldu) 
< P(S lf ha > n). 

af Ift) | dt < œ, [ae.], 得 知 


)< P(#(#) > 0) 





= P| su 
D, 





s > 0| 








< P[ sup, >0) 


im P([ /Ole >a) =0, 
从 而 存在 n, À co ,使 
s" P(| OPa > n |< co ， 


k=1 
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因此 ,由 Borel-Cantelli 引 理 得 知 


P(N Ul su XG) -Xe > 01)= 0, 
Bp 


PCU Ni sup IXO -xX™ (2)| = 01)= 1, 
PTV, AE Qo, P(Q) = 1,3 HEM w € Na, AE K, = K(o) (不 
依赖 t), IE k > K, 时 ,有 
X(t,w) = X™ (tw), t € a,b], 
而 由 定理 1.3,{X (2) JILE RA HEE E, X(t) R 
然 . 定理 证 毕 . 


92 随机 微分 方程 式 的 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 及 其 性 质 


本 市 沿用 $1 的 符号 . 在 这 一 节 中 ,我 们 将 运用 $I 建立 的 


ITO 积分 作为 工具 ,来 研究 一 类 特殊 的 随机 微分 方程 式 的 解 的 在 
在 性 、 唯 一 性 及 其 他 性 质 . 这 类 方程 式 是 
X (t) = m(X(t),t) + o(X(1),1)B'(1), (2.1) 
等 价 形式 是 
dX(t) = m(X(1),t)dt + o(X(t),1)dB(1), (2.2) 
F=rhRiB(:):0< ;/ < Il E S.B!.M.O. ; mlx,t), olz, t) 是 满足 
某 些 条 件 的 二 元 实 值 函 数 ， 
我 们 和 简单 地 解释 它 的 物理 背景 . 
A Xt) 表示 时 刻 上 液体 中 的 某 质 点 的 位 置 . 若 该 液体 不 受 
外 力 的 作用 , 则 XG) 就 是 自然 布朗 运动 .为 简单 起 见 ,只 考虑 一 
维 的 情形 (想像 液体 在 一 根 很 细 的 长 管 中 ) ,这 时 X(:) = coB(D， 
其 中 XOG) 服从 正 态 分 布 N(0,a 1), o? 称 为 方差 系数 , 1B(z)| 
是 S.B .M.O.. 如 果 问 题 稍为 复杂 一 点 ,假定 液体 还 受 外 力 的 作 
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用 , 设 在 时 刻 t 处 于 zz 附近 的 一 小 段 液体 V 受 力 而 获得 的 速度 为 
5 zt) ,时 世上 处 于 工 的 质点 在 V 内 作 目 然 布 表 运动 ,其 方差 系 
数 为 o (zt). 这 样 质点 的 运动 由 两 部 分 组 成 .在 从 上 到 上 + di 的 
时 间 内 ,质点 的 位 移 应 为 
dX(t) = m(X(1),t)dt + o(X(t),t)dB(t). 
这 就 是 (2.2) =. 
下 面 我 们 给 出 (2.2) 式 的 精确 数学 模型 . 设 1B(t):0 委 上 < I! 

是 概率 空间 (2, 殉 P) 上 的 SB .MO. ,0 过 aa < b < !, 
m(x,t),o(x,t) EH RXx[a,b] | R ÉY Borel R| ñj 63, H FJ 
满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 正 数 K ,使 

|m(z,t) ~- m(y,t) << K|=z — y|, 

lo (z,t)—a(y,t)| < Klz-— yl, 


(z,y C€ R, € [a,b]), (2.3) 
此 外 ,还 满足 
mlz, t)| KKA +2), lolz, t) |LK + zr)? 
(z C€ R, C€ [a ,b]). (2.4) 


(t) = o(B(s),a Ss St), t €C [a,b], £ € Z(a), E(I £ 2) < œ. 
把 (2.2) 式 写 成 等 价 的 随机 积分 方程 式 : 


X(t)— X(a) = | m(X(s),s)ds 十 (| a(X(s),s)dB(s). 


(2.5) 
(注意 :(2.5) 式 右 端 第 一 项 中 的 积分 是 固定 任 一 ED ,对 ;的 普 
通 Lebesgue 积分 . ) 
定理 2,1 存在 概率 空间 (0 ,多 已) LATZA FIF) 
循序 可 测 的 均 方 连续 的 实 值 随机 过 程 久 = |[X(:):: C [a pb] 
HAE: | 
(i) 对 每 个 上 E [a,b], X(t) € Flt): 


(ü) {EC XG) < o; 
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(H) IXG:):a< í< b] 满足 (2.5) 式 及 初始 条 件 久 (4a) = 
Š; 

(iv) IXO) 的 几乎 所 有 的 轨道 在 La,pj」 上 连续 ; 

(V) 满足 (2.5) 式 及 初始 条 件 义 (a) = & 的 解 在 下 述 意义 
下 是 唯一 的 , 即 若 和 = {XX(t):t C [a ,b]] 亦 满足 (2.5) 式 及 初始 
条 件 X(a) = &, 而 且 |X(1)| 是 可 分 的 ， 则 

P(X(:) = X(z) 对 一 切 上 E [a ,b]) = 1. 

(Vi) XG), F(t), t E€ [ap 是 马尔 科 夫 过 程 . 

证 ”我 们 将 用 一 般 微分 方程 式 中 常用 的 逐次 逼近 法 来 构造 
(2.5) 式 的 解 . 


A XV) =£, 


XD (t) = Ê+ | m (Xs), s)ds 


+ (| aX (Cs), s)dB (5). (2.6) 


对 ”用 归纳 法 来 证 明 |X7 G) St < b] (n20) 具有 下 述 诸 
性 质 . 

(a) X” = {X (ast 雪 外 是 有 定义 的 ,而 且 是 均 方 
连续 的 ,可 取 它 为 可 分 的 关于 {9(z)1 循序 可 测 ,其 几乎 所 有 的 轴 
道 在 La ,8 ] 上 是 连续 的 ; 

(b) “对 儿 乎 所 有 的 o, s rm(X(ow)s) 是 有 界 Borel 
可 测 郴 数 ; 

(c) ”对 每 个 上 Ela, b], AF 

(sw) > (X (s. o),s) 和 (5 co) ol X” (s,w),s) 

(a Ss Stw EN) ŽA Zla, t] x Z(t) 可 测 的 ; 

(d) WET sE la,b], XP (s) C Fls), AT 

o(X™® (s),s) € F(s); 


(e) [z a (X9)(s),s)|2)ds < eo. 
ER XO (¿) = EERE a) ~ (e). 8 X) = IX%)(/);a <; 
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<b 满足 (a) ~ (e) , 推 证 X tU 亦 满足 这 $ 条 性 质 ( 对 X tU 而 言 ， 
它 满足 的 对 应 性 质 的 标号 用 上 加 一 搬 来 表示 ,例如 (e) 即 是 

| z | (XU (ç ç), s)|2)ds < œ). 


ay (b), | (X), sd 对 几乎 所 有 的 w 有 定义 .由 


(c),(d)Xe) R H 和 ITD 积 分 的 定义 ,对 每 个 wE Q, 
O| aX (s), s)dB(s) 


都 是 有 定义 的 , 因此 适当 定义 一 个 零 概率 集 上 XX” "(1,w) 的 值 ， 
XO 就 全 有 定义 了 . 
FEWER? = {XX”0?(z):t C [ap 的 均 方 连续 性 .事实 
上 ,对 任何 s < +, 
E(| XY (t) — X"+? (s)]?) 


= E| [rae (u), udu 


+ [axe (u), u)dB(u) 





J] 


<2|E[ | m(X™ Cu), udu 





J] 


OS aX (u), u)dB(u) 





E| 





) 
<2|G _ SfE |m(X® (u), u)|?)du 


+ [ECX (u),u)|)du]. (2.7) 


(上 述 不 等 式 由 Schwarz 不 等 式 及 定理 1.1 得 到 . ) 再 用 mlz,t), 
o(z,t) 满足 (2.4) 式 得 
E(| X%*U(,)- XP (s)|?) 


<2[G - s) + DK’| (1 + E(| X (u)[?) )du. 
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令 上 一 并 注意 1 G): Ela, bh 均 方 连续 ,从 而 由 第 十 章 命题 
2.4 有 sp ECX” (G)]) < co ,得 


limE( | XU (2) - X" (s)|*) = 0, 


即 |X" (t): € [a,b]1 IRER. 
H 91 附注 及 定理 1.3, (2.6) 式 的 右 端 总 可 取得 它 是 可 分 的 关 
于 (| 是 循序 可 测 的 , 且 其 几乎 所 有 的 轨道 在 [a,b] 上 连续 . (ay 
(b)” 由 (a) ,对 几乎 所 有 的 w, XP Cw) Ela, b] 上 连续 ,从 
而 有 界 , 再 用 m(z,z) 满足 (2.4) 式 得 知 (b) 成 立 . 
(c)” 由 (a) IXO G 关于 | 多 (z)} 是 循序 可 测 的 ,m(…， 
Qol’ O) BAZE Borel 可 测 函 数 ,得 
(So) t>m( XP (s,w),s), 
(sw) 0l X? (s,w),s) 


k 3[a,t|] x Z(+) 可 测 . 
(d) (e) 及 Fubini ERA mx” (s),s)ds E: F (+) 可 测 


(a < s < É, “O E (2) 


BJ. HEM 1.2 MOS 2 (C). )dB(s) Æ Z (£) 可 测 的 ,(d) 获 
(2 由 (2.4) 式 及 1X" (1z)} 均 方 连续 (从 而 
sup. E(| X%'U G) |?) < oo) 得 知 


tC lu,b 


| EC a(X9295().s)|2)ds 


< K| U + E(X (e) |?) ds < oo, (2.8) 


至 此 ,归纳 法 完成 
下 面 我 们 证 明 :对 每 个 上 € la, bl, EE X( r) € LA,F,P), 

使 
lim XO) = XG), [L] (关于 测度 P). (2.9) 
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定义 
y, )= e, Y(t) — X(t) — X U (t) (n> 1), 
(2.10) 
BH) n >18, 6 
E(| YP |7) = ECX 0) -XP a)l?) 


= E| | aP), — m( XY (s), s)]ds 


1 





+ | Co X™ (5),s) = (X07908). ))ds 


(2.11) 
仿 (a) 的 证 明 ,有 
E(| yt) /( )|2) 


<2 G -a)|E(|m(X9)(s),;) - mX? (5),s)|?)ds 
+ | (X (s),s) 一 a(X (s), s)|? jds 
2((t a) + 1)K2 El |X (s) - XP (s)|? Jds 


和 4| EC YOC)? )ds (n1), (2.12) 


HPA =2[(¿ —a) + 1)K°, 
显然 ,由 Y(t) 的 定义 有 
E(| YP (t)? )= E( | X (+) — èl?) 


= E| [mO s), s)ds + [aX Cs), s)ds 
Pi (2.12) 式 可 证 
ECL YPO 4| EC Y) d 





1 


= Alt-a)E (| Ë|). (2.13) 
H (2.12), (2.13) 式 并 对 ” 作 归 纳 法 可 证 
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E(|Y°”?(,)?2)< A'E(| ) G — a)'/n! (> > 0). 
(2.14) 
但 是 


X (t) = X (1) + > YOU) (n> m 20), 
所 以 ,由 Schwarz 不 等 式 得 


X(t) = X (G)? — p > (CD 


< 5 2 57 YIYO]? (2.15) 


j=m+Í j=m+] 
因此 对 任意 1 la,b],8 
E(|X' (£) -X)| ) 
< ` 2E(| YP) 2) 


S f 


< > SAEC el) =a) 


J = m+ 


cedel) P BAG y (2.16) 


J= m+] 
从 而 
lim E( XA) = X (l= 0. 


HAH L2 (Q ,2,P) 空间 的 完备 性 ,存在 X(1) € L?*(0 ,9,P), 使 
lim X(t) = X(t), [L] (关于 测度 P). 

由 (2.16) 式 还 看 出 上 述 收敛 性 对 :1 E [a,b] 是 一 致 的 , 而 
IX (2) ETER, IXO) 亦 然 ,由 XO) € FU) 
X(t) € F(t). 所 以 由 引 理 1.5, 不 妨 设 {1X(t)} 是 可 分 的 关于 
{F(z)1 是 循序 可 测 的 . 

最 后 证 明 !XCt:ae 委 上 委 外 满足 ii) 一 (Vi)， 

(i) 上 面 已 证 明 X(t) €E 8(1), 1 € [a,6bj; 

Ci) ”由 于 {X(t):t C [a,b]] 均 方 连续 ,所 以 由 第 十 章 命 
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题 2.4 有 
sup. E(| X(t) )< M < ©, 


故 (ii) 成 立 ; 
(ii) 因 X (a) = £ (n 之 0), 所 以 X(a) = £. WE 
IX (z): E€ [a,5b]} 满足 (2.5) 式 . 令 


D(:) = X(z) — ë -| m(X(s),s)ds 
_ (| (XG), )4B(s) 
= X(t) — XP (£) -| Cm(X(s),s) 
一 m(X'"(s),s)]ds 
一 G| (olX(s),s) -ao(X (s),s))dB(s). 
仿 (2.7) RA 
ECD)? E(| X() - X€ (0) 12) 





J 


(| (a(X(s),s) - a(X92(s),s))dB(s) 


+ E( |f Cm(X(s),s) - m(X® (s), s) Jds 





) 





E| 
<4| E| X(:) - Xeo( 
+ (zt— a) E(|m(X(s),s) - mX” (s),s)1?)ds 


+ | El ol(X(s),s) -ol X™(s),s)| )ds 





(2.3) 
S4| ECX) - X (2)1’) 


+(e- a)| ECK? | x(s) ~ X (s)|? ds 
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+ | EIX) - X™ (s)|2)ds |; (2.17) 


limE (| X(s) - X™ (s)|?)=0, 
对 s € [a,b] 一 致 成 立 , 则 在 (2.17) APRS n — eo, 即 得 
E(ID(:)2) =0,t€[a,bj, 从 而 对 每 个 1 € [a,b], D) = 0, 
| a.e. .但 是 ,我 们 可 以 取得 定义 D(t) 的 右 端 诸 随 机 过 程 是 可 分 
的 且 具 有 公共 的 可 分 集 ( 因 为 定义 D) # B 48 > BB HL 2] Pë Ep 
为 随机 连续 的 ,所 以 只 要 它们 可 分 , 则 其 时 间 参 数 集中 任 一 可 数 笛 
子 集 都 可 作 它 们 的 可 分 集 ). 因此 1D(z)} 是 可 分 随机 过 程 . 所 以 
H D(:;) = 0,[a.e.], ż C€ [a,b] T45 
P( N IDC) = 0; )= 1. 

(V) BiXG):t € la,b] 满足 (2.5) 式 及 定理 1.3 即 知 
Civ) 成 立 . 

(V) 若 {X(z)|,1X(z)| 都 满足 (2.5) 式 , 且 可 分 , 则 


X(t)- X(t) = | Cm(X(s),s) ~ m(X(s),s))ds 
+ () | oCX(s),s) - ol(X(s),s)dB(s). 


S F(t) = | ECXG) -过 (5)12)ds , 仿 (2.12) 式 可 证 
E(|X(:) — X(:)|2) 
<A|E | X(s) — X(s)|?2)ds - AF(0), 


Rl dF(z)/dt < AF(#)sk d(e F(z))/dt 声 0. 把 此 不 等 式 从 4 到 

t 积分 得 | 
e*F(:) —e *F(a) < 0. 

但 是 Fla) = 0, FA FO) < 0. JEE FO) >0,% FO) = 0. 

因此 对 每 一 个 :1 € [a,b] 有 E(]|X(:) - X(:)] ) = 0. 再 用 

1X(z)} ,1X(z)} 的 可 分 性 得 
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P(X(:) = X(t), 对 一 切 t:€E[la.bl)=1. 
(vi) 为 证 (Vi) ,只 需 证 明 对 任何 * < 上 ,有 


P(X(:) € 4A,P) = | PXG) C A | X(s))dP 
(AC #!, pe FF(s)), (2.18) 
为 此 , 只 需 证 (2.18) KQ A € 2', €C go(B(s1),…,B(s,), 
B(s)) W, rB aa < s, < s, << s, < 由 (2.$) 式 有 


X(t) = X(s) + | mX (u),u)du 


L G| a (X(a),u)dB(u). (2.19) 

今 
Z(s t) = | m(X(u),u)da + O)| oX Cu), u)dB(u), 
则 由 定理 1.2 得 知 Z(s,t) € o(Blu),ss < ú <t). fH H + 
1B(1)| 具有 独立 增 量 ,所 以 o(Z(s,t)) EJ Z(s)= a(B(u),a < 
u <s) 独立. 令 g(x,y) = z+ y, WXC) = g(X.,Z(s,t)). 所 
以 为 了 证 明 (2.18) 式 对 AE% ,TEo(B(s),…,B(s, ),B(s)) 
成 立 ,又 需 证 明 
P((X(s),Z(s,t)) € H ,T) 
= | PEX), Z(s,¢)) € H1 X(s))aP 


(HIER ,TEo(B(s),%,B(s,),B(s))) (2.20) 
(因为 {X(1)€E Aj =g (A)= Í(z=,y):g(z=,y)C€ A| € 22). 
定义 两 个 全 RWF: 
D= H:I = A,xA,, A, € %!}, 
s= IP:P =01B(S.) € G} IBG) € C), C.C € RT 
HHE P Ce % EER II = A, x A, € 9, IJ 
(2.20) RÆ = P(X(s) € A, Z(s,t) € A,, T). 
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用 ZF(s) 与 o(Z(s,t)) 独立 ,XX(s) € Fls), $C %(s) 得 知 
(2.20) RE = | P(X(s) € A.,Z(s,:) € Az | X(s))dP 
= | lixweay P(Z(s, t) € A; | X(s))dP 


= | loca P(Z(s,t) € As)dP 


= P(Z(s,t) € A,)P(X(s) € AD 
= P(X(s) € A, ,Z(s,t) € A,,T) 
( 因 |X(s)€E A)INTES(:)). 


显然 对 固定 的 了 ES9 使 (2.20) 式 成 立 的 全 体 瑟 构成 一 个 dg R, 


以 用 单调 系 定理 得 知 对 d(9) = c(9) = 2° 中 的 一 切 I, (2.20) 
式 成 立 , 再 一 次 应 用 单调 系 定 理 得 知 : 对 一 切 JE 2/:, — J 
PEcgij=oB e, BCs, ),B(s)), (2.20) 式 成 立 .定理 证 


Ë. 


$3 复合 函数 的 微分 公式 


在 这 一 太 中 ,我 们 将 要 建立 随机 微分 的 复合 函数 公式 ,一般 称 
之 为 ITO 公式 , 它 与 普通 微 积分 中 的 复合 函数 微分 公式 极为 类 
f. 

沿用 §31 和 32 中 的 符号 , 设 1B(z):0 世 1 之 1} 是 概率 空间 
(2,98,P) 上 的 S.B.M.0., 0<a < b < 1, Z(+) = o(B(s), 
a< s < t), a<tí=<5,la(t):a < t< b],18(t):a < t < b] 
(O ,2, P) 上 的 可 分 的 实 值 随机 过 程 , 且 满足 $1 中 的 条 件 (h ) 
和 (h, ) K 


[lalola <=, | laiaoPd<o (a € n). 
(3.1) 
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H 
[alu,w)du, ()| Beu, w)dBlu,w) (a <s < í< b) 


内 有 定义 ,Bt) € .⁄. 
定义 3.1 称 (0,9,P) 上 的 实 值 随机 过 程 X = |X(Ct): 
a < t < bj 有 随机 微分 dX(z), 而 且 
dX(i1) = a(t)dt + 8(t)dB(t), (3.2) 
如 果 X) 满足 (hi ),(h,) 且 对 几乎 所 有 的 w，X( ol) 在 [a,p] 
上 连续 ,而 且 
X(t,w) =- X(s,w) = |a(u,e)du + (O| BCu,w)dBlu,w) 


(a < s < ¿ < P). (3.3) 
定理 3.1 设 g(t,z) 是 定义 在 [la ,5]XR 上 的 实 值 函数 . 令 


, g , dp , 7 , 
g=, g=, Bar = S, Y(t) = g(z,X(t)) (a < t < b), 


X t» Jr’ 
X =|X(t)a St S b| Æ(A,F, P) Li RAPIRA A 
机 微分 (3.2) K. E g,g, Broe WER, W| Y = [Y(t): 
a < t < b| Aap dY(:), E 


dY(:) = | a(g XE) + z; (r, X(t)) 


+ TP (i) g(t, X(2)) Jdt 


+ Blt) (t, X(t))dB(z). (3.4) 
5183.1 如 果 X = 1X(t):a < t <b) 有 随机 微分 (3.2) 
式 , 则 对 一 切 a < s < ; < b ,# 
[X(z)— X(s))° 


= | (AX Cu) = X(s))a (a) + Plu) Jdu 
+ Of AX lu) - X(s))8GO4B(a). (3.5) 
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注意 :由 于 X(t),8(z) ERE), (a), i X(t) IA, 
又 由 于 {XX(1)1 的 几乎 所 有 的 轨道 普 连 续 从 而 在 [a,5] 上 有 界 ; 
[Pwde < ce( 对 几乎 所 有 的 w) ,所 以 | XG, o) (r.o): 
< co( 对 几乎 所 有 的 由 ) .因此 X(i)p8(D) € 秋 , 从 而 (3.5) 式 右 端 
第 二 项 的 ITO 积分 有 定义 .而 (3.5) 式 右 端 第 一 项 之 积分 对 任意 
固定 的 a < s < ; < b, LEREN o 皆 为 有 穷 数 ,又 因为 我 们 
把 [a.e. ] 相等 的 随机 变量 不 加 区 别 ,所 以 (3.5) 式 是 有 意义 的 . 

证 (i) ARG) ESE 

Buro) = DRC oua plu), u€ Lst], 

A, 是 分 割 :s = tolt Leet = t, 

A, 是 分 割 :5s = tro < tg < :: < taa = t (n > 1). 
青 设 4 是 A, ZIMA A 之 分 点 稍为 A 之 分 点 )(7 > 0). 


令 人 一 max | 一 tll 一 0 (n > œ). 显然 
ISSE, 


(XG) — X(s))° 
= (EKn) - X(t,, DY 
= 5 (X (Cta) — X (taD JEX Gta) — X(#...-.i)J 
+ 3 (X Cn) = X(#,. )) 


- 25) (Kln) -XOX Gr) = X10,)) 


+ DX) — X(t, p) F 


a) 
EEEO + £O) (3.6) 


令 o, (1) 一 t A (H fni < 1 < Eai) s 1 一 lyts h. ,; 则 由 (3.3) 
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AA 
(XC ta i1) 一 X(s)J)[ X(z,.;) 一 X (tai ) ] 


- 广 X(t, ;1) 一 X(s)Ja(u)du 
+ of” (X Ct) — XG) J8(u)dB(u), 
=|" (Xlo, (u))- X(s))e(u)du 


+ OS p) - X(s))8Gu)dB(u). (3.7) 


将 (3.7) I A (3.6) 式 得 
gP = 2| [Xp Cu)) ~ X(s)Ja(u)du 


+ D| CX Cp, (u) - X(s))8lu)dBlu), (3.8) 


由 于 lim p, (u) = u, IXO) 的 几乎 所 有 的 轨道 连续 , 从 而 在 


[s t] 上 有 界 , 故 对 (3.8) 式 右 端 第 一 个 积分 用 控制 收敛 定理 ,对 
第 二 个 积分 用 定理 1.4 可 得 


lim £ = 2f (x(a) — X(s)J)a(u)da 


+ 2f (Xu) ~ X(s)]A(u)dB(lu). (3.9) 
而 由 (3.3) AR 


£2 = »( 。 (u jdu) 
aS a (u wau) (Of BluddB(u ) 


十 


(| BCu)dB(u) ) 


n 
i=] 
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7 < max r alu )du | lalu)! du, 


ISS ` n,i—l 


Of BGOdB(a) 





| lau) ldu. 








1" <2 mar 
H| alu oldu < oo 对 几乎 所 有 的 o 成 立 知 :对 几乎 所 有 的 
w, | alu, du Eco 的 连续 函数 ,从 而 在 [s ,1] 上 一 致 连续 ,由 


ADEL, BOTA, 若 取 | (| B(u )dB(u)ia Lt < b| 


分 , 则 由 定理 1.5《3) 得 知 其 对 几乎 所 有 的 轨道 连续 ， 从 而 对 几乎 
所 有 的 W s 


(| Peu sw)dB (u, w) 
Els, t] 上 一 致 连续 . 故 得 
lim e = = lim n? = = 0, [a,e. ]. (3.11) 


最 后 我 们 估计 7 NESE A, 是 Au DIA Cn 21), AVA h 
8(t) € S; 的 定义 得 


— S (Of Poar) 
- > > (Of pevas) 


1 jEr (n) 


HP T; (n) = {ji:til < t, < tl. 
对 每 个 固定 的 i (< ;i< m), HT ó, 0, A Æ A, 的 加 
细 , 仿 第 五 章 定理 2.3 有 


= Pp) D (BG) -BUDD (3.12) 
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lim 2, (BC) = Blaja) = (t = ha), Lae]. 
n (3.13) 
因此 ,由 (3.12),(3.13) 及 p(t) 的 定义 得 
tim g? = DPC = t) = Sdu. (3.14) 
由 (3.6)， (3.9), (3.10), (3.11), (3.14) 式 得 知 8(1) € S; 时 ， 
(3.5) 式 成 立 . 
(ü) ”对 一 般 的 B(1) ER ,由 引 理 1.6 知 存在 8, G) € 22 , 
使 
limf | B.G) -Be) de = 0, [P.]. (3.15) 
再 由 引 理 1.3 知 存在 8, (1) € Ss ,使 
lim 2 人 (| | B. (t) — HOKE 0, 
HE 
imf | Eaa) = B.G 26 = 0, [P.]. (3.16) 
故 由 (3.15),(3.16) 式 知 存在 8; (+) € S ,使 
limf |e (1) -8(:) dt = 0, [P.], (3.17) 
从 而 存在 非 负 整数 集中 一 个 趋 于 无 穷 的 子 列 {&, | ,使 
limf 185 C2) ~ BC) | de =0, [ae] (3.18) 
iE A(t) = Bi (£). (3.5) 式 对 8, (z) 成 立 , 知 
(X? ( )— XP (s)? 
= | (xo (a) ~ XP (s))a(u) + P (u ))du 


+ (| AXO Cu) - X9(s))8,(u)dB(a), (3.5) 
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其 中 X” (t) 有 随机 微分 : 
dX(t) = alt)dt + 8, (t)dB(t). 
由 随机 微分 的 定义 (3.18) 式 及 定理 1.5 (2) 得 
lim sup (X (u) - X'?(s)) — (X(u) - X(s))| 





- “Pm am (| 8,(r,e)dB(r,e) 





= 0, [P.]. (3.19) 


故 存 在 ;2 l 的 一 个 子 序列 (为 使 符号 简单 起 见 , 仍 用 } 2 } 表示 ) 使 
lim supi (X® (u) = X (s)) - (X(u) - X(s))| 
= 0, [a.e. l. (3.20) 


因此 ,由 | |a(1,w)ldt < e°, [a. e. ] ,及 控制 收敛 定理 ,可 得 
limf (X) 一 X™(s)Jalu)dn 


= | (XG) - X(s)Ja(u)du, [ae.]. (3.21) 
H (3.18) 式 得 
加 | E G)du = [Bldu, lae]. (3.22) 
由 (c + dY S2? +2d 可 得 
| {XY Cu) = X9(s)J8,(u) = (X Cu) = XO) pC) } du 


<2| (XP Cu) - XP (s) (P, Cu) = Blu )) Pdu 


+2| UXO Cu) = XH (s)) - (X (u) 


— X(s) Y 8 (Cu)du. (3.23) 
由 (3.18) 式 及 对 几乎 所 有 的 w, XK? ,wo) 在 [s,:] 上 有 界 , 得 
(3.23) 式 右 端 第 一 项 当 n 一 co 时 ,[a.e.] 赵 于 0. 由 (3.20) 式 及 
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| (ea)dt < °, [a.e. ] 得 知 (3.23) 式 右 端 第 二 项 当 m -> o 
时 ,| a.e. | 趋 于 0. 故 
limf X (u) = X (5)B, Cu) -(X(u) 


- X(s))ĝlu)} du = 0, [a.e. ]. (3.24) 
再 由 定理 1.$ (2) 得 


lim(i)| (X (u) ~ X (DIB, (u)dB(u) 
= (| CX(u) - XC) JBlu)dB(u), [P.]. (3.25) 


取 ;z 上 的 一 个 子 序 列 ( 仍 记 之 为 12 有 ,使 (3.25) 式 在 [a.e. ] 意义 
下 仍 成 立 . M h (3.5) , (3.20), (3.21), (3.22), (3.25) 式 得 知 
(3.5) 式 对 X(t) 成 立 . 引 理 证 毕 . 

引 理 3.2 沿用 引 理 3.1 的 符号 ,有 


lim D(X Cen) _ X(t, ;-, ) J° 一 | Pdu, [P.]. 


(3.26) 
H(3.5) 式 , 有 


证 
> (Xle) Xl) F 
= >)” 2X Cu) = X Ceni) Jalu) + PCa) jdu 
+ >O” 2[KX(u) — X(t, D JBlu)dB(u) 


H 
X5 


= | 20X(o) - Xp, (u))Jalu) + Pu) de 


+ O| AX) ~ X(e,(u)))8(u )dB(u). 
由 于 对 几乎 所 有 的 w,X(o) 连 续 , 从 而 Xuo) 一 Xeo(z)，ow) 
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E u E[s, t Et- KETO n 一 oo 时 ). 用 | |alu,w)|du < co， 


[a.e. ]; 得 知 上 式 右 端 第 一 项 当 n — co 时 ,Lae. BFS P Cudu, 


再 用 定理 1.$ (2) 知 第 二 项 [P. 1 88 F 0. 引 理 证 毕 . 
下 面 我 们 应 用 前 述 二 引 理 来 证 明定 理 3.1. 
证 ”由 于 六 (t+) 有 随机 微分 , 且 g,c，,,gcv,g vv ， 篆 连续 ,为 证 
定理 3.1, R T UE BB : 
Y(#)— Y(s) 


= | Calu)g’ (us X(u)) + gulu,X(u)) 
+ FP(u) gu X(u)))du 


+ O| Bu) gu, XCu))dB(u). (3.27) 


而 由 Taylor 展开 得 
g(t +At,X + AX) — g(t,X) 
= (g(t +Az,X +AX) — g(t,X+ AX)) 
+ (g(t,X+AX)-g(t,X)) 
= g (t+ 0Az:,X + AX)A: + g(t, X)AX 


rZ K+ OAX) AX) 
= g(t +0A:,X + AX)At + g(t, X)AX 
+ g(t X)(AX)’ 


+ Feli,X,X+AX)(AXY, (3.28) 


由 于 g- -连续 , 当 上 ,X,AX 在 有 界 区 域 变动 ,AX-~>0 时 ,s(i,X， 
X +AKX) 一 致 地 趋 于 0. 令 分 割 列 {t4A,:2 2201 如 引 理 3.1 中 所 定 
X, ni = tai T ti-1; 则 由 (3.28) RA 

Y(t)- Y(t) 
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= Sl(g(r Xt)) = altri Xt))) 


一 g. (tai + 06,  X(t,  ))6,.; 
一] 


Ë 


ED gatna XG. DX Ctra) = XC) 


+ 5 Bral Enis X Cni) ) CX Cta) 
- XC) 
+ iş e (trii Xt) X (ta D(X (tna) 
— X(+, 7 
ZE A+B, + $C, +iD, (n>0). — (3.29) 
下 面 计算 A, , B, , C, , D, 的 极限 .由 z ERIX 的 几乎 所 有 
的 轨道 连续 ,得 
lim A, = [gu X(u))du, [ae]. (3.30) 
而 由 (3.3) 式 得 
B, = |z.(@,(u),X(@,(u)))a(u)da 
t (0)| glp lu), Xp, (u))) Plu )dB Cu). 
(3.8), (3.9) 式 可 证 
lim B, = | g-u, X(u))a(u)du 
+ Of gCu, XCu))B(u)dB(u). (3.31) 
将 (3.5) 式 代入 C, 的 表达 式 中 ,得 
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Ë 
C, = >Z. (taa Xt) CX) = XC, DYF 
i=1 


= D galta XG. ||” RX 
一 X(t, ,1))a(u) 十 B (wu) du 
+ of” 2[X(z) - X(t,.1))2lu)dBlu) 





k 


- >” z (@,(u),X(e,(u)))(2(X(u) 
(pO Ne) + Plu) Jdu 
+ Of Zt G), XG) 
- X(e@,(u)))8(u )aB(u) 

= | Z..(g,(u),X(e,(u)))(2(X(u) 
- X(e@,(u)))a(u)+ P (u))du 
EOS Z. (@,(u),X(@,(u)))2[X(a) 


— X(g@,(u)))B(u)dB(u). (3.32) 
由 于 对 几乎 所 有 的 w, X(:, o) 在 [s,t] 上 一 致 连续 ,g” ,连续 ， 
Pau) > u (` n — œ 时), 所 以 
lim sup|g%.(@,(u),X(@,(u)))(X(u) 
- X(e@,(u)))| = 0, [a.e.]. (3.33) 
代入 (3.32) 式 并 注意 | |alu)|du < æ, | P G)du < >, [a.e.] 
得 


lim C, = |z... Xu) P Cu )du, [a.e.]. (3.34) 
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最 后 估计 DD, 的 极限 .由 于 对 几乎 所 有 的 w, 义 (' ,w) 连续 ,而 
efta iis XC tni) X (Eni) 
= gr altai X(tni-1) + OCX (tn) — KL,i 1 ))) 
一 ge ,X(t ,1)), 0S0 <1, 
g'o 连续 ,所 以 
lim el tni X(t, 4), Xt,i)) = 0, [a.e. ] 
(对 1 一致 地 成 立 ). (3.35) 
H(3.26),(3.35) 式 即 得 
lim D, = 0, [P.]. (3.36) 
由 (3.29),(3.30),(3.31),(3.34),(3.36) 式 得 证 本 定理 . 
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随机 过 程 论 在 国民 经 济 ( 工 、 农 、 林 、 牧 、 副 、 渔 、 商 、 经 济 、 金 
融 …… ) \ 科 学 与 技术 (特别 是 近代 物理 、 化 学 、 分 子 生物 学 与 各 种 
高 新 技术 八国 防 建设 中 均 有 极其 广泛 的 应 用 .作者 在 本 章 中 只 能 
挂 一 汤 万 地 简单 介绍 一 下 随机 过 程 论 在 几 个 方面 的 应 用 . 


S1 更 新 过 程 与 新 陈 代谢 


在 给 予 更 新 过 程 的 数学 定义 以 前 ,我们 先 看 两 个 具体 的 例子 . 
例 1.1( 设 备 的 更 蔡 ) ”考虑 一 件 设备 ( 它 可 能 是 一 台 机 床 ;也 
可 能 是 一 个 零件 或 一 个 细胞 …… ), 它 一 直 使 用 到 (存活 到 ) 报废 
为 止 ,然后 再 用 一 个 同类 设备 来 替换 (或 代谢 ). 假 定 这 类 设备 的 使 
用 时 间 的 长 度 ( 或 寿命 ) 是 一 个 正 值 随机 变量 ,而 相继 投 人 使 用 
的 设备 的 寿命 为 ,三 ,一 般 说 ,可 以 假定 1T,:n > 11 是 独 


立 同 分 布 的 , 且 其 公共 分 布 就 是 工 的 分 布 . 令 r = 3 T. (n 1), 


X, 是 [0,z) 时 间 区 间 内 替换 的 新 设备 的 个 数 , 则 r, 是 更 换 第 n 个 
新 设备 的 时 刻 , 且 {X,:i € [0,so)] 5{r,:n = 1,2,…|] 有 如 下 关 
系 : 
IX. < n| = In >t) E0, n=1,2, =), 
X t20 SIT on = 1,2, ) 有 如 下 关系 . 
T, ÆX, 的 第 n 个 跳跃 点 与 第 n 一 1 个 跳跃 点 之 间 的 长 度 . 
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例 1.2 考虑 轮船 人 港 .假定 r, 是 第 n 条 轮船 进入 港口 的 时 
Z) (2 > 1). Ë 0 < +=, < cx, < BS T S= t, T, = tz, — T] 
(n > 2), X, 是 [0,1) 时 刻 区 间 内 进入 港口 的 轮船 总 条 数 . + 
Tin 之 11 是 独 立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 则 |X,:t 辫 0 中 亦 具 
有 例 1.1 中 1X,:t > 01 之 概率 特性 . 

下 面 我 们 给 出 更 新 过 程 的 数学 定义 . 

定义 1.1 设 1X,:t 之 0| 是 概率 空间 (0 ,9,P) 上 的 一 族 取 
非 仙 整数 的 随机 变量 ,iT, ;nn 2 11 是 一 列 取 正 数 的 相互 独立 的 具 


有 公共 分 布 的 随机 变量 ,t= 3 YT，(n 之 1) ,而且 满 足 
IX. < n} = iz, >t] G 220, n=1,2,.…), (1.1) 


IX, = n) = [tm ZZ t >r) (t>0, n = 1,2,.…), 
(1.2) 

则 称 |X, :zt 宇 0| 是 一 个 更 新 过 程 , 称 r, 为 其 第 ”个 更 新 时 刻 ,人 
是 其 第 n 个 更 新 间距 ,nn = 1,2,…. 

比 揭 新 过 程 稍 广 的 概念 是 延迟 的 更 新 ”过 程 .如 果 定 义 5.1 
中 {7T,:n 之 1| 独立 同 分 布 的 条 件 改 为 : {T, :nn > 11 相互 独立 ， 
IT, :7 22) 相同 分 布 , 则 称 相应 的 随机 过 程 1X, :上 之 0 为 延迟 的 
更 新 过 程 . 

延 信 的 更 新 过 程 的 直观 意义 是 T 与 T. (n > 2) 未 必 同 分 
布 , 评 即 初始 设备 的 使 用 寿命 的 分 布 未 必 与 新 替换 上 的 设备 的 使 
用 寿命 间 分 布 , 亦 即 初始 设备 可 能 是 旧 设 备 . | 

定义 1.2( 更 新 方程 设 f,h:[0,%) >R.# g 满足 


z(t) = h(t) +| gl ~ s)fls)ds, +C [0,%), (1.3) 


则 称 g(z) WES, h) 更 新 方程 式 . 
定理 1.1 设 {X,:: 之 0| RENIE, T, 是 其 第 n 个 更 新 闻 
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距 ,n = 1,2,…, 它 们 的 公共 分 布 函 数 F(z) 具有 密度 函数 f(z), 
mC E(X.) (+ >0) 是 其 期 望 隐 数 , 则 m(z) 满 足 (f,F) 更 新 
方程 式 ， 
m(t) = FU) +| m(t ~ s)f(s)ds, (1.4) 
证 ”用 第 四 章 $4 条件 期 望 的 计算 方法 有 
m(t) = | E(X, IT, = s)fls)ds G20). (1.5) 


而 由 (1.1) 有 
IX = 0 = {X <li s {a tls IT, > t|, 
所 以 P(X = 0 [| T, = s) = 1 (234 s > > 0), Ar 
E(X, ' T, =) =0 ( 当 ; > / > 0). (1.6) 
m 24 s < zB, 


E(X, I T, = s)= >RPOX = kh | T, = s) 
k=] 


= X EP(X,., = Ë - 1) 
Ë=] 


=1+m(t-s) (s< t). (1.7) 
以 (1.6),(1.7) 代入 (1.5) 即 得 (1.4). 定 理 证 毕 . 
定义 1.3 BIX, : t20 是 更 新 过 程 ,TT, 与 r 分 别 为 第 7 个 
更 新 间距 和 第 个 更 新 时 刻 (n 2 1) , 称 
y(t) 会 Tx+1 £ (1.8) 
为 时 刻 1 还 活着 的 物体 的 “剩余 寿 僵 ,简称 “剩余 寿命 ”. 
剩余 寿命 ”的 研究 ,在 更 新 过 程 中 ,是 一 个 很 重要 的 问题 .下 
面 我 们 证 明 剩 余 寿 命 的 分 布 亦 满足 某 一 更 新 方程 式 ， 
定理 1.2 设 iX,:1 之 0} ,|T,:n 宇 1| ,|v,:n 守 1| ,17y(1): 
t 之 0| 2628 X 1.3, FO 和 f(t) 分 别 为 T, 的 分 布 函数 与 密度 函 
数 .再 令 
gr(t) = P(Y(i) > x), (1.9) 
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— — — — — —  — — — —  — —  —— — 


h (t) = 上 一 F(t+ zx), 
则 g, HACS, h) 更 新 方程 式 : 


y(t) = 1- Fü + z) + [gl sf(s)ds. (1.10) 


(mg (4) = P(y(:) > z), (1.10) 仍然 成 立 .) 
证 ” 依 条 件 概 率 性 质 有 | 


P(y(t)> zx) =| POH Sz | T, = s)f(s)ds. 


(1.11) 
而 当 > 上 上 + 工时 有 1 人 =s Ciya) > r i; r< s < t += 
HIT =s H, y) Èri = (;Pr AB (1.11) f$ 
1, 当 > +<, 
当 s < 之 1 时 ,由 yY(z) 的 定义 得 
P(y(t)> xT, = s) 


= P(S1T -— (> z [T = s) 


i=l 


oo m+] 
- X1P(SIT, - (z — s) z, X, = m|T, = s) 
r= 2 


m=1 


co m +I 
SIP(SIT -= (02s) Èz, tmi >t > r, |T = s) 
yn = 1 = 2 


co mti 
= JP(> Ti - (z - s) x, 
m=i i=2 
m+l m 
SIT, >G - s) > DT = s) 
i 二 2 i 二 2 
oo m+l 
= >》PU> IT, - (z — s) > z, 
m = 1 i= 2 


m+! 


> T, > (z — s) > SIT; ) 
i= 2 i =2 
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P(ZT — (t-s) Èz, 
,i 之 (t — s) >T.) 


P(r, — (t-s) >z, r, >= (t — s) > tpa) 


Me A Xi 


ESA ~-(t-s) >z, X = m — 1) 


BSA +I 3) 之 ZX = m - 1) 
= P(y(t — s) > +z). (1.13) 
以 (1.12)、(1.13) 代入 (1.11) 得 
P(y(t) 之 工 ) 


= | Ad +| PG - s) > z)/(s)ds 


=1-F(: + x)+ r | P(yG - :) > zx) f(s)ds. 


此 即 (1.10) 成 立 .定理 1.2 证 毕 . 

我 们 为 什么 要 研究 剩余 寿命 Y(z ) 的 分 布 呢 ? 因 为 不 仅 剩 余 寿 
命 有 重要 的 直观 背景 ,而 且 剩余 寿命 的 分 布 与 更 新 过 程 的 分 布 也 
有 密切 的 关系 .这 就 是 下 面 的 

定理 1.3 设 1X,:t € [0,00)| 是 更 新 过 程 ,y(i) 是 剩余 寿 
R,F, (c) & P(y(t)< z) ARDA ñ 3k. (u > 0,42 

X, = lim X,. 
(I) EF (c) 3 32 e 838 f(x), 2 
P(X,,, - X, = n) 
PÈ{y(t) > v) = | G). 当 n = 0, 


=. (1.14) 
| PX =n-1)f(s)ds， 当 Nn 之 1. 


/a 
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(2) yU) RREME: 
P(y(t) = anm) = pen (m=0,1,.…, t20), 


S p. =1 (V:2>0), 
m = D 
则 
P(X,- X, = n) 
P(Y) >v) = 2) Pam» 当 n = 0, 


š 


2, P(X,. 一 n = 1). 5 当 n l. 
a >, < u tf m 


(1.15) 
(3) Æ yla) 是 一 般 的 随机 变量 , 则 
P(X,,,— X = n) 
P(y z)22 v), 当 n =0, 
- P P(X = n - 1)F,(ds), Š n> l 
(1.16) 


证 ”只 证 (1) (对 (2), (3) 类 似 地 可 证 ). 由 y(z) 的 定义 及 
(1.2) 可 证 : 
(y(t) > vl = {Xa - X, = 0!. 
此 即 (1.14) XF n = 0 成 立 . 
= n 之 1 时 , 令 A, = [X,,, ~ X, = n}, IJ 
P(A,) = | P(A, | Y(t) = s)£.(s)ds. (1.17) 
当 s < vhf, y(z:)= ;意味 着 . 
rx S t< tts = Tyn < t + %. 
所 以 
P(A, y(t) = s) 
一 P (X, 一 X, = n Tx) = sç + 上 ) 
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一 P ( Tx, +n+1 = t + v > TX +n Tx — Š + 1 ) 


X tn+l X +n 


= P( S T, 2 (£+x)-(¿+s)> XT) 
i= X +2 i= X, +2 
= P(T; > (u s) > XT) 
= P(X, = n-1) (n 2>1, s< v), (1.18) 
Z s 之 v 时 ,Y(t) = s 意味 着: 


tx St St + u Sc t + s = TX +19 


亦 即 在 | t,t + à) 内 没有 设备 更 新 ,所 以 
P(A,|7y(t) = s) 
= P( 在 [1,t + wv) 内 更 新 n 次 设备 |y(t) = s) 
-0 (Vn>1). (1.19) 
将 (1.18),(1.19) 代入 (1.17) 即 得 (1.14) 的 第 2 个 等 式 . (1) 得 
下 面 我 们 讨论 更 新 方程 式 (1.3) 的 解 .对 一 般 情况 , 其 精确 的 
分 析 表 达 式 并 不 能 很 容易 求 出 .我 们 只 讨论 几 种 特殊 场合 . 
定理 1.4 若 f(x)=Ae“ (x 之 0) 是 负 指 数 分 布 的 密度 涵 
数 (A > 0 是 正 的 常数 ),h(x) B š E kA h'(z) (xz > 0), W 
(f,h) 更 新 方程 式 
elt) = hlt) +| eG - sJae”ds (¿>0), (1.20) 
的 解 为 
z(t) = g(0) +| e> E (hls )e )ds. (1.21) 
证 & Gt) = g(t), H(t) = h(zt)e* W h (1.20) 4 
Git) 满足 


G) = H(:) + a| G(s)ds. (1.22) 
所 以 


第 十 二 章 应 H 601 


G (1) — AG(t) = H (t). (1.23) 
而 

G (t) — AG(z) = eg (t), (1.24) 
K (1.24) RA (1.23) 4 g (t) = e “H (t). Pr J 


g(t) = g(0) + | SH (s)ds, 
WERC .20) 之 解 必 为 (1.21). 显然 (1.21) 是 (1.20) 之 解 .定理 证 


tE. 

定理 1.5 设 |X:tE[L0,co)} 是 更 新 过 程 ,T, 是 其 第 n 个 更 
新 闻 距 ,7y(i) 是 剩余 寿命 . ET, 服从 负 指 数 分 布 , 即 存在 常数 
A > 0 4# 
—e“ 3 zQ, 
0, 4 > < 0, 
则 Y(t) 的 分 布 与 T, 的 分 布 一 样 . 

证 ”由 定理 1.2 中 的 (1.10) 式 得 


P(Y) > z) = et 十 àf P(y(t—-s)>zx)e“ds. 
0 


P(T, < z) = | 


(1.25) 
今 
gi(t) = P(y(z)22 zx), h, (t) = eè? f(:) = Ae”. 
则 (1.2s) WBA : IHE HER z 22 0, g,(:) 满足 (f,h,) 更 新 方 
程式 .因此 ,由 定理 1.4 得 知 
P(yY(t) 之 zx)= g(t) 


= g, (0) + | e* S (eh,(s))ds 


= P(y(0) => z)+ [e S (ex )ds 


= P(y(0)> x). (1.26) 
而 由 定理 1.3 及 (1.1) 得 
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P(y(0)> x) = P(X, = 0) 
= P(T/ 宇 Xx)=e” (zx 之 0). (1.27) 
由 (1.26),(1.27) 即 得 定理 1.5. 
下 面 我 们 证 明 一 个 有 关 更 新 过 程 与 Poisson 过 程 联系 的 定理 . 
定理 1.6 HERIZ X = 1X,:t C€ [0,co)] 的 第 个 更 新 
间距 T, 服从 强度 为 A > 0 的 负 指 数 分 布 . 
l-e, 3 x>D—>O0, 
0, 3 x <0, 
则 和 是 一 个 强度 为 的 、 始 于 0 的 标准 的 Poisson 过程 ,沿用 第 五 章 
的 符号 , 即 久 是 一 个 强度 为 A 的 S.P.P.O.. 
证 ” 视 此 处 的 T, 为 第 五 草 定 理 1.1 中 的 Y, (n 之 1), 则 由 
X 是 更 新 过 程 ( 必 满 (1.1) 或 (1.2)) 及 第 五 章 定 理 1.1 立 即 可 得 X 
是 一 个 强度 为 1 的 S.P.P.O.. | 
上 面 的 定理 1.6 假定 了 更 新 过 程 的 更 新 间距 服从 人 负 指 数 分 
布 , 下 面 的 定理 研究 了 一 类 更 广泛 的 更 新 过 程 ,其 更 新 间距 服从 芽 
分 布 ( 负 指数 分 布 是 T 分 布 的 特例 ). 
定理 1.7 设 X= |X:tEL0,co)i 是 更 新 过 程 , 其 更 新 闻 
距 T, 服从 参数 为 (k,A) J P h (k 22 1) , Pp T, AREAK 
À k-l Ar 
f, (=) -0 i) e, 5 r20, (1.28) 
O, 当 + < (0. 
A p (n) = P(X, =n)(t € [0,%œ), n= 0,1,..…), 


P(T, < x) = 


V(t,2) = Op (! Z i<1) (1.29) 
n=0 
为 X, “EARR”. WI 
pln) = >X —(At)”e™”, (1.30) 








i, L, 
V(1,2) = 1+ (“3 > EL), 


(1.31) 
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(k ,A) 的 工分 布 , 所 以 


服从 参数 为 (Nk ,) ) 的 荆 分布 . 因此 通过 直接 计算 可 得 
P(X, 一 n) = 已 (ri >= > T, ) 


= | fensa (z )dx -| f, (xX)dx 


-| (Cn + 1k = yr (Az) ed: 


> À 7 大 一 — Ar 
-| OR II) e dr 


(ntl)k-l 


= D ggo". (1.33) 
AN 
va 
G(1,2)= JZ P(e <t) (1:>0,1Z1<1), 
n=] 
(1.34) 
mi 
V(t,Z)= > ZP(X, = n) 
n = () 
— > 7 (P(r >t) _ P (z, = t) ) 
z = 0 
一 >Z (P(z, <1)— Pz < t)) 
n = Ü) 
=] +(Z-1)G(:,Z). (1.35) 


而 r, 服从 参数 为 (nk ,4) 的 械 分布 ,所 以 车 令 Z = y , Wil 
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GU., Z) = EZ f. (yd 


~ t _。 kr—l1 
>; e] Az)” edx 
0 ` 





n=1 (kn —1)! 
= y S Ary)” 
yj ae (È ta pyre 
但 是 
s a ou” l < r \nt+l 
T 2 e e" = 2 wa (e )” , 


° r= 0 


而 当 w = lk Hk 9 整数 人 时 ， 有 
IDe — Fe” — ] 
当 o 不 等 于 k 的 整数 倍 时 ,用 几何 级 数 计算 可 得 


1 — r xm” 1 =! Zur ni | 一 L k 
FAE) = >e =; oler) 


r=0 1] 一 ec 








将 (1.38),(1.39) 代入 (1.37) 得 

1 k-i . 

paee -5 (= D! = 
将 (1.40) 代入 (1.36) 得 


kl 
i àe i l er e 
=0 


r 


G(t,Z) 





将 (1.41) 代入 (1.35) 并 注意 2 Z = y UIR 
W(:,Z)= 1+(Z -1)G(t,Z) 


— erM(Irye ) ). 


(1.41) 


_ L 1 
-1+ [Z21115 Ze | eazi ) 
Z ` 


k r=0 1 一 Ze 
定理 1.7 得 证 . 
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系 1 在 定理 1.7 中 ,车 下 = 1], 即 全 服从 参数 为 人 的 负 指 数 
分 布 , 则 定理 1.7 化 为 定理 1.6. 这 时 X, HEF AKA 
Z-1 
Z ， 
= ex (1121 过 1)， (1.42) 


R2 在 定理 1.7 0 T,32 k = 2, 则 X, WE AKA 





加 £ _ _-à(l1-Z2) 
V(t,Z)=1+ r Z e ) 


= e ¥ | cos Ml. 
P(t, Z) =e hr VZ) + = sinh(at Z) ), (1.43) 


其 中 cosh(z) = = > , sinh( z) = “°. m 


— lim £ S l l 
E(X,) = lim g7 t, Z) = -jte o (1.44) 


Var(X, ) = lim [ 7, (z ,Z) + Walt, Z) — (V(t,2))’) 


= H — Zoa + Fe sinh (Aż) 





- + (e “sinh (a£) )?. (1.45) 


作为 这 一 节 的 结尾 ,我们 列举 有 关 更 新 过 程 的 几 个 极限 定理 ， 
归纳 如 下 : 

定理 1.8 设 X= |X:tE[0,co)} 是 (可 以 是 迟延 的 ) 更 新 
过 程 ,1 丁 |, T, | 是 其 更 新 闻 距 序列 ， 

(1) u= E(T.) < o° , WI 


(2) Fu ée E(T,) < co, Var(T,) = a? < co 则 


lim 


一 
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X, — + r è 32 
lim P ' É < x! =] e 2” dy 
; ar T 


(Vx € (— So,co)). 
(3) rau E(T,) < oo, 且 人 不 是 "格子 点 随机 变量 "( 所 


谓 T, 是 格子 点 随机 变量 , 亦 即 存在 一 个 实数 w ,使 >, P(T, = 
£ 二 一 6 
ak) = 1.),W) xF 48 h > 0, # 
lim E(X,- X)= 2 
fr OY H 
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日 然 界 的 某 一 物种 的 繁衍 、 原 子 反 应 堆 中 质点 的 裂变 、 人 体 中 
某 类 细胞 的 分 裂 等 等 现象 中 ,其 数学 模型 常常 涉及 一 类 很 重要 的 
随机 过 程 一 一 分校 过 程 .这 类 过 程 是 怎样 提炼 出 来 的 呢 ? 它 的 概 
率 特征 是 什么 ?我 们 主要 关心 的 是 什么 问题 ?下 面 通过 一 些 例子 来 
m) Er k E |p] Eh. 

例 2.1( 细 胞 分 裂 ) ”考虑 人 体 中 某 种 细胞 的 分 裂 现 象 . 

设 在 时 刻 0 人体 中 某 种 细胞 的 个 数 为 Xu ,经 过 一 个 单位 时 间 
以 后 ,这 X, 个 细胞 中 的 每 一 个 可 分 裂 成 0 个 ( 即 死亡 )、1 个 ( 即 不 
DA) m 个 等 等 .由 于 营养 .药物 刺激 、 运 动 、 疲 劳 等 因素 的 影 
吧 ,一 个 细胞 分 裂 成 mx 个 是 有 确定 的 概率 p. 的 ,其 中 b, = 0, 


S pn = 1. 一 般 可 以 假定 各 个 不 同 的 细胞 的 分 裂 结 果 是 相互 独 
mn = () 
并 的 ,向 且 有 具有 公共 分 布 1p, :mi > 01. FE 


Xo 
— (1) 
Xi — > ë 5 


k AZ HIS A T CCC l 
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X 


好 一 | 


X, = >” (a1), 


其 中 中 6 :7 = 1,2,7, i 三 1,2,…| 相互 独立 且 具 有 公共 分 布 . 

例 2.2( 反 应 堆 中 的 质点 的 裂变 ) BRENZ 0 某 反应 堆 中 某 
类 质点 有 X, 个 ,由 于 质点 之 间 的 相互 倍 撞 或 其 他 射线 的 玫 击 ,每 
隔 一 个 单位 时 间 , 一 个 质点 可 以 分 裂 成 m 个 质点 (m = 0,1, 
2,…) ,其 对 应 的 概率 为 p, (p, > 0, >, = 1) .一 般 而 言 , 仍 
可 假定 : 

(1) 各 质点 的 分 裂 结果 是 相互 独立 的 具有 公共 分 布 , 即 每 
一 质点 经 过 一 个 单位 时 间 分 裂 成 的 新 质点 数 是 一 个 随机 变量 , 且 
这 些 随 机 变量 是 独立 同 分 布 的 . 

(2) 质点 的 分 裂 情 况 与 “年 龄 ” 无 关 , 如 果 用 E RETER 
n 一 1 存在 的 第 i 个 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 分 裂 成 的 质点 数 , 则 
Emi = 1,2,…, n = 1,2,0) 是 独立 同 分 布 的 , 且 


X = Se， 

其 中 X, ERA n 该 类 质点 的 个 数 . 

从 例 2.1 和 2.2 可 以 看 出 :尽管 这 两 类 例子 的 实际 背景 不 同 ， 
但 它们 的 数学 模型 是 一 样 的 .其 实 ,还 有 很 多 实际 问题 ,它们 都 属 
于 这 一 数学 模型 . 

下 面 我 们 给 出 分 枝 过 程 的 数学 定义 . 

定义 2.1 设 1& ;i = 1,2,…, n = 1,2,…| 是 概率 空间 
(0Q,Z,P) 上 的 一 族 独立 同 分 布 的 取 非 负 整 数 的 随机 变量 ,其 公共 
分 布 为 | p, :m 宇 0}. Æ Xo 是 (0,9,P) 上 的 任 一 取 正 整数 的 随 
机 变量 ,日 


X, = 2,67” (al), (2.1) 


6 ūĉ — 
则 称 {X : = 0,1… 洒 是 一 个 离散 时 间 的 分 枝 过 程 ,或 分 枝 链 . 这 
就 是 所 谓 的 Galton-Watson 分 枝 过 程 . 
S f(s) = X ps"(1s1 声 1), 称 了 为 分 布 |p,| HERRN, 
nt = Ü 


有 时 也 称 f AEP BIERRA, SK IX. | 的 本 原 矩 母 函数 . 
显然 Galton-Watson 分 枝 过 程 1X,} 是 一 时 齐 的 可 数 状 态 的 马 
KARE.. AA 


p = P(X = j|X, = i) (2.2) 
ER k PRBAR, < 
P = (p) i, j >0) (2.3) 


ER k zP (BY) 转移 矩阵 , 则 有 


b = 2 Ia, 4 ¿ > 0, j,k > 0, 
PRE (2.4) 
bo = 60;， j,k >0, 
Ep ó, = 032 13 2 j Ri = ; 而 定 . 
显然 pu, A p) = pn, 而 且 对 任何 i > 0, # > 1, 
[pix :m > 0 是 一 个 概率 分 布 , 令 名 (s) = 六 为 其 号 母 
P Š. 
对 于 分 枝 链 {X, | ,研究 它 的 矩 、 分布 ,极限 分 布 特别 是 极限 分 
布 中 的 两 个 特例 
P(lim X, = oo) 与 P(lim X, = 0) 
有 着 重要 的 意义 .前 者 意味 着 该 系统 要 “爆炸 ”的 概率 ,而 后 者 是 
该 系统 要 熄灭 ”的 概率 .如 果 X, 代表 某 一 患者 在 时 刻 ” 癌 细胞 的 
个 数 ,前 者 就 是 "病情 急剧 恶化 ”的 概率 ,而 后 者 正 是 该 患者 终 将 
“治愈 ”的 概 座 ， 
对 分 枝 链 {XX, i 的 研究 ,和 矩 母 函数 f(s ) 扮演 着 一 个 重要 角色 . 
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定理 2.1 HIX, on > 0] 是 分 枝 链 . 若 X, = no 是 一 正 整 
&,f,(s) £ X, ER RR, pn, = E(X,), s, = Val X, ) (n 0), 
f(s) £ 1X, 1 J) K P. EBE AA, N 

(1) fils) = f(s)%; 

(2) fanals) = f,(/(s)), n > 0; 

(3) p= no" (n > 1, y= f (1)); 

n (1) y 
(4) a-d u -y zl (n 1), 
nono’, 4 u =1 
Jep o = f')+ f(1)- (f 0). 
证 “通过 直接 计 算 立 即 可 得 (1),(2),(3). 下 面 证 明 (4). 事 
XE, 
os = Var(X,) = DARO- Aa). (2.5) 
而 由 (2) 有 
f, |) = ha dY 
= f, SGY + f(s) f, (G(s)). (2.6) 
WIES 
a = n (o° — + 2), (2.7) 
=f), ffl)= a` - u + 2, (2.8) 
则 由 (3) 及 (2.6),(2.7),(2.8) 得 
fad) = foa tl -p+ faa) 
= fal +a (n2). (2.9) 
反复 利用 (2.9) 递 推 可 得 
f(D = FED H a (u tp 2. po nl), 
(2.10) 
由 (2.10),(2.8) 可 得 
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o = Var(X, ) 
= f, (1) + £,(1) —- (f, (1)2° 
= f, (l) UU La (e tp He p) 
+ nop 一 (no )° 
= [nol no 一 l) ° + alu” + alu +u 
tee tp) no" — (nory 
= n (" p”) alp t p toetu"). 


In~- 


5 u Æ 1}, (2.11) 得 
2 n H 
2 _ noo (U 一 1) 
G, = ——. 
KTH 
当 p = 10, H (2.11) 得 
o? 一 nono”. 
定理 2.1 得 证 . 
定义 2.2 设 |X,:7 之 0| 是 一 个 分 枝 链 , 称 
o Š lim P(X, = 0) (2.12) 
为 {X,| 的 “ 绝 灭 概率 ”. 
由 于 {X, = 0) C {Xn = 0 所 以 
p = lim P(X, = 0) = P(lim {X, = 01) 
= P(lim X, = 0). x (2.13) 
定理 2.2 设 iX,:n = 0,1,…) EDHE, X, =1, f(s) £ 


JK A 3383, = ffl), o ARARE, f(s) = 2. Pns” > 
则 
(1) o= f(p); 
(2) 3 e<1B p <18B8,# o = 1; 
(33 3 o° > u > ] Bl ,o 是 方程 式 
(/f(s) = s, 0 < s <1) (2.14) 


第 十 二 章 应 用 611 


的 唯一 解 ， 
证 ”首先 注意 : 若 令 f,(;) k: X, HERRA, EFX =l, 
所 以 f (s) = fis). 
(I) HZ. (s) = AG) = AAAG)) 及 0 之 定义 即 得 
p = lim P(X, = 0) = lim f, (0) 
= lim f(f.-1(0)) = flim fa- 0)) 


= f(p). 
(2) (A) ÆR u <l, p + p < 1,Wil 
f(s) = 2 nbs 
在 [0,1) 上 是 严格 上 升 函 数 .但 是 ww = f1) = lim f(s), 所 以 
> /f(s) (Vs€|0,1)), (2.15) 


假设 o < 1, 则 存在 c C (o,1), 4# | 
Flo) fT e= 1 (2.16) 
H(2.15),(2.16) 得 知 
# > f (c) = 1. 
J < 1 FE, AMA o = 1. 
(B) #Ra<1, pı <1, p t pb =1.0 f£(0) = po， 
f, (0) = f(/(0)) = fiba) = po T popis, 
fari (0) = f(f.(0)) = Po + Popi + + Dobi 
1 pi" 


y (n — 0). 





= pol 





y 1: po 
所 以 p = lim /,(0) = > = 1. 


(33 co u, >1.J D f p + pi < 1. fr (s)#E[0,1) 
内 严格 上 升 .如果 我 们 能 证 :存在 5 < 1, 使 
f(s)<s (Ys €(b,1)), (2.17) 
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则 
f(f.(s)) <s, Ys € (b,1). 
S ;yb 得 
b > f(f,(b)) = fa (b). 
所 以 


p = lim fa 0) < lim sup =f (b) < b < 1. 
而 (1) 中 已 证 o = f(p). 故 p 是 方程 式 (2.14) 的 一 个 解 . 

再 证 方程 式 (2.14) 的 解 唯一 . 若 tit 是 方程 式 (2.14) 的 任 
KW S. TRDA <t, < 1, ffe u, E€ (t,t), u, € 
(ts ,1), 使 得 

Flup = E20) P Ut 1, 


É> — Ë1 £, — Í| 
_ fO) — flt) ol- 
fa) = =i n = 1. 
所 以 
f (u) = f (wu). (2.18) 


而 今 u, < uz, f (s) 在 j0,1) 内 严格 上 升 ,wx,，€ 10,1), 所 以 
(2.18) 不 可 能 成 立 . 这 就 证 明了 方程 式 (2.14) 的 解 是 唯一 的 . 
最 后 我 们 补 证 (2.17). 因 为 
lm f (s) = # > 1, 
所 以 存在 6 < 之 1, 使 (5) > 1. 但 是 当 E (6,1) 时 , 必 有 cc 使 
1>c > s> b, H 
fl) P(O) > f) > 1 


此 即 f(s) < s. ERPE. 
注意 :定理 2.2 的 结论 与 直观 意义 是 完全 吻合 的 .因为 u= 


DO 


fa) = 》 np, 是 一 个 质点 在 下 一 时 刻 所 分 裂 成 的 质点 数 的 其 


n=l 
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望 . 当 w 委 1 且 加 <1 时 ,该 系统 的 质点 总 数 的 期 望 会 随时 间 的 推 
移 而 不 会 增加 , 且 一 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 不 可 能 总 是 保持 一 
个 .在 这 种 情况 下 ,该 系统 的 质点 总 数 “ 述 早 ” 是 会 趋 于 0 的. 35 
u >1 时 , 即 是 一 个 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 ,其 分 裂 出 的 质点 数 
的 期 望 大 于 1, 当然 该 系统 的 质点 总 数 不 会 以 概率 1 而 趋 于 0. 

定理 2.2 中 假定 了 初始 状态 X = 1, 对 于 一 般 的 Xo = no, DF 
有 类 似 的 定理 如 下 . 

定理 2.3 HiX :n2>0 是 分 枝 链 ,Xo = n, f(s) 是 其 本 
RERBA, u = f (1). o= lin P(X, =0) 是 其 绝 灭 概率 .再 


A 


fi(s) = f(s), f, (s) = f(f,(s)) = f,(f(s)) (n> 1), 
o = lim f,(0) (由 定理 2.2 有 p= /po)), 则 5= p". 
(注意 f(s) 不 是 X, HERRA, m o 可 用 定理 2.2 算 出 . ) 
证 ” 令 f(s) 282 X, BERRA, N 
fils) = fs)", 
fari(s) = f,(/(s)) = f, (f(f(s))) 
= = f (f, (s)). 
所 以 
lim f, (0) = lim f, (fa (0)) 
fı (lim f-1(0))= F, Co) 
= flp)" = o". 
定理 2.4 设 1X,:n >20 是 分 枝 链 ,Xo = m, f(s) = 


° 
|| 


U b" 是 其 本 原 给 母 函 数 ,Ap = (1) 之 1, po + b. < 1, ° = 
f(1)+fF(1)- (fF(1)) > 0. 
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M, 一 E(X, |X, > 0), Ç, 一 


则 
(1) limP(% Sazla, > 0) 
G (+>), 34 = 1, f(1) 关 0, fr) 有限， 
AN X 4 > 1, a > 0, 
其 中 G (z) 是 强度 为 1 的 负 指 数 分 布 ,G(x) Z i 3: 3) 2 fh RA, 
其 特征 函数 olt) 满足 


| 
| 





ON —p)e(:) +o) = (1 — o)o(gt) + o, (2.19) 
o (0) = i, 
其 中 o 如 定理 2.3 中 所 定义 ; 
(2) lim $£, = ¢, [P.](ž g > 1), (2.20) 
EeP £ 62 28 3 3⁄8 H(x) 在 0 有 跃 度 0 在 其 他 地 方 均 连 续 ; 
| X, T N, i 
(3) lim P Zx. <z 
1 To d 
= [ er .2 
= | ° dt (x € R) (2.21) 


证 ”参见 [30] p.20 ~ 21. 我 们 这 里 的 a o, X, 分 别 是 那里 
Ja A. 

这 条 定理 部 分 地 解决 了 分 枝 链 的 极限 分 布 的 问题 . 而 定理 
2.3 解决 了 分 校 链 的 绝 灭 问题 .定理 2.1 解决 了 分 枝 链 的 爆炸 问 
题 ,因此 在 定理 2.13) 中 有 umn &E(X,) = now — co (4 £ > 1 
时 ). 

本 市 到 此 为 上 ,都 是 讨论 离散 时 间 的 分 枝 链 . 其 实在 实际 问题 
中 ,所 谓 一 个 单位 时 间 ” ,只 不 过 是 为 了 简化 问题 而 说 的 .在 大 多 
数 场 台 ,时 间 必 须 考虑 是 连续 的 . 因此 ,我 们 有 必要 引进 连续 时 间 
的 分 校 过 程 . 在 (2.4) 中 ,我 们 已 经 看 到 了 分 枝 链 作为 一 类 特殊 的 


i H oa 
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马尔 可 夫 链 的 概率 特征 . 因此, 我们 就 把 (2.4)“ 连 续 化 ”作为 分 枝 
过 程 的 定义 . 

定义 2.3 ” 称 时 齐 的 可 数 状态 的 马尔 可 夫 过 程 X = 1X(:): 
上 El0,co)} 是 分 枝 过 程 ， 如 果 X 的 转移 矩阵 P(1) = 
(b. (t), ij) 之 0) 满 足 : 


pij(t)= 2 [| pi C) (20, i >0, j >0), 
bos = 60,， (O; 之 定义 如 前 ). 
(2.22) 
撤 开 概率 空间 及 随机 过 程 , 纯 分 析 地 说 ,任意 一 个 满足 (2.22) 
的 ( 准 ) 转移 矩阵 P(:) 都 称 为 分 枝 ( 准 ) 转移 矩阵 . 
合 题 2.1 设 P(i) 是 任何 一 个 标准 的 分 枝 准 转移 矩阵 ， 
P(O)=Q=(9qij 22 0) , WJ 
0, 4ji<i-l, 
Kas a ， 当 j 之 1 一 1， 
此 处 g, 二 一 gq, TRAA co, 
证 ”由 (2.22) 式 立即 可 推出 (2.23) 成 立 . 
定义 2.4 设 Q= (gi,j, ij 之 0) 是 一 个 转 强 阵 ( 自 然 要 求 
qi = q. < °°, Yi 之 0), 如 果 它 满足 (2.23), 则 称 Q 是 一 个 分 
梳 转 强 阵 
由 命题 2.1 看 出 :对 任何 分 枝 准 转移 矩阵 PO) 来 说 , 只 要 
b. (0) >- co (V; > 0),N| Q S P'(0) 是 一 个 分 枝 转 强 阵 . 
定理 2.$ 对 任何 分 枝 转 强 阵 Q 来 说 ,有 
(1) /7 = O; 


(2.23) 


Cry 


(2) ”车 令 f(s5) = Jaus (1 s |< 1), 
j=0 


(a) 当 f(s) 是 M 阶 多 项 式 时 ,m! = 0, 
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(b 当 Q 保 守 时 ,mm = 0 的 充 要 条 件 是 :Ye > 0, 积分 
l 
|. Zx 发 散 ， 
(c) 3: Q 非 保 守 时 ,m = 0. 
此 处 l Fm 的 定义 参见 第 八 章 定义 3.3， 
证 明 请 参见 [29] 第 二 编 定理 6.1 和 6.2. 
定理 2.6 任 给 一 个 分 枝 转 强 阵 Q = (gi,j, i,j 之 0), 令 


f(s) = Xi qis, A] 
j=0 
(1) 任何 一 个 分 枝 @ 过 程 P(i) = (p. (t), i,j 之 0) 的 母 


函数 F(t,z) = 2 pij(t)x Or!) 必 满 足 
j=0 


dF(t,x 
| = = f(F(z,z)), (Iz I<1, z220) (2.24) 
F(0,z) = x 
(从 而 最 多 只 有 一 个 分 枝 Q 过 程 ); 
(2) (2.24) 6 # F(t,z)# 2-3 Q 242 P ( t ) tj 8 eb 2 65 Z 


要 条 件 是 
= F(t, 2) | >0,，F(1,D) <1 
+ 0 


€ 一 


(220, k = 0,1,2,:::); (2.25) 
(3) ”对 任 一 分 枝 转 强 阵 Q ,存在 唯一 一 个 分 枝 Q 过 程 , 它 就 
是 最 小 Q 过程. 
证 明 请 参见 [29 | 第 二 编 定理 6.3. 
作为 这 一 节 的 结束 ,我 们 再 介绍 一 个 连续 时 间 的 分 枝 过 程 
X = (X(t): € [0,co)] 的 极限 定理 , 它 类 似 于 定理 2.2 中 离散 
时 间 的 分 梳 链 的 情形 ,只 不 过 当时 的 条 件 是 加 在 分 枝 链 {X, ;nn = 


0,1,2,…| 的 本 原 矩 母 函数 (s) = 》) ps” 上 ,而 今 对 连续 时 间 
m=0 
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的 分 枝 过 程 X = {X(t):t € [0,°o)] ,条 件 是 加 在 分 枝 转 强 阵 Q 
EME. 


定理 2.7 Q= (qi'j 之 0) 是 一 个 分 枝 转 强 阵 ， 
f(s) = Si gs 为 其 短 母 函数 ,P(L) 是 一 个 分 枝 Q 过 程 
J=0 


(1) 若 f(s) 寺 0(Y |+ |< 1),ñJ P 2)= IZ * tip # 
有 lim P(t) = I; 
(22 3 /(s)= 0(1 s <1),A m q. < 0, WJ 
1 0 0 
II = lim P(t) = f o Ü | 
t— So 0 () () ... 


其 中 o 是 FLz)=0 的 最 靠近 0 的 那 一 个 非 负 根 ,而 且 £ (1) >0 时 
o < 1.333, 3 f(1) =0 时 , 即 Q 保 守 , 则 p = 1 的 充 要 条 件 是 


fa) 会 2 jq. < 0. 
j=l 
证 明 请 参见 [129」 第 二 编 定理 6.4. 
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在 这 一 市 中 ,我 们 主要 讲述 并 研究 随机 服务 系统 中 的 一 些 基 
本 概念 及 其 有 关 问 题 ,以 此 作为 背景 ,再 引进 一 类 应 用 面 很 广 的 随 
机 过 程 一 一 生 灭 过 程 . 当然 ,在 随机 服务 系统 中 ,应 用 到 的 随机 过 
程 理论 ,不 仅 是 生 灭 过 程 更 新 过 程 ,一 般 马尔 可 夫 过 程 也 常用 到 . 
万 一 方面 , 生 灭 过 程 的 应 用 ,也 不 只 是 用 在 随机 服务 系统 中 . 随机 
服务 系统 中 的 理论 问题 ,最 早 是 从 “排队 论 ” 中 提出 来 的 . 经 过 后 
来 的 发 展 , 远 远 超越 了 “排队 论 ” 的 范畴 .但 是 为 了 尊重 历史 ,也 是 
为 了 语言 通俗 ,我 们 在 这 一 节 中 经 常用 “排队 论 ” 来 代表 随机 服务 
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系统 中 的 理论 问题 . 一 些 名词 \, 术语 也 借用 排队 论 中 的 名 词 与 术 
语 ,其 实 它们 都 可 以 抽象 为 更 广泛 的 问题 . 

排队 论 主要 研究 各 类 排队 现象 以 便 合理 解决 “顾客 ”与 “服务 
机 构 ” 的 供求 矛盾 ,这 里 顾客 与 服务 机 构 都 是 抽象 的 , 视 具 体 问 题 
的 不 同 而 有 不 同 的 含义 .例如 人们 到 售票 站 去 购 票 ,“ 人 ”就 是 顾 
客 , “售票 窗口 ”就 是 服务 机 构 ; 再 如 飞机 要 求 在 机 场 降落 ,“ 飞 机 ” 
就 是 顾客 ,而 “跑道 ”就 是 服务 机 构 ; 又 如 人 们 打 电 话 , “电话 呼叫 ” 
就 是 顾客 ,而 “电话 交换 台 ” 就 是 服务 机 构 . 尽管 顾客 、 服 务 机 构 、 
排队 现象 形形色色 ,但 从 理论 上 来 概括 ,要 构成 一 个 完整 的 “服务 
系统 ”, 都 必须 具备 下 列 三 个 组 成 部 分 : 

(1) 输入 过 程 . 是 指 来 到 服务 机 构 请 求 为 之 服务 的 顾客 到 来 
的 规律 . 

(2) 服务 规则 .是 指 各 种 类 型 的 "顾客 "来 到 服务 机 构 时 , 按 什 
么 原则 什么 次 序 接受 服务 . 

(3) 服务 机 构 . 是 指 服 务 机 构 内 部 的 设备 .能 力 、 服 务 速度 等 
等 ， 

下 面 我 们 逐个 来 简单 介绍 一 下 这 三 个 组 成 部 分 . 

(1) 输入 过 程 

一 般 而 言 ,有 下 列 几 种 输入 . 令 X, 是 [0,z) 内 来 到 服务 机 构 
请 求 服务 的 顾客 数 ,r, 是 第 个 顾客 到 来 的 时 刻 ,t = Ton, 


r, = > T, (n — 1). 
p=] 


(a) 定 长 输入 . 即 是 存在 一 个 常数 4, 使 P(T, = a) = 1 (2 > 
1), 即 相 邻 到 来 的 两 个 顾客 的 间隔 恒 为 a , 亦 即 
0, 13 t< a, 
= =< £) = . 
A( t) = P(T, < t) N s, > x. (3.1) 
(b) 泪 松 输入 . 即 是 1X :GE 10,%)| 是 一 个 Poisson 过 程 ( 强 


度 为 人 ). 可 以 证 明 ( 参 见 定理 3.1):|fX,} 是 强度 为 的 Poisson 过 
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程 的 充 要 条 件 是 1X,| 是 一 个 更 新 过 程 ,其 更 新 间距 iT,:n = 1, 
2,…| 是 一 串 相互 独立 且 具 有 共同 的 人 负 指 数 分 布 : 
l-e”, 当 上 >0， 

— .2 

P(T, < t) | 0 ws jo0 (3.2) 

(c) Erlang WA. BRÆT, on = 0,1,…| 是 一 串 相 互 独立 、 EL 


有 公共 分 布 函数 的 随机 变量 ,其 密度 函数 为 


0, 4 : < 0, 
alt) SIAOD a ~ (3.3) 
(k — D !Š ; x t > Ü 


(4 >0, k E— T E#2⁄2),J8ËBD T, 服从 参数 为 (k,X) 的 工分 布 . 

注意 : 当 & = 1, Erlang 输入 即 为 Poisson 输入 . 

(d) 一 般 输 入 . 即 是 1T, :2 = 0,1,2,…| 是 一 串 相互 独立 4 
同 分 布 的 随机 变量 . 

(a),(b),(c) 都 是 (d) 的 特例 . 

(2) 服务 规则 

一 般 而 言 ,有 三 大 类 . 

(a) 损失 制 . 即 是 顾客 到 达 时 ,如果 服务 机 构 内 的 所 有 服务 设 
TEARI r: ,该 顾客 就 自动 离 去 ,不 再 排队 等 候 . 例如 我 国 通 用 的 电 
话 系 统 束 是 采取 损失 制 的 服务 规则 . 一 次 电话 呼叫 (来 到 一 个 顾 
客 ), 当 所 有 的 电话 线 被 占用 时 ,只 此 呼叫 就 消失 . 

(b) 等 待 制 .顾客 到 达 时 , 若 服 务 机 构 内 的 所 有 服务 设施 都 被 
占 , 此 顾客 就 如 入 等 待 服务 的 排队 行列 . 这 种 服务 规则 中 ,如 果 细 
分 ,还 有 先 到 先 服务 、 优 先 权 服 务 、 随 机 服务 等 等 方式 . 

(c) 混合 制 . 即 兼 有 消失 制 与 等 待 制 两 种 含义 . 例如 规定 :等 
符 服 务 的 顾客 不 超过 N (确定 的 一 个 正 整数 ) 时 ,新 来 的 顾客 就 
加 入 排队 行列 , 若 队 长 超过 N, 新 来 的 顾客 就 离 去 . 再 如 :顾客 在 
队伍 中 等 待 的 时 间 不 超过 个 , 若 超过 T 就 离 去 。 

(3) 服务 机 构 . 主要 是 指 服务 设施 的 数目 (例如 机 场 有 N 条 跑 


620 随机 过 程 论 


道 , 电 话 交 换 台 有 M 条 线路 , 某 火 车 站 有 个 售票 窗口 ,等 等 . ) K 
每 一 个 服务 设施 的 服务 速度 .关于 每 一 个 服务 设施 的 服务 速度 ,大 
致 上 又 有 下 列 几 种 ( 令 V 是 每 个 顾客 的 服务 时 间 ): 
(a) 定 长 分 布 . 即 是 P( V = 08) = 1, 亦 即 
0, ”*4: < 8, 
B(:)= P(V < :) -1 4, > 0. 
(b) 负 指 数 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 且 具 有 相同 
的 负 指 数 分 布 : 


(3.4) 


1-e*, 4:20, 
BO)= (V<) =] 0, "4, < 0, (3.5) 
其 中 u 是 一 正 数 .平均 服务 时 间 为 
_ [ -xz _ 1 
E( V) = | xue ”dz Ps (3.6) 


(c) Erlang 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 ` 具有 相同 
的 Erlang 分 布 , 其 密度 了 晒 数 为 


ku (kut) | e N 
-| EDT HISA (3.7) 


0, “4 ; < 0, 

其 中 u > 0, k AERX. 

(d) 一 般 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 ` 具有 相同 的 分 
布 函数 . x 
在 服务 系统 中 , 几 种 重要 的 数量 指标 为 : 

(1) 等 每 时 间 . 即 从 顾客 到 达 服 务 机 构 至 他 开始 被 服务 这 有 段 
时 间 . 从 顾客 的 立场 出 发 ,当然 等 待 时 间 愈 短 愈 好 .但 是 等 待 时 间 
愈 短 ,势必 要 求 服务 机 构 的 服务 设施 多 、 速 度 快 . 如 何 调整 这 一 了 矛 
慎 , 以 使 顾客 与 服务 机 构 双 方 都 满意 ,这 正 是 排队 论 要 解决 的 矛盾 
之 一 . 

(2) 队长 . 即 是 在 等 待 服务 的 顾客 数 .这 也 是 顾客 与 服务 机 构 
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双方 都 关心 的 问题 . 就 服务 机 构 而 言 ,正确 估计 出 队长 ,对 设计 等 
待 空间 (如 候 机 室 、 停 车 场 、 仓 库 、 码 头等 等 ) 的 大 小 、 服 务 效率 的 
快慢 ,都 有 很 大 关系 .等 待 空间 设计 过 大 , 则 造成 设施 闲置 浪费 ,等 
待 空间 过 小 , 则 容纳 不 了 等 待 服务 的 顾客 .服务 效率 太 低 ,服务 系 
统 前 经 党 出 现 长 队 , 则 引起 顾客 厌烦 而 离 去 ,或 下 次 不 再 来 . 服务 
效率 大 忆 ,势必 增加 服务 设施 .( 当 然 , 加 强 科学 管理 ,在 不 增加 设 
施 的 情况 下 ,也 可 以 提高 服务 效率 ,但 我 们 在 这 里 假设 科学 管理 已 
达到 较 理 想 的 程度 ,而 从 数学 的 角度 去 研究 服务 设施 的 数量 与 服 
务 效率 高 低 的 关系 . ) 就 顾客 而 言 , 当然 希望 队伍 不 太 长 为 好 ,这 
样 等 候 服务 的 时 间 会 少 一 些 . 

(3) 忙 期 . 即 服务 机 构 连 续 繁忙 的 时 间 . 这 直接 关系 到 服务 机 
构 中 的 服务 人 员 ,服务 设施 的 工作 强度 . 也 涉及 到 顾客 的 利益 , 例 
如 呼叫 一 次 电话 ,总 希望 不 至 发 生 所 有 可 使 用 的 线路 处 于 忙 期 . 因 
为 所 有 可 使 用 的 线路 都 处 于 忙 期 ,电话 就 打 不 通 了 . 

下 面 我 们 首先 研究 输入 过 程 . 

定理 3.1 输入 过 程 |X,:t C [0,co)] 是 强度 为 4 的 Poisson 
过 程 的 充 要 条 件 是 :|1X :LE [0,co) 是 更 新 过 程 , 其 更 新 闻 距 
(T in = 1,2,…| 是 相互 独立 服从 共同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 
其 公共 分 布 为 以 1 为 参数 的 负 指 数 分 布 : 

l-e”, 3 >O, 
PIT, <o) = i 0 y <0. (3.8) 

证 ”必要 性 . 设 {X,::E[0,co)} 是 一 个 强度 为 4 的 Poisson 
输入 过 程 ,r, 是 第 个 顾客 到 达 的 时 刻 , T. = + - r (n > 1, 
ro =0), IX, =n] = Íz, < t < r, l, IX. 2 n] = Iz < t| 
(¿C [0,°), n=0,1,2,…). 记 X, = X(t). 推 证 TT) ,TT,,…, T. 
相互 独立 , 且 每 个 T, 具有 形 如 (3.8) 的 负 指 数 分 布 .为 使 符号 简 
单 起 见 ,只 证 有 = 2 的 场合 . 
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任 取 t， > 0, +, > 0.0, t) nn 等 分 , 今 
A, -U x[8 tn). x 名]<1， 
B =x (H) xf), 
则 A, 5B, 互 为 补 集 , 且 
A, N XOD >c x2) = 0, x (LEH )=1, 
Re 
A n IXG( i > 11n IT, < n) 
cUir) o (E) 


可 得 





十 
"< Dn +. <, 


和 人 ae- 
ep 


n—i . - ， 
U<) -0 [G+ Da) y(i) 1, 
j=0 n n . 


故 由 {X(t):t € [0,so)] 是 强度 为 1 的 Poisson 过 程 可 得 
P(T, < t, ,T, <t) 
= P(X(:,)>1,T, < ta) 
< P(A,,X(t,i) >1,T, < t.) + P(B,) 


<Sip[x[6)-ox(9=D5] (a). 





— >h H , —— EA 
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= >e wn . “A ha . (1-—- e 2)+ P(B,) 


=0 
= (1-e*:)(1-e*™%2)+o(1) (n— eo). (3.10) 
在 (3.10) PFS n — œ 得 
PITS 4, Ta < t,)< (A -ee a -e ). (3.11) 
下 面 证 明 (3.11) 的 反 回 不 等 式 . 仿 (3.10) 有 
P(T, < z, , T, <t) 


在 上 式 中 令 n 一 oo 得 
P(T, L t, Ta <.) < (1-—e*)(1—- en), 
(3.12) 
由 (3.11),(3.12) 得 
P(T, < ti, Ta < ta) = (1— e )(1 — e 22 ) 
(4 > 0, +, > 0). (3.13) 
# (3.13) FS z, À co 得 


P(T < t,) = (1 — e *⁄ ) (4 > 0). (3.14) 
在 (3.13) 中 令 如 人 oo 得 
P(T: <t.) = (1 —e 2) (¿ > 0. (3.15) 


H(3.13),(3.14),(3.15) 得 
P(T, < t, , T, < t) 
= P(T; < t )P(T, < t,) 
=(1-—e“)(1-—e2?) (n > O, ta >0). (3.16) 
MH t,t 中 有 一 个 为 0 时 ,(3.16) 显然 成 立 .而 当 上 <0 时 ,总 有 
P(T, <t) = 0. 总 之 ,Ti 与 T, 相互 独立 , 且 个 服从 强度 为 1 的 
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负 指数 分 布 .必要 性 得 证 
充分 性 . 设 1T, ;n 之 1| 独立 同 分 布 且 其 公共 分 布 为 强度 为 4 


的 负 指数 分 布 . 则 r，= D T; 服从 参数 为 (n ,4) 的 工分 布 , 即 <, 
的 密度 函数 为 





a, (t) = (3.17) 


adi 当 : > 0, 
0， 当 : < 0. 
推 证 {多 (1):t 10,%)} 是 一 个 强度 为 4 的 Poisson 过 程 .为 此 ,只 
需 证 明 :对 任何 正 整数 ,任何 非 负 实数 0 = to < ti <ie t, KIE 


何 非 负 整数 iooni ,总 有 下 列 等 式 ， 
P(N IX) = XCha) = ht) 


n 7 
— J| Eia , (A (t, 1)? | (3.18) 
k=l lk» 


因为 由 (3.18) 及 {X(t):t E10,%)| 的 定义 可 容易 验证 它 是 强度 
为 4 的 Poisson 过 程 .至 于 (3.18) 的 证 明 可 以 对 半 作 归纳 法 并 区 分 
ii 的 各 种 取 值 情况 来 证 明 . 

定义 3.1 Ü X = [X,: t: € [0,) 是 一 个 以 E = 10,1， 
2…' 为 状态 空间 以 PU) = (pij(t), i,j E E) Jte E ER 
时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 . Q = (qj, ij € E)= P(0) 是 其 密度 矩 
阵 , 如果 


一 Ào Ào 0 0 
Q = H1 ~ (À + u) À i 0 | 


0 #2 一 (A + Ha) À) 


(3.19) 
其 中 ào = 0; ài; A237 > 0; Hiss’ > Ü ( 即 qoo =T Ào, 
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q l = Ào, go; = Ü (4; 22). 4; >> 1 BF, qg; =— (À, +u), 
qi = Às qaia = His qi = 0 (3 | ;i—- j 12>1)),MW k X E — 
个 生 灭 过 程 . 

撤 开 概率 背景 , 纯 分 析 地 说 ,任意 一 个 形 如 (3.19) 的 矩阵 都 
称 为 一 个 生 灭 转 强 阵 . 显然 生 灭 转 强 阵 是 保守 的 . 

下 面 我 们 结合 随机 服务 系统 来 看 一 个 生 灭 过 程 的 例子 . 

例 3.1 设 有 一 轮船 码头 ,在 [0,z) 时 间 区 间 内 来 到 码头 要 求 
疫 印 赁 物 的 轮船 数 为 XiX:zEL0,co)i 构成 一 个 以 1 为 强度 
的 Poisson 过 程 ,再 设 每 条 轮船 装 纯 货物 的 时 间 荆 服从 参数 为 的 
负 指 数 分 布 ,而 且 各 条 轮船 装卸 货物 的 时 间 相 互 独 立 , 且 与 到 来 的 
纶 船 亦 相互 独立 . 令 7, 是 时 刻 上 码头 内 之 轮船 数 . 则 {7 > 0) 是 
一 个 生 灭 过 程 , 其 转移 密度 矩阵 P (0) 是 一 个 形 如 (3.19) HEK 
转 强 阵 . 

WE < Alt) = 1 在 [0,z) 内 共有 条 轮船 离开 码头 上 
Bi) = 1X, = kl = 1: 在 [0,z) 内 共有 上 条 轮船 到 达 码 头 | (k = 
0,1,2,…).T; 是 第 i 条 轮船 装 印 货物 所 需 的 时 间 (i = 1,2,…). 
由 于 下 服从 人 负 指 数 分 布 ,所 以 对 任 一 条 轮船 , 若 已 知 “ 它 在 时 刻 t, 
到 达 码 头 , 而 且 时 刻 i, 尚未 离开 码头 (1, 之 11)”, 而 且 在 时 刻 ;, + 
t 仍 未 离开 码头 的 概率 

PIT>t t +t | T>, — t) 
不 依赖 于 ti 和 z,. 因此 ,时 刻 0 在 码头 的 任何 一 条 轮船 (这 里 把 观 
察 时 刻 当 作 时 刻 起 点 0) ,在 时 刻 ; 尚未 离开 码头 的 概率 为 
PIT >) = e”. 
所 以 用 独立 性 假设 可 知 
P(A (t)B, (t) | M 一 让 一 ee (3.20) 
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显然 ,由 T 服从 负 指数 分 布 知 
im P(UIT. <zD=0 (Vi>D， (3.2D 
而 
pia) P(7T = il m = i) 


_ P(1m = = ¿j fN (U Bi(z) N A (2))) 
PUn = = i) 


= DP(B()A) | mn = i), (3.22) 
但 是 ,由 (3.20) 知 
a P(B At) | = i) LL (A+ in). 


一 > 们 十 


(3.23) 
# o (t) = P(X, = k), 


SIP(B,G:)A, (t) | 70 = i) 
< š! 


£ 


Or 


SUS 
< PLAC? | 2 =i) A&W 


t 


P (X, = 1, UIT, < til 9 = š) 
<&—— ——— t o(1) 
= MexP(U iT < ti)+ o(1), (3.24) 
H (3.21) ~ (3.24) 得 


lim Pait) TI L CA + in) (EE). (3.25) 


一 全 十 


仿 (3.22) 有 
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bua (t) = ST P(B, ()Ar (t) | g = i) GEE). 


(3.26) 
仿 (3.25) 之 证 明 方 法 有 
lim Pant) a a (i € E). (3.27) 


W i = 1,2,: = i-1 时 , 仿 (3.22) 有 


pa (a) = YIP(B (DA C) I m =i) (3.28) 


仿 (3.25) 之 证 明 方法 ,由 (3.28) 有 


lim Putt) = iu (i = 1,2,.). (3.29) 


MHE | i-a; |> 1, 仿 (3.25) 之 证 明 方 法 有 


PD -= 0 (V |; — j> 1). (3.30) 


H (3.25),(3.27),(3.29),(3.30) 得 
P (0) = Q 
— À À 0 0 
p —( +u) À Ü 


() 2u - (à +2) À 


mi 


显然 ,1w,:t € [0,co)} EA P) 为 转移 矩阵、 以 Q 为 转移 密度 
和 矩阵、 以 五 为 状态 空间 的 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 . 

定义 3.2 大 QQ 是 形 如 (3.19) 的 生 灭 转 强 阵 , 当 ww == 0 
(V: — 1) 时, 则 称 Q 是 纯 生 转 强 阵 ; 当 》;, = 0 ( V ; >— 0) 时, 则 
称 Q 是 纯 灭 转 强 阵 . 如 果 马 尔 可 夫 过 程 的 转移 密度 矩阵 是 纯 生 
(AEK ) 转 强 阵 时 , 则 称 此 马尔 可 夫 过 程 是 纯 生 ( 纯 灭 ) 过 程 . 

定理 3.2 设 Q 是 一 个 形 如 (3.19)] 的 生 灭 转 强 阵 , 则 下 列 陈 
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述 等 价 : 

(1) P(:) 是 标准 的 转移 矩阵 (此 处 了 (1) 是 第 八 章 定理 3.4 
中 所 定义 的 最 小 的 Q 过 程 ), 从 而 Q 过 程 是 唯一 的 . 

(2) 《GT-Q)y=0,y 之 0， SUD y; < 00》 只 有 零 解 (A 2 
任 一 大 于 0 之 实数 ). 


A A Mari far” Mn 
3 ~ < UU CC s x -一 Oo, 3.31) 
(3) 2 2 Àrri Ak Àn 


证 明 参 见 [29]」 第 二 编 定 理 5.1. 

这 个 定理 说 明 : 对 生 灭 过 程 来 说 ,只 要 其 转移 密度 矩阵 Q Wi 
E (3.31), R Q 过 程 是 唯一 的 ,所 以 此 生 灭 过 程 的 概率 规律 性 , 完 
全 由 Q 所 决定 . 

系 1 若 Q= (gi,j, ij 之 0) 是 一 个 纯 生 转 强 阵 , 即 gq,， 
-= À;, qiitl = À;, gi; = 0( 当 j 关 i Z i+1), À> 0, 4 > 0 
(i 之 1). 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) ”最 小 Q 过 程 P(1) 是 标准 的 转移 矩阵 ; 

(2) 《QI -Q)y =0, y>0, supy; < ©) RARE P 
A 为 任 一 正 实数 ); — 

(3) > =o, (3.32) 


R2 设 久 = 1X,:t 10,%o)| 是 满足 系 1 中 条 件 (3.32) 的 
纯 生 过 程 ,P(t) = (pi. (t), ij 之 0) 是 其 转移 矩阵 , 则 
0, 3 ; < i 
e i, 当 | = ¿, 


> |= 


pi,;(t) 三 
e| eA pij (sds, 3 > ;. 
0 
RI 设 和 是 系 2 中 的 纯 生 过 程 , 若 ) = 和 >0(Vi >O), 
则 X 必 为 强度 为 和 的 Poisson 过 程 , 反 之 亦 真 . 
定理 3.3 É X = |X,:t € [0,cço)] 是 一 个 生 灭 过 程 ,其 转 
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BERE Q = (gij, ij 20) (8.19) 所 给 出 .P(1) = 

(p. (1), :,J 22 0) # ASE £ P 3.4 中 所 定义 的 最 小 Q 过 程 ， 

P(t) = (p(t), 1, >0)Æ X HHE, (PUO) P(:) 并 

未 给 出 ,而 Q 却 是 已 知 的 ) 令 

my = lim p; Ct) (i,j > 0), 
> 


z, = lim p(t) G¿,j>0. 


(F) Bài >0, 令 
ADA1 Al 


= 1, a > CCC > ] I 
po 0 m (n 之 1) 


T 


(1) $ >, p， = œ, T; = 0 (Yi,7 >20). 





(2) Da < o, D r = oo , 则 





n = Ü 
~ __p 
Mij oo (1 之 0, j > 0) 
2, 0. 
n = 0 
(3) #P3loə < eo, Y L < o, 
n =Ü n = 0 À nOn 


J 


(1) + y = oo, WJ 


(2) #* y < oo, 
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T i0 一 y”, T i,j =0 (2 =0, j = 1). 
特别 地 , 若 (3.31) 成 立 , 则 Q 过 程 是 唯一 的 ,从 而 P(t1) = P(t), 
所 以 

Tij 一 lim ba; (t) = lim pi; (t) = Rij (i,7 = 0). 
于 是 m; 亦 由 定理 3.3 中 诸 款 而 计算 出 来 了 ， 

证 明 参 见 [29] 第 二 编 定 理 5.7 与 定理 5.8. 

定理 3.3 告 诉 我 们 :只 要 知道 生 灭 过 程 的 转移 密度 矩阵 Q (不 
必 知 道中 间 对 象 P(t) = (Pia), 之 0)) ,就 可 以 直接 算出 

Tij = lim Di; (t). 
这 在 实际 问题 中 是 非常 有 用 的 . 

我 们 这 里 只 把 生 灭 过 程 作 为 随机 服务 系统 的 理论 基础 之 一 而 
简单 地 予以 介绍 ,其 实生 灭 过 程 的 内 容 非 常 丰 富 .有 兴趣 的 读者 可 
参看 专著 [75] 或 [29]. 

现在 我 们 来 综合 研究 服务 系统 . 如 前 所 述 ,一 个 完整 的 服务 系 
统 包 括 三 个 组 成 部 分 : 

(1) 输入 过 程 ; (2) 服务 规则 ; (3) 服务 机 构 . 

对 输入 过 程 ,我 们 用 M,D,E, ,GI 分 别 表示 Poison 输入 、 定 
KA SPO, A) 的 Erlang 输入 ( 即 和 参数 为 (k,X) 的 下 输入 ) 
和 一 般 输 入 .对 “服务 规则 ” ,都 是 等 待 制 或 损失 制 , 且 先 到 先 服 务 . 
对 于 服务 机 构 ,主要 有 两 个 指标 ,一 是 服务 设施 的 数量 ,二 是 每 台 
服务 设施 的 服务 速度 . 服务 设施 的 数量 用 nw( 有 限 个 ) 或 ce (无 穷 
多 个 ) 表示 .服务 速度 用 G 表示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相 互 独 
立 具 有 公共 分 布 的 随机 变量 ,用 M 表示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 
相互 独立 的 具有 公共 的 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ,DD 表示 各 顾客 的 
服务 时 间 为 定 长 , E, 表示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相 互 独立 的 具 
AA, A) ARK Erlang (RFK T) 分 布 的 随机 变量 .而且 我 们 
总 设 各 顾客 的 服务 时 间 与 输入 过 程 相 互 独立 .这 样 一 来 ,对 于 一 个 
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服务 系统 ,只 要 用 4 个 指标 就 可 以 刻画 了 .例如 M Min FI) 表 
示 服 务 系统 的 组 成 如 下 :输入 是 Poisson 输入 ,服务 规则 是 等 待 制 
且 先 到 先 服务 ,服务 设施 数 日 是 ,每 台 设 施 的 服务 速度 ( 即 每 个 
顾客 所 需 的 服务 时 间 ) 服从 负 指 数 分 布 . 再 如 GI MIn (Ti k) R 
示 一 般 输入 ,服务 规则 是 先 到 先 服务 从 而 是 损失 制 ,服务 设施 数 为 
n .每 台 人 设施 的 服务 速度 服从 负 指 数 分 布 . 

(一 ) MIMIn ER) 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 4 为 强度 的 Poisson 过 程 ; 

(2) 服务 规则 是 等 待 制 先 到 先 服 务 , 即 是 顾客 到 达 时 , 若 有 服 
务 设施 空 闪 , 则 该 顾客 立即 被 接受 服务 ;车 所 有 的 (n 台 ) 服务 设施 
均 被 占用 , 则 该 顾客 加 入 等 待 队 伍 , 依 次 等 待 接 受 服务 ，; 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 n ,每 个 顾客 的 服务 时 间 


服从 参数 为 u 的 负 指 数 分 布 , 从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 也 是 相 
互 独立 的 . 

< p 表示 时 刻 t 在 该 服务 机 构 中 正在 服务 的 顾客 数 与 等 待 服 
务 的 顾客 数 的 总 和 . 则 仿 例 3.1 可 证 :|7 :zzE [0,co)} 是 一 个 生 
KIE, RERE Q = (co ,i,j 220) 有 如 下 形式 : 


一 Ào À o 0 () 
Q = #1 — (À, + u) À | 0 


0 “2 ~ (À, + uo) À, 


HP à =à, j = 0,1,2,…， 
= 当 7 = 1,2,…,n, 
Ki 一 nu, 1⁄4; = n +l,n t2, e 
È PU) = (p. (t), i,j 220) Ey :ET[0,co)} 的 转移 矩阵 ， 


(3.33) 
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P(t) = (pu; (t), i,j 22 0) 由 第 八 章 定理 3.4 所 定义 . 
定理 3.4 ”对 于 M/M/n( 等 待 ) 系统 而 言 ， z < 1, 则 
|: E [0,ce)} E P(:) = P(:), B. 
lim pij(t) = = G 20,220, — (3.34) 





Dr 
k=0 
其 中 
404AI At-1 
Po Pi m ( = ) ( ) 
证 hp < 1 所 以 
k+l CE+2 ` Hm 
m=] E=1 A,A; À e +2 Àm 
> L 一 Hk+ H+2 Hm 
C SC AA Ak An 
_ 1 2° [Y _ 
À m= x+] P = ++1 À l | 


因此 由 定理 3.2 知 P(z) = P(t). 又 因为 
Ya = Dat DJAA <=. 


= k=n+l 

L N Aoi h l 
一 — AFÑ,—. Q + — 

> 元 À kO; 2 AYA Ay 1 Àg 





所 以 ,由 定理 3.3( 甲 ) 得 知 
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lim p; ; (1) = Li (¿— 0, ; >0). 
>i Pr 


k=0 
定理 3.4 证 上 毕 . 
现在 我 们 来 分 析 一 下 定理 3.4. 


(1) 条 件 六 < 1 的 意义 .我 们 知道 4 是 输入 过 程 
过 程 的 强度 , 它 的 直观 意义 是 “单位 时 间 内 来 到 的 顾客 的 平均 数 ”， 
而 / 是 服务 时 间 所 遵从 的 负 指 数 分 布 的 参数 , 它 的 直观 意义 是 :一 
是 每 个 顾客 的 “平均 服务 时 间 ”, 从 而 /是 一 台 服 务 设施 “单位 时 间 
内 服务 完 的 顾客 的 平均 数 ” ,而今 服 务 机 构 内 有 n 台 服务 设施 ,和 


是 “单位 时 间 内 来 到 此 服务 机 构 的 全 体 顾客 所 需 之 总 服务 时 间 的 
平均 数 ” ,而 今 服务 机 构 内 共有 n 台 服 务 设施 ,所 以 单位 时 间 内 总 


共 能 提供 ”个 单位 时 间 的 服务 .因此 ， 4i > 1 时 ,供不应求 , 势 


必 等 每 服务 的 顾客 数 愈 来 愈 多 ,对 任何 i >20, > 0, 48 
limpi,j(t) 二 limp(y = j | m = i) = 0, 





Poisson 


服务 系统 不 能 达到 平衡 状态 . ¿PP < 1 时 ,供过于求 ,等 待 服务 
的 顾客 数 不 会 愈 来 愈 多 ,所 以 





lim p; (£) 一 L 之 0,7 20), 
2, p. 


k= 0 


亦 即 服务 系统 能 达到 平衡 . 令 户 = lim P(7, = j), W 


b = lm Pp = 0)p,() = G >0, 
120 
Pk 


k =Ü 


b; 称 服务 系统 处 于 平衡 状态 ) 的 概率 . 显然 
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P = 1, 
其 中 o, IB (3.35) 所 定义 , 即 是 
ay, HOLAN, 
Pe 一 k 
EET a a> 
(3.36) 
p = = r — 
Da Dilat adli) 
= Pi 
Die) at e) a a 
np 
qr E o sose, 
=) z+ [2] nl A 
np 
i P | 7: | P ) | À 
n-i ; n = pn | CO—— 
sa aaa le 
(3.37) 
(2) 顾客 来 到 服务 机 构 时 ,不 能 即刻 接受 服务 ,需要 等 待 的 概 
* p. 


因为 服务 设施 共有 nn 台 , 所 以 一 个 顾客 来 到 服务 机 构 ,不 能 即 
刻 接受 服务 的 充分 必要 条 件 是 :服务 系统 处 于 的 平衡 状态 j 之 n, 
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所 以 
-Dp (3.38) 


(3) 服务 机 构 内 的 忆 wn 与 排队 等 待 服务 
的 ) 数 的 均值 N,. 


= Dip (3.39) 
(4) 等 待 服 务 的 顾客 数 的 均值 N， (W). 
显然 

= Dip (3.40) 


定理 3.5 对 MIIM/n( 等 待 ) RRE RE < 1, 当 系统 达 
到 平衡 状态 以 后 ( 即 P(n = j) = EP = i)p;; Q) — 


© PO = = i)p = p (3 ;: EDK)), A 9] JR 2-4u3945 ERS 
所 需 之 等 待 时 间 为 W, | 
P(W> i= p,  —1 e0 (1>0). (3.41) 


E 令 P(W>z)= Pl(W >z | 顾客 到 达 时 ,服务 系统 处 
于 平衡 状态 7), 则 
P(W > :) = D pP (W > n). (3.42) 


显然 
P(W>t)=0 (>0, j; < n). (3.43) 
将 (3.43) RA (3.42) 得 


P(W > t) = Ppp (W > D). (3.44) 
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下 面 我 们 来 计算 P. (W > :). 

当 服 务 系统 处 于 平衡 状态 ) G> n) BF, HP n + il EER 
受 服务 ,7 -nn 个 顾客 正在 排队 等 待 . 所 以 这 时 新 到 来 的 顾客 要 在 
服务 机 构 依次 服务 完 ; -n+1 个 顾客 后 ,他 才能 被 接受 服务 .因此 
EF M(t) 为 时 间 长 度 ; 内 服务 机 构 服 务 完 的 顾客 个 数 , 则 


P, (W > t) = S P(MG) = i). (3.45) 


由 于 各 顾 客 的 服务 时 间 相互 独 立 且 具 有 公共 的 以 4 为 参数 的 负 指 
数 分 布 ,所 以 在 该 顾客 等 得 时 间 内 ,每 台 服 务 设施 的 输出 过 程 ( 即 
服务 完 而 离开 服务 机 构 的 顾客 ) 是 一 个 以 j 为 强度 的 Poisson 过 程 
(定理 3.1 正 是 这 一 结论 的 理论 根据 ) ,而 今 该 服务 机 构 内 共有 n 
台 设 施 ( 当 然 它 们 之 间 的 服务 是 相互 独立 的 ) ,所 以 此 服务 机 构 的 
总 的 输出 过 程 是 一 个 以 nw 为 强度 的 Poisson 过 程 . 所 以 

P(M(¢) = i) 一 ee D (3.46) 


将 (3.45),(3.46) 和 (3.37) IK A (3.44) 得 


(3.47) 


其 中 p, 由 (3.37) 所 定义 .定理 证 毕 . 
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系 1 顾客 需要 等 待 的 概率 为 
p. = P(W > 0) = p, ' L. (3.48) 





n 
这 与 (3.38 ) 的 结论 是 一 至 的 因为 由 (3.37) 有 

b; = 六 (二 (J = n), 
所 以 由 (3.38) 亦 有 


= Ta nn -À 


np 





系 2 顾客 到 达 服 务 机 构 后 平均 等 待 时 间 为 
E(W) = | £ ta - P(W > 1)) az 


-ph eg 
! A 





np 
_ P ,1 __ p o n 
-À (nga - A) (np — À) 
nu | 
_ [AY nx | 
定理 3.6 S M/M/1( 等 待 ) 系统 而 言 , 设 人 之 1 5 Z #ik 


1 
到 平衡 状态 以 后 ,在 长 为 工 的 时 间 区 间 内 (LL 相当 大 ). 
C) 忙 期 ( 即 服务 设施 正在 服务 ) 的 总 长 度 及 平均 个 数 分 别 


为 
Lg = L, Z(L,) = L — (3.50) 

(2) “单个 忙 期 的 平均 长 度 为 
La) = —— (3.51) 


HL — À 
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(3) ”单个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 平均 数 为 


N(Ls(1)) = ——. (3.52) 
t — À 


证 ”对 MIMICS) 系统 而 言 , 正 如 定理 3.4 后 面 ,对 六 < 1 


(而 今 n = 1) 的 意义 的 分 析 那样 ,是 “单位 时 间 内 来 到 此 服务 
机 构 的 全 体 顾客 所 需 之 总 服务 时 间 之 平均 数 ", 亦 即 在 相当 长 的 时 


间 工 内 , 忙 期 总长 度 为 


À 
L. = I. 
Ë ž p 


于 是 ,各 闲 期 (从 服务 机 构 变 成 采 置 开始 到 新 顾客 到 来 为 止 这 段 时 
间 ) 的 总 长 度 为 


| L-L =L. (1 人 
而 在 时 间 L 内 , 闲 期 的 平均 个 数 为 
L{1- 2 
ri = AL : (I - 人 
了 H 
由 于 各 个 忙 期 与 各 个 朵 期 在 时 间 轴 上 是 相间 的 ,所 以 ,在 时 间 L 


内 , 忙 期 的 平均 个 数 杰 为 
Z(L,)=AL. 1-4)= L UTAN 





4 
从 而 单个 忙 期 的 平均 长 度 为 
Ls 1 
L0) = ZG) 7 pA 
单个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 的 平均 数 为 
N(L (0) = 2P -= 


F 
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(因为 在 忙 期 内 ,每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 ) 定理 证 毕 . 


(Z) MIMIn KR) 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 4 为 强度 的 Poisson 过 程 . 

(2) 服务 规则 是 消失 制 , 即 当 顾客 到 达 时 ,和 车 n 个 服务 设施 至 
少 有 一 个 空 用 , 则 顾客 瑟 上 被 接受 服务 ; 若 个 服务 设施 均 被 占 
用 , 则 顾客 就 离开 服务 机 构 ,或 者 说 此 顾客 消失 了 . 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 n ,每 个 顾客 的 服务 时 间 
服从 以 jp 为 参数 的 负 指 数 分 布 , 从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 亦 相互 
独立 ， 

B q 是 时 刻 t 正在 被 服务 的 顾客 数 , 则 由 于 现在 考虑 的 是 
MIM/n (消失 ) 系统 ,所 以 mn 所 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…,n, 共 
n + 1 个 值 . 

定理 3.7 |y,:1E€1[0,%)| 是 一 个 有 限 状 态 的 ( 共 n+1 个 状 
S) 时 芥 的 马尔 可 夫 过 程 , 若 令 Plt) = (p. (r), i, j = 0,1,…， 
n) 是 其 转移 矩阵 ,Q = P'(0) = (p, (0), ij = 0,1,…,n) 是 
其 密度 矩阵, 记 p'u (0) = qj A 


一 Ào Ào 0 () * () 0 
Hi 一 (A; + Hi) À! 0 = Ü 0 
Q = 0 /42 —(A ta.) Ay 00 |, 
0 0 0 O 一 


JoP À, = À (0 S; < n), ; = ju (1 < ; < n). 而且 
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x ày 
p: = limP(g = j) = pot (j= 1,,n), 


(3.53) 
其 中 


b = p: G (3.54) 
(3.53), (3. SD ERA an AR. ERT t— oh, £ 
统 处 于 平衡 状态 j 的 概率 ,特别 地 
AY ¿y ü 
- 3.55 
Pa = CABIA 33 
是 n ARAMEA IE EHETI 0 8838 , JF BDE Z Ak E aE 
绝 服 务 而 消失 的 概率 , 称 之 为 消失 概率 . 
由 (3.53), (3.54) 得 知 :正在 服务 机 构 内 被 服务 的 顾客 的 平 
均 数 为 





À Y À Y 
N, = , w- PR tl Lo ansi ls) | . (3.56) 
证 仿 例 3. 人 人 尔 可 夫 过 程 
z | 
Plmiam = itll = i) 
= P(Lt,t + At) 内 恰 来 一 个 顾客 , B. i 个 正在 服务 
的 顾客 尚 无 一 个 结束 服务 ) 
+ P(t,zt + At) 内 至 少 来 两 个 顾客 , 且 使 
Nea Z f + 1) 
记 作 
— I(Az;)+ H(Ar). (3.57) 


根据 Poisson 输入 与 负 指 数 分 布 的 性 质 ,以 及 输入 过 程 与 各 顾客 的 
服务 时 间 相 互 独立 可 知 : 
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I (At) = (AAte’™)(e”) 
= AAt + o(At) (Ar 一 0)， (3.58) 
ICA) = olAt) (At — 0). (3.59) 
(3.58), (3.59) (K A (3.57) 得 


. At) + At 
qii = lim HAR E Mtae) =A (n> ¿>0), 


(3.60) 
而 
Pheu =i clli) 
= P( 在 [i,t + At) 内 无 顾客 到 来 , 且 i 个 顾客 中 恰 
有 一 个 服务 结束 ) 
+ P( 在 [t,t + At) 内 至 少 来 一 个 顾客 , 且 i 个 顾客 
中 至 少 有 一 个 顾客 服务 结束 ,ns = i 一 1) 
= I° (As) + I (An). (3.61) 
而 
I * (At) =e (1 一 ep (eA y 
= ¿At + o(At) (Ar —0), (3.62) 
OS I (AG S A- ehd- (e“%)') 
= o(At) (At— 0), (3.63) 
所 以 
qdi,i-! = lim HA HU (At) = iu (i 之 1).(3.64) 
仿 之 易 证 : 
qoo 二 一人， 
qi =~ (À + ip) (n >í 21), qun = — nt, (3.65) 


qi,; = Ü ( | ¿- J |>1). 
aL Q 之 值 如 定理 3.7 所 断言 .下 证 (3.53),(3.54). 
再 用 [29 | 第 二 编 定 理 2.2(Vi) , 解 线 性 方程 组 ， 
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Qo Gor Qp, 

Qio Gi ° di, 
(£o ,TT1 En) . : : 

~ Gn,0 (7, ,1 n5 Un,n 
Zi = Ü (0< ¿< n), 


得 通 解 为 


À T E \J | 
— AoA Aj- o = 1 (j = 1,2, 


1; 0 — 1 
MB 277 i J. V 
所 以 ,由 [29|] 第 二 编 定 理 2.2(VYi) 得 
, 1AA 1/AVY 
timpu) = aha) (B aa) ) 
(i = 0,1, n, j = 二 0,1,…,n), 改 


i 
H 
= 


一 lim >` P ( 7 = i) p; (t) 
t> ;i=0 


. j=0 j! H 
定理 证 毕 . 

(=) MIMI% 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 


(1) 输入 过 程 是 以 A 为 强度 的 Poisson 过 程 . 


(2) 服务 规则 就 是 先 到 先 服 务 , 注 意 ,由 于 现在 服务 设施 有 无 
穷 多 个 (理想 的 ), 故 任 一 来 到 的 顾客 , 镀 不 需 等 行 也 不 消失 ,因此 


这 是 无 等 行 制 与 消失 制 的 差别 . 


(3) 服务 机 构 中 服务 设施 有 无 穷 多 个 ,每 个 顾客 的 服务 时 间 
服从 以 为 参数 的 负 指 数 分 布 ,从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 


1 


— 


u“ 


n). 


AGUDA) ess5 
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(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 亦 相 互 
JR SI. 

设 7, 是 时 刻 t 正在 服务 的 顾客 数 . 

例 3.1 已 证 {w,:t E10,co)|1 是 一 个 生 灭 过 程 ,其 密度 矩阵 
由 (3.19) 所 给 出 , 且 其 中 4 二 4, u = .由 于 生 灭 过 程 { x,:1 Ë 
L0,co) 的 转移 密度 矩阵 Q = (q. ,i,j 之 0) 已 求 出 ,nn:t € 
[0,co) 1 的 其 他 概率 性 质 化 为 由 Q 来 研究 其 他 相应 的 性 质 .这 是 
纯 数 学 的 问题 了 . 在 此 我 们 不 准备 再 深入 讨论 . 


§4 ARMA 模型 与 Wold 分 解 


在 本 章 的 第 1 市 中 ,我们 简单 地 介绍 了 一 下 更 新 过 程 (未 必 是 
马尔 可 夫 过 程 ) 的 应 用 ,在 第 2、 第 3 节 中 ,分 别 介绍 了 分 枝 过 程 与 
生火 过程 ( 它 们 都 是 马尔 可 夫 过 程 的 特例 ) 的 应 用 .在 第 4 节 中 ,我 
们 将 简单 地 介绍 一 点 平稳 过 程 的 应 用 ,主要 想 介 绍 一 点 有 关 宽 平 
稳 序 列 的 线性 模型 .本 节 恒 令 Z = 10, +1, 土 2,…| 为 整数 集 . 

定义 4.1 称 二 阶 和 矩 存在 的 实 值 随机 过 程 {e(:):t € Z| 为 白 
噪声 序列 ,如 果 Eelt) =0, E(e(s)e(t)) = ob, (Vs,t E Z), 
其 中 6 =0 或 1 由 关上 或 * = 上 而 定 ,c: 为 正 实数 . 

对 于 宽 平 稳 序列 的 线性 模型 , 拟 介绍 以 下 三 类 实用 上 较 有 价 
值 的 线性 模型 : 

(1) AR(p) 模型 (Autoregressive model of order b); 

(2) MA(q) 模型 ( Moving average model of order q); 

(3) ARMA( p,q) 模型 (Autoregressive moving average model of 
order (p,q)). 

定义 4.2 RİX): € Z] 是 零 均值 的 实 值 宽 平 稳 序 列 ， 
[e(t € Z| 是 白 噪声 序列 , [popis p} 和 {066 ,0 ,…,0， 


p 
为 二 列 实数 且 b = wo = 1, Pr 天 04 天 0 . 令 G(z)= >》 
k=O 
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@(x) = 510. 
(1) * @(zx) = 0 的 pp 个 根 都 在 单位 圆 外 面 ( 此 所 谓 平 稳 性 
条 件 ) , 且 


S aX =k) = eli) (V: € Z), (4.1) 


则 称 {X(z):t € 2 是 疡 阶 平稳 自 回归 序列 (简称 它 是 AR( p) FF 
列 ) ,或 称 (4.1) 是 p 阶 平稳 自 回 归 模 型 (简称 之 为 AR( p) 模型 ). 

(2) Olz) = 0 的 g 个 根 都 在 单位 圆 外 面 (此 所 谓 可 首 性 
条 件 ), 且 


X(t) = 5 Gels = k) (V: C€ Z), (4.2) 


则 称 { 久 (1 ):t € Z| 是 q 阶 可 逆 滑 动 平 均 序 列 (简称 它 是 MACo) 
序列 ) ,或 称 \(4.2) 是 g 阶 可 逆 滑 动 平均 模型 (简称 之 为 MA(c ) 模 
型 ). 

(3) 若 @(z) = 0 的 p 个 根 和 B@(z) = 0 的 v 个 根 都 在 单位 
圆 外 面 , 而 且 


Ë 


Sp, X(t- k) = Sae- k) (V: CZ), (4.3) 


则 称 i 义 (z):t € Zi Æ p BtE$8 B Elild q 阶 可 逆 滑 动 平均 序列 ( 简 
PE ARMAC p,q) 序列 ), 或 称 (4.3) 是 p 阶 平稳 自 回归 9 It BJ 
逆 滑 动 平均 模型 (简称 之 为 ARMAC, q) 模型 ). 

大 用 信号 传输 的 语言 来 直观 地 描述 上 面 诸 模型 , 则 有 下 面 的 
解释 . 

(l) X = {X(t):t C€ Zl 是 AR(D) 序 列 , 亦 即 该 信号 系统 在 
时 刻 :( 现 在 ) BES XU) 等 于 时 刻 z 以 前 p 个 时 刻 的 信和 号 经 线性 


P 
滤波 后 的 和 > —@,X(t— k) 加 时 刻 : 的 白 噪声 e(z), 其 数学 表达 


式 即 为 (4.1). 
从 (4.1) 我 们 看 出 :在 AR(p) 模型 中 , 白 噪声 e(t) 对 上 以 后 
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的 每 一 时 刻 s + 上 REX + s) (s > 0) 部 产生 影响 . 
(2) X= |[X(1):1 EV 是 MA(g) 序 列 , 意 即 该 信和 号 系统 在 
时 刻 1( 现 在) 的 信号 X) 等 于 时 刻 z 的 白 噪声 e(1) JH ; 以 前 o 


个 时 刻 的 白 噪 声 经 线性 滤波 后 的 和 > gelt- 有) ,其 数学 表达 式 


即 为 (4.2). 

从 (4.2) 我们 看 出 :在 MA(g) 模 型 中 , 白 噪声 e(z) 仅 对 XX(z) 
É 以 后 的 g 个 X 的 将 来 值 X(z +1),…,XX(t + 9g) 产生 影响 ,e(z) 
对 X(t+s)( 当 s > q 时) 并 无 影响 .这 是 AR(yp) 模 型 与 MA(g) 
模型 的 重要 区 别 之 一 . 

(3) ”从 ARMA(p,g) 的 定义 看 出 : 

AR(p) = ARMA(p,0), MA(q) = ARMA(0, 4). 
所 以 AR(p) 和 MA(g) 都 是 ARMA(p,g) 的 特例 .ARMA(5 , q) 
模型 , 较 之 AR(p) 模型 和 MA(g) 模型 更 一 般 一 些 . 但 在 实际 问 
题 ,有 时 需要 ARMA( ,ga) 模型 来 描述 . 

定理 4.1(Wold 分 解 ) 设 X= |X(1):t € Z} £ ARMA( b, 


P 


q) 序列 , lelt): € Z}, @(z) = X oX - k), Olz) = 


Ë =D 
> ke(t — h) 如 定义 4.2 中 所 定义 , 则 有 
k=0 
(1) X(t)= > Celt-k) (V: € Z), (4.4) 
k=0 


See 1C,:k = 0,1,:-] # @(z)/@(<z) £| =|< 1 k 65 Taylor £ X 
中 之 系数 , 且 满 足 


1 C,|< eo, (4.5) 
b = Ü) 
(其 实 还 存在 A, > 04 
CG |<à2e“ (k=0,1,.), (4.6)) 


称 (4.4) 和 (4.5) 22 X 66 Wold Ë& 4R|C., k = 0,1,:--1 3 X 64 
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Wold 系数 .关于 Wold 系数 1C,j 还 有 下 述 递 推 公式 ， 


Co 一 Oo = 1, 
— F“ — 
C = 0, — 2; Pei © C; 
j= 0 
— k —— 
一 Ü, 一 Di( ; ( Ë 一 1,2,: 
j=l 
其 中 
"I -1 3 0=< =< g, 
” lo, 其 他 ， 
~ -9 当 0 委 =<), 
和 |o 其 他 . 


(2) elt) = P aX - k) (Yt:EZ), 


(4.7) 


(4.8) 


(4.9) 


(4.10) 


其 中 di:k=0,1,…| 是 BB(z)/B(z) 在 |z| 过 1 上 的 Taylor 展 式 


的 系数 ,而 且 满 足 


k = Ü) 
(其 实 还 存在 A ,1 > 0, 使 
| d, | < Ae 各 
Id, WA FERRAR: 
do 


d, = 


I 
S 
| 


(k = 0,1,=:). 


(4.11) 


(4.12)) 


第 十 二 章 应 J 647 








- D Cd. G, k =1,2,-.. (4.14) 

证 明 参 见 [84j」 第 一 _ 章 定理 8 与 定理 9 

我 们 知道 :对 零 均值 的 宽 平稳 序列 = (X(t): € Zi 来 说 ， 
它 的 许多 概率 性 质 , 是 基于 它 的 相关 郑 数 B(r) 全 E(X,..X,) 上 
的 .而 对 ARMA(z ,9g) 序列 而 言 ,lp pp op) ,1{00,01,…,0, | 
和 ot 却 是 决定 它 的 概率 性 质 的 特征 参数 . 这些 特征 参数 与 相关 陆 
数 B(t) 有 什么 关系 呢 ? 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 4.2 设 X= IX(t):t EZ ŽAB) AKK 
ARMA( p,q) 序列 , 则 其 特征 参数 popo pl, {00,01，…， 
0 | ,as 5 B(+) 有 下 述 关 系 ， 


QC; ,, 30< =< qg, | 
DABU - k) = ý ? Ga > T> (4.15) 
O, 3 t> q, 


其 中 {Ci:k = 0,1,2,…| Æ X ú Wold 系数 . 
证 KX X RE ARMA(A,q) 序列 ,所 以 
3 - k) = Sigel - k). 
两 边 乘 以 X(0) 再 取 期 望 得 。 
Y aB — k) = > 6.B(X(0)e( - k)). 
而 由 ARMA( pq) 序列 满足 平稳 性 条 件 可 得 


E(X(0)e(: — k)) = 1 “tsk, 


0, U tR. 
以 此 式 代 入 上 式 即 得 定理 4.2. 
#1 若是 AR(p) 序列 , 则 


ç; :， 当 1=0， 
> eB(t- k) -1 
k=0 


4.16 
0, š ;=0. ( | 
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系 2 +X Z MR(g) 序列 , 则 
| 2 d 2 
= < — 3 
BO) = ua MEREN 
Ü, 当 t > q. 
定义 4.3 ” 称 差 分 方程 组 (4.16) 为 Yule-Walker 方程 式 . 
下 面 我 们 再 介绍 一 下 ARMA(p,g) 模 型 


Ë q 
UAX ( - k) = 2, e (1 -k) (¿£ €Z) 


中 的 参数 | go,…, pl 810... 0 上 的 估计 问题 . 估计 的 依据 是 X 
的 一 组 大 小 为 N > 户 + 9 的 样本 久 (1),X(2),…, 久 (N). (通常 X 
的 相关 函数 BC) 是 未 知 的 ,如 B(z) 已 知 , 则 处 理 更 简单 一 些 ) 
这 里 只 简单 介绍 最 基本 的 矩 估 计 方 法 : 

(1) 算出 B(r) 的 矩 估 计 : 

B(z) a ZXCDX(; rr), r= 0,1,.,p+ Q. (4.18) 


(2) HA AR(p) 部 分 的 参数 | Po» pi | 的 佑 计量 
(o Bo’, Dp) WTF: 


Æ (4.15) 中 以 估计 量 B(r) 代 B(r) 取 : > co 那 部 分 得 


(4.17) 


B(q) Bl(g-1) = Blq-p+1) 


一 FI 
Bla + 1) Bla) Bl(g- p+2)||- 8, 
Blg+p-1) Blg+p-2) % Blg) Ji- $, 
B(q + 1) 
B 2 
= at ) (4.19) 
B(q + p) 


解 (4.19) 可 算出 Ott, 0, CE S Po 二 Po = 1. 
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(3) ”计算 MA(g) 部 分 的 参数 0.0... 0. 的 估计 量 0， = 
O = 1,01,…,0,. 令 
Y(t) elt) + Voelt -k) (EZ), (4.20) 
则 由 (4.3) 及 (4.20) 得 u 
Y() = XG) + Ñ aX = Ë) GEZ). (4.21) 


H(4.21) Y = Y(t): € Z! WIAA 
By(z) S E(Y(t + z) ° Y(t)) 


f P 


= o@;B(<z + k~j). (4.22) 
取 By(7) 的 估计 量 如 下 : 
p b 
By(r) = 2 2 BB B(z +Ë - j). (4.23) 


但 是 由 (4.20) W: Y = [Y(z):t € Zi 是 一 个 MA(q) 序列 ,由 定 
理 4.2 系 2 得 敌 Y 的 相关 函数 By(r) 必 满 足 (4.17), 解 (4.17) 中 


0 < z< q 那 部 分 (用 By(r) fÑ B(r)), 即 得 迭代 公 


oe = By(0)(1 + 07+ + 602)!, (4.24) 
0, = (By(k)/ o.) (0, JR t + 90, 0, ) 
(1 < k < o). (4.25) 


任 取 一 组 初 值 , 例 如 取 0(0) = (61(0),…, 8. (0)) = (0,…,0)， 
ac(0) = B,(0). Roln -1), 6(x -1) = (8 (n - 1), 
0,(n 一 1)) 已 算出 , 则 第 n 次 送 代 值 由 公式 ， 
ailn) = B,(0)(1+ O(n — 1) + + O(n 1))-!, 
(4.24) 
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Â, (n) = (有 (Ja))- (Gn — 1) feilan - 1) + +=: 
+0 (m- 1) 0 (n-1) (I<k< gq), (4.25) 
0.(n) = By(q)/ oi(n) (4.26) 
所 给 出 .依次 迭代 下 去 ,直到 第 mx 步 的 so?(m),6(m) 与 9? (m - 1), 
90 (m 一 1) 相差 不 大 ,而 且 满 足 MA(g) 模 型 所 要 求 满足 的 “可 逆 性 
条 件 ”: 
l+ 0,z + + 0 2 = 0 
的 q 个 根 全 在 单位 圆 以 外 而 止 . 
KEERA, RITHE MAG) 部 分 的 参数 11,0,,…,60,1 个 
计 出 来 为 {1, 90,,…, 0.1. 
总 之 对 ARMA( p,q) 模型 的 相关 参数 {90,9p1,…,9,|， 


tOo, 0 910: ,我 们 都 可 以 得 到 其 短信 计量 ， Do, Dt, 方 ,| ， 
100,01,…,0,|, 2. FÆI ARMAC p,q) 模型 (4.3) 得 到 了 如 
下 的 拟 合 模型 ; 


> piX(t — k) = > De - p) GEZ). (4.3 


注 AR(p) 模 型 及 MA(g) 模 型 都 是 ARMA( zp， q) 模型 之 特 
例 , 上面 对 ARMA(p,g) 模型 的 相关 参数 都 估计 出 来 了 ,对 
AR( p) 模型 和 MA) 模型 的 相关 参数 自然 也 可 以 估计 出 来 . 

最 后 我 们 介绍 一 点 有 关 ARMA( p ,q) 模型 的 预报 问题 .有 了 
(4.4) 式 的 Wold 分 解 及 上 述 的 参数 估计 与 (4.3) 的 拟 合 模型 ,我 
们 很 容易 给 出 ARMA(p,g) 模型 的 预报 公式 . 

问题 的 提 法 : 设 X= {X(1):t: EZj 是 ARMA(p,g) 序 列 .我 
fil MI X 在 时 刻 上 及 其 以 前 之 值 X(t), 久 (zt 一 1),… ,如 何 预 报 t 
以 后 l 步 的 值 X(t + 1)? 

范围 : 线性 预报 , 即 寻 求 X(t), X(t - 1),… 的 线性 函数 
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Ya XG -让 来 报 X(: + /). 
准则 ;平方 误差 最 小 原则 , 即 寻 求 z. , H 


mx 


X (t) 全 2; ZX (t-i) 
来 预报 X(z + 7 ) ,使 
E(|X(t+1)- X,(t)|2) = min. 
E S 
Ht) = EE = 22 X (u — i), a, RIBEN ai < oo | ， 


M(z) = |£: ç = Sael = i), a; RERED a < oo | 
HT X = X(:):! € Z| E ARMAC, g) 序列 ， 由 定理 4 1 有 


X(t) = See G: - i) (t € Z), ye < co, 
: =Ü = 0 


e(t) = > d XG: — i) ( €Z), > d: < co, 
r= 0 1=0 


故 
Kt) = M(t) (YEZ), 


MW lelt) elt 1) e) 是 Kt) 的 一 组 正 交 系 , 但 充 (1) EC 
A t), PT 
RO) = D Belt- O. 
令 e(t) = X(t +1) 一 X,(z) 是 预报 误差 .现在 用 平方 误差 最 小 原 
MKE b: 并 评估 误差 e,(z). 
因为 
E(| X(t +1)— (1)|’) 


= E(| Doelt tl-i)- > belt- i)| ) 
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- E(| 5e ele + L= + Y) Ceri = b; elt -i)|) 


ae 人 G t 2 Co: Bg b, J), 
所 以 当 且 仅 当 = c. (i = 0,1,…) 时 ,有 
E(| X(t + )- X(t)|’) = min. 


E 


总 之 预报 公式 如 下 : 
È (t) = Senel - i), (4.27) 
预报 误差 ¿ (r) 满足 ， 
Ele(i)) = 0, Var(e(t)) = oc(l+ cí + “° + cl). 


(4.28) 

(4.27) 中 的 Wold 系数 |w k = 0,1,2…| 可 由 定理 4.1 递 推 

公式 (4.7),(4.8),(4.9) 来 算出 . 白 噪声 ie(:);z: € Z| 可 用 下 述 
迭代 公式 : 


e(t) = N aX- k) -Voelt k) G €Z) (4.29) 


而 算出 .例如 取 初 值 e (1) 寺 0 (1: E2, EVAO (€ Z) Ë 
算出 , 则 


p q 
e” (4) = > aXlt-k)- > ge (t k). 
k =Ü k=1 


注 1 从 (4.27) 看 出 上 以 后 1 步 的 估计 值 式 , (z ) 依赖 于 上 及 
t IBUBUe(z),e( 2 一 1 而 这 又 依赖 于 X(),XCE 一 1),… 及 
(Popis s Pp) 和 100,01,…,9,| ZE A logol, 
i106 ,0 0] 事先 并 不 知道 时 , 那 就 还 需要 对 它们 做 参数 估计 . 
方法 在 前 一 段 中 已 经 介绍 过 了 . 

注 2 在 实际 问题 中 ,知道 的 信息 总 是 有 限 的 , 即 只 能 知道 和 X 
的 有 限 个 观察 值 X(t), X(t 一 1),…,X(zt 一 mx). 因此 ,预报 公式 
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(4.27) 只 能 用 有 限 和 来 近似 . 
下 面 给 出 ARMA(p,g) 序列 的 两 个 特例 ARCO) 序列 与 


MA(q) 序列 的 预报 公式 . 
(Il) # X = {X(1):t € Z| Æ AR) F3), 


>e XG _p)= elt) GEZ), 


则 有 预报 公式 : 
p~] 
X(t) = 2)B X(t —j), (4.30) 
j=0 
j 
其 中 B: 一 人 Co 一 0,1,- p - 1), lc :上 = 0,1, 是 
Wold 系数 . 


(2) # X = {X(t):: € Z| 是 MA(g) 序 列 ， 


X(t) = © bel ~k) QEZ), 
则 有 预报 公式 : 


_ dX(r +1- ;), 1< / < 
to- xt D, SIKILE yay 


0, 4. > q, 
其 中 


| 一 1 | 
d? =- 2 ddj -dpa L>1, 
i= | 


d” = — d, (j 一 0,1,.…), 
(dj = 0,1,…| 由 定理 4.1 中 的 递 推 公式 可 得 . 


35 ë W SW Jl 


在 这 一 节 中 ,我们 将 要 研究 款 在 古典 分 析 以 及 在 概率 论 其 他 
分 支 中 的 应 用 ， 
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定理 $.1( 条 件 期 望 的 连续 性 ) Kk (OQ ,.,2, P) 是 概率 空间 ， 
EE L'(Q,Z, P), Fen > 01 是 中 一 族 子 go 代数 . 
1) 若 和 CBCEC…, 则 
lim E(é€|) = ECE| VF), [a.e.], [L']; 
(2) #RDADAD=,M 
lim ECE] A) = E(E| QA), [a.e.], [L']. 
证 (1) 由 第 九 章 命题 3.1 及 第 九 章 例 1.1 H IX = 
Fon 之 0 是 一 致 可 积 的 蒜 , 所 以 由 第 九 章 定理 1.6 得 





lim X, = lim E(£|%) = Xe, [a.e.], [L'], (5.1) 
E(| X. |) < °. 
因此 ,由 E(8|Z,.,) 一 入 K(5.1) 式 得 


| ,sa = im). X, dP =f X-dP (A, € UFA ). (5.2) 
AM = 1A.A ENVI = (U, e)s | saP = | Xa dP |, 则 M 


是 4 &,B mU, ÜZ, EfuB (EE IA), MU 


H 
| saP = | x.ap (A EVA). (5.3) 


而 X. € VZ, DRRR KA EE VA)= Xo. (1) 证 毕 ， 

(2) EP, 22. (n2>20),MBJIX = E(ë Z n > 0| 
NRR, 且 一 致 可 积 ,所 以 ,由 第 九 章 定理 1.6 得 知 存在 Xo, 
E(| X, |) < eco, 使 

lim X, = Xo, lase], [L']. 
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显然 x. € QA. IHEM A € QAH 
| X_dp = lim| X.dP = lim | E(E| F, )dP 
A koJ A k>) A 
= lim | édP = |saP， 
所 以 Xe = E(é&| QA). EIER. 


定理 5.2 ” 设 (Q ,多 已 ) 333 28] ,12 n20 AFP- 
单调 非 降 子 o 代数 ,多 = V Z,, Wl 
(1) UL'(0,#,,P)& L'(0,#,P) Pi, PEET £ € 
L'(0,F,P) EE & € ÜU L'(0,#,,P) (k >0),# 
lim E, 一 £, [L']. 
(2) MEIT E € L'(Q,2,P),#& & & € U L'(G,Z,,P) 
(k >0),1Ë 
lim Š; 一 £, [a.e. ]. 
证 ER € L'(QO,Z,P),% & = ECE Z) (k >0), WE 
定理 $.1 得 


lim & = lim E(E|A) = E(#| VF)= £, [L'], [a.e]. 
例 5.1 BA ={[0,1), Z= Q NF, P 89 FEK Lebesgue 


测度 . 令 
oz hlz) 1): 


Z, = ao(M,), 


M, = 





WF, C Z. (n >0), R Z= V 3, 
z = 
F" 


L (Q,Z ,P) = e), (z) = Urija i) (TO: 是 实数 | 


27 27 
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所 以 全 体 二 进 阶 梯 顶 数 U L'(Q,% ,P)# L'(Q,F,P) 中 稠 ， 


且 对 任何 EE€ L'A F, P), E & € U L'(n,s, nP), WE 
lim & = = £, lae. J. 
例 5.2 B L'(A,F,P),Li(Q,F,, P) (n 之 0) 如 例 5.1. 则 
在 [0,1j 上 的 全 体 连 续 函 数 在 L' (QF,P) 中 稠 , 且 对 任何 £ C 
L(Q, 光 ,P), 存 在 [0,1] 上 的 连续 函数 & ,使 
lim & = ë, [a.e. ]. 
证 “对 任何 上 EL(O, 玫 P), 由 例 $S.1, 有 ë; EUL (Q, 
F , P.) š: 
lim ë; = é§, [a.e.], [L |] 
对 每 个 & ,总 可 取 连 续 函 数 & ,使 
sup| &(z)| < sup| &; (x)| = M, (5.4) 


P( ë Z ë; ) < (JA FE Ce) (5.5) 








ni 
I= Pilim& = 6)= P(A Ú NS E<) 
<P A GAIE- |< U ils! 
<P( ñ Vts zs lUñn le -外 < 二 上) 
<P[ñ[( 0188 u [O ñ l - s| < 1 ))) 
< JPG, Z&)+P[n UV A 8 - e < |] 
<< + P(lim & = £) (3—9 N> 1), (5.6) 


在 上 式 中 令 N — eo , 即 得 


wT 
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P (lim & = £)= 1. 
又 由 (5.5) 式 有 
Eda -#0)<|, „d&l lea + | | -elap 
<+ Í u. lelap +f |ë ~ #|laP. (5.7) 
但 é€ LL (0,9,P), lim P(&, # š; ) = 0, Hlim & = £, [L'], 
所 以 在 ($.7) APA k — co ,得 
lm E(|& - |) = 
定理 $.3 j(0O,Z P) 如 例 5.1, 任 取 E&EE€ L'(A,F,P), 2 


lim D. sz 十 >=] = j E(xT)dzr, la.e.], (5.8) 
其 中 f(x) = Ely) (3: z = y (md 1)). 








证 SI, = 1A:A EF, A RUL 为 周期 的 | 
Pin 22 01 是 多 中 一 族 单 调 非 升 子 o 代数 , 且 
= Delet) (5.9) 
而 由 定理 5.1 有 
lm ECE #,) = E (£| NF). (5.10) 
因此 ,为 证 (5.8) 式 只 需 证 明 
E(#| MF.)= FG = | ez)dz， (5.11) 
0 


但 是 ,对 [0,1] 上 的 任何 连续 函数 n, (5.9) 式 有 


E(7| (1 2,)= lim E(?|#,) = lim a Dyle a 
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= E(7) = | yz)dz (5.12) 


而 [0,1] EW 2 Wiz q 2 L'(Q.,Z, P) 上 竺 ,所 以 ,对 每 个 
n 之 1, 有 连续 函数 w ,使 


Elp- El) < E. (5.13) 
因此 由 (5.12),(5.13) R13 
E(|E(#| NF)- E(é)|) 
= E( E(# — >| NF)- EG - 7 )| ) 
) 





<E(|E(#- | 2,)|)+ EEC- y) 
 <2E(|E(ë —7,)| ) 


<2g(|ë- |) < (n>1). (5.14) 


在 (5.14) AFS n — œ 得 (5.11) Ñ. 

定理 5.4 设 可 测 空 间 (0,F) ATA, PP6Ce>EIA,:n>0| 
CF, oll A,n —> 01) = = F A F fa = oc(Ao,A!,… , A, ), NT 一 
(BP, BP}, BP NBO =Ø, ÜBP = 0, x, < za (P 
r, 中 任 一 集 均 可 表示 为 x,,! 中 有 限 个 集合 之 并 ), olm,) = 
9 (m 20), P £& Z kE 038 3: MNĚ, o 是 多 上 的 有 限 测 度 ， 


p <P (# P(A) =0 = (A) = 0), £ = SŠ 3 o P % 
Radon-Nikodym 隆 数 ,再 令 
X, (w) = & el (w) (n=0, e € A), (5.15) 


约定 站 = 0, 则 X= IX. ,Z ,n > 0) A-K o An 3k R 


lim X, = £ = g, a.e. |. (5.16) 
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证 ”由 (5.15) 式 立 即 可 知 X. € Z (n 2 0). i z, C Epin 
a(m,n) 
(n,m 之 0) ,得 知 任 取 B EC r 48 B = u pim) pim) c 
Tnm - 及 以 


alm, n) 


B r=] 


m,n) 
一 > | (m X, | dP = | XmindP, (5.17) 
i=1 vB B 


$, = olr), x, = {BP BP, BP NBP = ,所 以 对 任 
何 B E F, , (5.17) ARI. H X ER. 

又 因为 对 任何 4 >0, X, >A] 总 可 表示 为 xs 中 有 限 个 集合 
之 并 ,不 妨 令 

Ix, > à| = UG,, G, n C = @G: Z j), C, Em, 
则 有 





X = = 
fisia n aP | kasi 2 XdP 
H . 
= olci) = @(X, > à). (5.18) 
=l 
但 是 
P(X > a) < TE(X,) — TE (X.). (5.19) 


义 因为 pP, LER > 10, 存在 c>0, 当 P(X >A)< cht, 
有 p(X, > À) < e, 





“A > E(X, o= o( X, > Dj X, | dP >e 


X% [>a] 
(n — 0)”. 

故 X 是 一 致 可 积 款 . 再 由 定理 第 九 章 1.6. 48 
lim X, = X», la.e.], [L]. 
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所 以 ,由 ($.17) 式 得 
o(B) = lim| X,.. dP = | XedP (5.20) 


对 一 切 B € F, 成 立 (n 20). W F= V 多 ,所 以 (5.20) 式 对 一 切 
B € FIRRA, M 
lim X, = £ = E, a.e. ]. 

tE: (R, Z) 就 是 一 个 可 分 可 测 空间 . 

定理 $.$ 设 (00 ,9) 为 一 可 分 可 测 空间 ,( 丘 ,6 ) 为 任 一 可 测 
RZA, Px € Fl 是 上 一 族 概 率 测度 ,jg :x € E; FE- 
HARME, BE *HE4f AC Z, z >P'(A), z >e" (A) 5 2 E 
上 的 86 可 测 函 数 .g < P' (z € E),W #f& E x Q Liy— Aé x A 
可 测 的 非 负 实 值 函 数 X ,使 得 对 一 切 工 E E, X(z, .) = 经 为 
o X T P 的 Radon-Nikodym +. 

证 沿用 定理 5. 4 的 符号 . A B= ol Agp Ap 

O _ 
X, (XT,w) = & Pla) (0 = 0), 

MJ X, Æ é x 多 可 测 的 非 负 实 值 函 数 , 且 由 定理 5.4, 对 每 个 
rE, 


lim X, (z, ` ) = IE < o, [a.e] ($F P WE). 


dP” 
因此 , 令 
| X (zwo)， 各 此 极限 收敛 且 有 穷 ， 
X(r,w) = 477 
0, RZ, 


则 此 XC, ') 即 为 所 求 . 
定义 5.1 设 |1Xo,Xi | 是 概率 空间 (2 ,多 P) 上 的 一 个 随 


机 变量 序列 ,T，= a(X s X20) (n 20), T. = N) T, 称 为 
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IX. | 的 尾 z 代数 ,T。 中 每 一 集 A 皆 称 为 1X | 的 尾 集合 . 
定理 $.6(KorwMoropoB £ —£Ë) HiX, n 之 0 是 概率 空间 
(,Z,P) 上 一 个 相互 独立 随机 变量 序列 , 则 对 |X : n 2 01 的 每 
一 个 尾 集合 A , 均 有 
P(A)= 03 1. 
证 SAh =a (X ,X ,:: X aa 20), WA ST, 相互 独 
C 


A, H T, C Fo =0(X0, X10). MAXIE A € T. C T, C 
Foin 20), A 

P(A) = E(1,) = E(1A|Z,), (5.21) 
B F, CZ. (n 0), V #, = = 所 以 在 (3.21) RPS n>, 


并 利用 定理 5.1 ,得 
P(A) = lim E(1, |#,) = EGA |F) = 14, [a.e.]. 


因此 ,P(A) = 0 或 1. 
定理 5.7 设 (0,9,P),1X,:n 之 0j ,|T,:n 之 0| 如 定理 5.6， 
la ,a1,…| 为 一 实数 序 列 ， 则 
P(S aX, 收敛 且 有 穷 )= 0 或 1. 
证 不妨 令 X, 是 实 值 . 由 于 
[DaX 收 全 且 有 穷 | = | Y aX, 收敛 日 有 穷 
< ET =, 
所 以 | aX 收敛 且 有 穷 | € T. ,因此 由 定理 5.6 即 得 定理 5.7. 
定理 5.8( 强 大 数 定律 ) HIX cn 2 0), IT. :n > 0], 


((1,Z,P) w, TP = NT 且 |X,| 具有 相同 的 分 布 u, 
(1) E(|X,|) < o — 


lim (X, +X, + + X,) = E(X,), [a.e. l; 
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(2) X, 之 0, E(X,) = = => 
lim 一 ( X +X +: + X,) = eo, [a.e. ]. 


证 (1) 不 失 普 遍 性 , 可 令 X, REHE. Y, = E(Xo 





S,), 


S, 一 > X, (n — 0) , #E uE 
t =) 
E(X,|S,) = Y .,[a.e.J (n22£2>20). (5.22) 
| XdP = | XdP (B€2). (5.23) 
IS € Bi s €B 


S p(Xo, Xis Xa) = Xola (S,) (B € 2'),BJ 
P(X Xit Xi Xo, Xor X.) = X. 15(S.), 
所 以 (5.23) 式 等 价 于 
E(e(X,,X,,: Xi1, Xo, Kerls''', X, )) 
= E(w(Xo, Xi, X,)). (5.24) 
而 对 B; € 8 (i=0,1,…,n), 由 1X,| 独立 且 具 有 公共 分 布 ,有 


E (15 xB x…xB (Xo X] X, )) 一 IT (B) 
一 E (lp xB xxB ( X, Xi e, Xen Xo Xa X). 
用 单调 系 定理 可 证 
E(y(Xo, Xi, X,)) 
一 E( (X, DD CD, CD CIE. )) 


ti 








(g € B"). (5.25) 
特别 地 ,(5.24),(5.23),(5.22) 式 更 成 立 . 由 ($.22) 式 得 
_ E(S, | S, ) O, 
Y, = a = [a.e. |. (5.26) 


而 o ( S, Spt) 一 o ( S, sA atl ) 2 1), G(S, ) 全 E(X, 
与 1 ix ea) 相互 独立 ,所 以 





S, ) 
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| EÍS, \dP 
S C A, X nti €B., :=1,: 
= | ,a E(Xo|S, )dP| ， dP 
EB EL 
=| dP 
iS, EA f ,€B., i=], El 
=| dP 
iS, E4,X EB i5 1 k] 


(A,B; € 3!, i= 1, Ë, k 21). 
因此 
E(X. | Sn) 一 E(Xo | Sn, Xni X. ttt) 
E( Xo | Sn, Snt) (5.27) 
车 令 TO 为 1S :nn 20) BB ë Ü 代数, 则 由 (5.26),(5.27) AKE 
理 5.1, 得 


Y, 


lim 一 一 一 
g- O n 7] 


lim Y, = lim E(X | S,) 
一 lim E( Xol Sn, Satt) 


= E(X, TŠ). (5.28) 


T = (1 T, = (|a Xa X, X, 7.) 
Cels, ,XXX X,.a ti) 
= = No(S,, Sari s Saz» S a 7) = T2. (5.29) 
XH (5.28) 趟 ,有 


E (X.| TẸ) = pno t A t t X, 


# + 1 


. 1 
= lim (Km + Xp t'u + X )€ T, (m0). 


Yl a. 
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所 以 


Cr 


E(X ITE) E TL = NAT. (5.30) 


由 c(X, ) 与 Te 独立 及 (5.29)、 (5.30) 式 得 
E(X) = E(X | TL) = E(E(X,| TL) TE) 
= E(X, | TS (5.31) 
H (5.28) 和 (5.31) 式 , 即 得 (1). 
(2) ”由 (1) 得 


lim H(X, A k) + (Xr A k)+- + (X, A k)) 


= E((X, A b)), la.e.| (£ > 0). 
所 以 
Xot X, + + X 


lim inf í 
好 一 > DO 71 


> limlim ko A k) + (XI Ak) + =: + (X, A k)J 


k— 00 n— oo r 
> limE( (Xo Ak)) = E(X,) = œ. 
定理 5.9(Borel-Contelli 312) (2,7, P) 为 概率 空间 ， 
A, € #(x > 0), H 
(1) > P(A,) < co => P( N UA )= 0; 
n = 0 n 一 = # 


(2) la, Bà, Ð P(A) = œ =P Ñ DAD 1, 


首先 ,我 们 证 明 一 条 引 理 . 
5| 理 5.1 X U :GQ |[0,1], U €2,% =o(U,,U,,…, 
L), n — 0. lJ 


“> U ,La.e. KAELAS > 
x = 0 





DECU, |F), [a.e KAELAS”, 
n=0 
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其 中 Z, = F. 
证 $D, = U,-E(U,|%1) (n20), H E(D, |Z#,-,) = 
0 (x 之 0), 由 第 九 章 定理 1.1 得 知 


X = | X, = SID, Z. n > 0! 
Ett, H E(D’) = Ely D, | ) <2. HÆLA EM 3.4 有 


Ðu. = = oa X E(U, |? 
C llim X, = = oo | C linf X, >- oo | 
C llim X, 收敛 且 有 穷 |, [a.e], 
所 以 上 式 左 方 集合 概率 为 0. 仿 之 可 证 
P( >, U, < œ, D 7 E(U,|%,-.,) =)= 0. 


引 理 证 毕 . 
现在 我 们 用 引 理 5.1 来 证 定理 5.9. 令 
U, =I, (n >20), 7, = o(Uo, Ui,,U,) (n>0), 


WIU, :n 2 01 满足 引 理 5.1 HR. 


F) < oo 





(1) 由 于 P(A,) = X E(U,) = E(5U,), 而且 
“2, U, < oo, [ae] SPN UA) = 0", 所 以 


“Y P(A, ) < ~ =P N UA) = 0”. 


(2) HFIA, | 相互 独立 ,所 以 
Fai) = E(U,) = P(A,). (5.32) 





由 >, P(A,) = 00、(5.32) 式 及 引 理 $.1, 得 P(X} U, = co)>0. 
n= n=0 
所 以 
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P(N, UA,)> 0. 
但 r) ÜA, 是 |U,| 的 尾 集合 ,和 U,1 相互 独立 ,所 以 由 定理 5.6 得 
知 P( 站 上 人 


下 面 再 介绍 一 个 蒜 在 Brown 运动 中 的 应 用 . 
定理 5.10 设 i1X,:t € 10,%)) WEZEN, F, P) 中 的 
一 个 SB .M.O. , WJ 
MP(supe ° >))<1 (>0wcR) (5.33) 
证 EFX, 服从 正 态 分 布 N(0,t), 所 以 
E(e™ 7 )=1 (> 0). 
由 例 1.4 知 
(Y, = e” 2 Gt E [0,°o)) (g? = c( X ,s < t)) 
ER., 又 因为 X(',w) 连续 ,所 以 ,由 定理 第 九 童 1,2 并 注意 
Y, >0 (£ € 10,%)) 可 得 
AP (sup Y,>4)= lim AP ( sup, Y, > À ) 
< lim(— E( Yo) + 2E( Y} )) 
一 lim( — E( Y,) +2E(Y.)) 
= E(Y,)= 1. 
TARA =ef, a > 0, 8>0,WA 


P[ X, > $ 二 2， 对 某 一 个 + € 0) | 


= P|sup(X. 一 + ]> p< e”, 

最 后 介绍 一 点 款 在 马尔 可 夫 过 程 中 的 应 用 ， 
定义 5.2 ÚX=(0,Z X 0, P, D 是 以 (FE, ,6,) 为 
状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ,T = 10,1,2, 


“001 3 N(t,z,A) 
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= F'(I1,(X,)) È X HEBR R f E é, f > 0. 如 来 
N(az,) = | NG.,z,dy)f(y) < f(z) 
(EE, t= 1,22), (5.34) 
则 称 /是 X 的 盈 函 (或 N(i,z,A) 的 盈 函 ) (5.34) RPK 


换 为 “=”, 则 说 f 是 X 的 谐 函 (或 者 N(t ,zx ,A) BA). 
由 于 


N(z,z,A) = | | N(1, x,dzr1) 
E, E, 


NU,z dz, )N(1,z,..  , A), 
MA, ES N(z,f) = N(1,xz, 了), 则 (5.34) 式 等 价 于 


N(z,f)< f(x) (x € Ea). (5.34) 
定理 5.11 A Xæ, LER, f € rea, f >0, TFA RR 


等 价 : 

(|) f X6 #&5 (*F5 b. ph); 

CH) (/(X,),% ,ft € 10,1,2,…|) # 38 3 2 B) (O ,多 产 ) 
上 的 上 款 ( 对 应 地 , 蒜 ) (z € E). 

证 (i )—>( j). 2 f E X WA Ps, MU 0 < E*(f(X.)) 
= N(t,x, f) > f(x) < œ (x € E,, t 之 0). 用 马尔 可 夫 性 得 

E (f(X) 18) = E%(f(X,)) 
= N(t, X J) < /(X,) (x € E, s,t > 0), 

即 | /(X,),% € 10,12… 用 是 概率 空间 (Q F, P) EB) Eh. 

(j| )=>( i ). BIX.) 3, € 10,1,2,:: 1] 是 概率 空间 
(2,F, P) FEB) E$h(x € E,), W 

f(z) = A(X) ZE (f(X) % ) 
= E" (f(X.)) = N(t, Xo,f) 

= N(z#,z,f), la.e.] (对 测度 P). 
而 上 式 左右 两 边 与 w € Q 无关, 所 以 
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f(z=)2 N(t,z,f) (<€ E,, t> 0). 
aI f E X BAA. 
定义 $.3 设 X,N 如 定义 $.2. 称 


U(z=,A)= > N(t,x,A) (z € EE, AG é.) (5.35) 
r= Ü 


为 X 的 (或 者 其 转移 国 数 N 的 )Green AX. 显然 0 委 U(<x,A) 
< co (N(0,z,A) 定义 为 L(x) 对 任何 A;:E, —>[0,oo], 
h < ĜA ， 定义 


U(z,h) = | U(x,dy)h(y). (5.36) 


由 于 
U(r,h) = hlz) + | N(1,z,dy)U(y,h) 


>| N(1,z,dy)U(y,h), (5.37) 


所 以 p, (:) == U(:,h) E. X J 8, RZA h WRA. 
E 5.12 RX, N, U je X. 5.3. 3t X 6644 RAAR f 
总 可 唯一 地 分 解 为 


f = Uh+ f(Uh(z) = U(x,h)), (5.38) 
其 中 f RX 643963. OSAL, h C é, , Uh AAB. (5.38) K 
ARA Ak f 的 Riesz 分 解 . 
此 外 ， 
lim f(X,) = lim f (X,) (5.39) 


是 [a.e. ] 收敛 且 有 穷 的 (对 每 个 P). 
证 HT0</f<c=,0< N(t,z,f)< f(x) < co, 所 以 
可 令 
h(x) = f(z=)- N(1,<=,f), (5.40) 
TROSA < ,hh 6 ,又 因为 N(1,x,f) 对 zt 而 言 单调 非 升 ， 
H N(z,z,f)< f(x) < 之 % (1 之 0), 所 以 可 令 
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f (z) = lim N(t,z, f), (5.41) 
显然 0 过 Frz)< oo f € 6,. B— KW E 0 < N(t:,z,f) 
< f(z=) < co (对 一 切 t 22 0,z € Es), 并 用 积分 的 控制 收敛 定 
理 , 得 

f (z) = lim N(t,x,f) 


= im| N(1,z,dy)N(: —1,y, f) 
r” EA 


_ | N(1,z,dy) f(y), 


BI £ E X BJiE pR. 
事实 上 H (5.40) 式 有 


f 


n-i l n~] 
ANG, zh) = YNG, 2f) -| NG, 2,dy) NG, y, f) 
t=0 t =0 t= Ü A 


= ENG, z, f) 一 2, NCG, f) 
= f(z=)— N(n ,z, f). 
EERS n — oo , 即 得 
U(z,h) = f(x) - f (x), 
(5.38) 式 得 证 . 
HHE Riesz 分 解 (5.38) 式 的 唯一 性 . 设 还 有 另 一 组 Riesz 分 解 
f = Uh' + f°, (5.38 
OSA? < ch EE, f" E. X BE PR . Mg 
U(z,A) = 1.(z) + | N(1,z,dy)U(y,A) (5.42) 


KR (5.38) 式 , 得 
f= Uh? +f" = Uh" + N(1, `, f" ) 


š h. f, N(1, edy) Uly, hk) + N(1, ., f) 


=h*+N(1,:,P). (5.43) 
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仿 之 (在 利用 (5.38) 式 时 改 用 (5.38) 式 ), 可 得 
f=h+N(1, °, f). (5.44) 
比较 (5.43)、(5.44) AH EER 0 < f, N(1, f) < co, 可 得 
h=h*, MWF = f" ,W6—FEUEEE 
最 后 证 明 极 限 (5.39) 式 对 每 个 P(x EE EE,) 是 [a.e. Kk FL 
ARK. 事实 上 ,由 于 {f(X,),3.,t € {0,1,…|!, AXE, 
t E 10,1,… 1 ,| UA(X,), 2t € 10,1, i) 都 是 (0 Z, Pr) E 
MIER EAE EREA EL 有 界 的 ,因为 0 志 E*(f(X,)) 
< F(Af(X0)) < co), 所 以 由 定理 1.5 得 知 
lim AX) , lim f (X) 
和 缘 是 [a.e. ] 收敛 且 有 穷 的 (对 P 测度 ). 请 注意 :上 述 两 极限 是 
[a.e. ] 相等 的 ,因为 


limE’ ( Uh (X, )) = im E (DNCs, Xsh)) 
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lim UA (X,) = 0, [L']. (5.45) 
而 由 (5.38) 式 及 lim f(X, ), lim f(X, ) 是 [a.e. ] KAEA N 048 


第 十 二 章 应 H 


和 类 
lim Uh (X,) = 0, [a.e.] OHER P"). 
骨 一 次 运用 (5.38) 式 得 知 
lim /(X,) = lim f (X,), La.e.」 (对 一 切 P). 
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